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Errata  du   Tome  premier* 


il  11    1 1 iii 


1  ( 


Page    55  ,  ligue  '  5^^    mtoct ,  lisez ,  g^mkrA. 

6i  y  i3;    ainsi  tout  nombre,  etc.',  lisez  ,  tout  nombra- 

«fNitt  aen!  t^iKfre  îéiam-  eompris  entre  i  et 
10 ,  à  "ion  «Sairé  tntre  i  et  loo  ,  c^est-à-dire, 
compdbé  de  I  oii  a  chiffrea. 

ii4,  ai}    ittf,  lisez,  jra"*. 

t8a  »  3  en  remontant }  lisez  ,  L{z*  \/z^ )  =  Lz^  ,  etc. 

189  y  18  i    les  demi-cerdes ,  lisez ,  les  deux  parties  jélBD 

AED  coiincident. 

a5o  9  8  ^    n  étant. .  • . ,  Usez  ,  n  étant  le  nombre  des 

côtés. 

3a5,  la;    +,  Usez  ^  =. 

347,  45    (5o»-4-),  tt#e«,  (5oo4-»). 

35a,  aoî    {x"  ^  zT  )  ,  Usez  ,  (a:"-*'). 

36o,  3  en  remontant  $     Qf,  liaex^  Df» 

36a,  95    |£,«,/  =  -a-^-j— . 

389,  aj    (x-x),  ûw*,  (x-a<). 

W.  3  ;    =  ax  ,  2i>es  ,  =  aa/. 

391  ,  «Tant-demière  ;  ej^ces  ,   Tangle  Olfji  est  droit 

dans  rhj-perbole  équUatère,  car  alors  e«=si« 

398,  115    jr^x  ,  lise*  ,  xCr. 

4oa,  x5j    =a'»fc»,  lises,  ^t^*b"K 

406 ,  4  en  remontant  ;    (6)  et  (4^>3«.)  ,  Usez ,  (4o6) 

et  (427, 3».). 

Id,  ôtez  en  marge,    fig.  lia. 

/((/.  17^    carré,  lisex,  recXaji^fb> 


page  407 1  KffM  iaiàire  •,  lUts ,  —4P  toa^n  4*  A>  s  a 
491 ,  a3 ; 


4a9, 

495, 
439, 
438, 


!} 


%A  9  iisez^  ^Ak 


13}    fiiitei  la  même  vectificiuiaBt 

16$     C»  liiez  y  O. 

i4  9  le  a«.  Êietenr  dooae  le  fojer ,  /k'Mi  ,!•«••  60- 
teur  eii  TMbleaieiit  étnnger  à  la  quesdaD 
(  507,30.^  y  pttU4u'U  dumie  le  Ibjer. 

4  en  nBM»iaittii!M»»às^-4-2rilHrO-f-... 
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Permutations  et  Combinaisons, 

•476.  Proposons-nous  de  fonner  avec  m  lettres  a  ^c... 
toutes  les  Permutations j  c.-à-d.,  tous  les  Arrangemens 
dîflerens,  en  les  assemblant p^p\  pour  cek ,  ôtons  d^abord 
la  lettre  a  et  supposons  qu^on  forme  avec  les  m — i  lettres 
b  e,..  qui  restent,  tous  les  arrangemens  p —  1  k  p —  i. 
Il  est  clair  qo^cn  apportant  a  en  tête  de  chacun ,  on  aura 
tous  CCI»  des  arrangemens  cherches  qui  ont  a  pour  ini^ 
tiale ,  sans  qu'aucun  manque  eu  soit  répété  deux  fois.  Si 
ua  àxit  ^,  et  qu'on  en  dise  autant  par  rapport  ïac  ^...  on 
aura  110  j^ofseil  momèrÊ-  de  termes  qui  sont  toutes  celles 
a.  I 


ik  Algèbre. 

des  pcrmi] talions  demandées  qui  commencent  par  t  : 
celles-ci  se  déduisent  des  premières  en  changeant  a  en  b. 
Ainsi  de  suite. 

La  question  sera  donc  résolue  lorsqu^on  saura  trouver 
tous  les  arrangemens  de  m — i  lettres ,  p — i  k  p  —  i  :  or 
ce  problème  se  ramène  de  même  aux  permutations  de  m— 2 
lettres  p  —  2  à  p  —  2;  etc.  :  enfin  on  sera  conduit  à  per- 
muter 771 — [p — I  )  lettres  i  à  i,  ce  qui  n^arrétera  plus. 

Cherchons ,  par  exemple ,  tous  les  arrangemens  3  à  3 
des  5  lettres  du  mot  VERTU.  Il  faSii  d'abord  obtenir  les 
permutations  2  à  2  des  4  lettres  vertu ^  puis  ensuite  placer 
en  tête  de  chacune.  Ces  arrangemens  a  à  â  sont 

vr^  vt^  vu,  TV  y  rtj  ru^  tr  ^   tv  ^  tUj  ur^  ut  ^  w. 

On  les  obtient  en  arrangeant  i  à  i  les  lettres  rtu ,  et 
plaçant  v  en  tête,  ce  qui  donne  vrvt  vu\  on  change  ensuite 
i^en  r,  puis  en  /,  enfin  en  u,  et  réciproquement.  Il  reste 
à  placer  Tinitiale  cr,  et  on  a 

tffr^  tvt^  evuj  ervj  ert,  eruj  etr^  etv,  etu,  eur^  eut,  eu9^ 

pour  les  arrangemens  3  à  3  qui  commencent  par  y  :  enfin 
on  change  e  en  »" ,  en  r,  en  /  et  en  u ,  et  réciproque* 
ment ,  ce  qui  complète  les  60  permutations  demandées. 

irr,  iTf ,  veu^  vre^  vrt,  ♦tm,  vtr^  vle^  vtu,  vur^  vut^  vue, 
n^e,  rvtf  r\'Uj  rev,  ret^  reu,  rte^  rtv^  rtu,  rue,  rut,  rwf, 
tyr^  tvâj  tvu^  trvj  tre^  truj  ter,  /<v,  teu^  tur^  tue,  tuv^ 
i/fr,  uvtj  uve^  uTV^  urt^  nre,  w/r,  i//f ,  ute^  uer,  uet,  uev. 

On  obtient  de  même  les  permutations  de  m  lettres 
771  à  m.  Par  exemple ,  les  4  lettres  du  root  mien  donnent 
les  a4  arrangemens  suivans  (^). 

%(*)  £a   appliquant   cette  théorie  aux  lettre!  d^un  mot  on  d^ime 


Itiien  f  mine ,  xneîn  ,  meni ,  mnet  ^  mniê  f 
imtn  f  imne  ,  iVmn  ,  ienm  ,  1/2^772 ,  in^n^ , 
eîmn  ,  ei nTh  ,  emin  ,  «mn/ ,  ^/imi ,  enim , 
niem  ,  nime ,  n^im  ,  n^m/ ,  nmei ,  htriV. 

477.  Souvent  on  cherche  moins  les  arrangemens  eux->« 
mêmes  que  leur  multitude:  soient  j^^'^*'.,..^  (''""*) 
les  nombres  de  permutations  de  m  lettres /?  à/7,  de  m — x 
lettres/? — x  à/7 —  i,  de  m  —  2,  lettres/? — a  à />  —  a.... 
enfin  de  m  — (/?  —  a  )  lettres  a  à  a.  En  âtant  a  et  arran-> 
géant  /?•—  X  \  p —  i  les  lettres  b  c  d... ,  le  nombre  de  per«^ 
mutations  est  y'  ;  puis  mettant  a  en  tête  on  a  jr'  arrange- 
mens p^P'  Mais ,  comme  chaque  lettre  h  c  â....  doit  étrt 
initiale  à  son  tour ,  elle  doit  comporter  un  pareil  nombre 
y  d^arrangemens  ,  et  on  ^  y^rnny . 

Raisonnons  de  même  pour^  ,  ou  plutôt  changeons  ici 
m  en  m  —  i  et  /?  en  /?  —  1  ;  par  là  y  et  y'  deviennent 
y*  et  y^  ^  et  on  trouve  y'  :=z  {m  —  i  )  y^. 

De  même  on  a  j^^=(in  —  a)  j^"'  .... 

Enfin,  pour  ^  ('*"*•),  il  faut ,  dansy  =  i7iy',  mettre 
771  —  (  /^— a  )  pour  m  ,  et  a  pour  p  ;  y  deviendra  y  ('""•)  > 
y  sera  m  •— {  /7 —  i) ,  c.-à'4. ,  le  nombre  d^arrangemens  de 
m  —  (^  .i.  I  )  lettres  i  à  i  ;  donc  on  a  les/»  —  i  équations 


senteDce,  <m  en  forme  le  Logogriphe  et  V Anagramme»  Cest  aÎDii 
que  vtrtu  et  mien  ont  produit  pluneun  mots  tant  françab  que 
Utitos.  Cet  pénibles  ba^telles  ont  enté  d''exercer  les  savaiu  ,  malgré 
plusieurf  rétolutt  heureux  en  ce  genre.  )  ^amaftiin  du  Grand  Henri, 
Ftère  Jacquvê  Ciément ,  a  pour  anagramme  Cett  l'enfer  qui  m'a 
créé»  Jablon»ki  en  6t  un  ktin  ,  pour  Stanialafl ,  depuis  roi  de  Pologne , 
et  de  la  maison  des  Lec%enêki  :  Domus  Lescinia  produit  les  ani^ 
grammes  Ades  incolumi$  ;  Omnis  et  lucida  ;  Mane  siduâ  ioci , 
Si*  columna  dei  ;  I  scande  tolium  ;  oe  dernier  est  sur-tout  remar-, 
quable  parce   qu^il  iîit  prophétique. 


4  ALGJÈBBfi. 

Pour  en  éliminer  y  y*^ ....  ^  Cp  '^»),  il  suffit  de  les  mul* 
tiplier  toutes ,  et  il  vient 

jrs=zm(m — i)(wi  —  a).  •   •  .(m — ^4..i}.   ,  ,  (i) 

on  devra  prendre  pour  facteurs  tous  les  nombres  entiers 
compris  entre  in  et  m— /y-f-i-  ^  trouvera  ,  par  exemple, 
^e  le  nombre  de  permutations  de  lo  lettres  6  à'  6  est 
io.9.8«7.6.5  =  i5x  aoo. 

En  faisant  mzzzp,  on  obtient  le  nombre  z  des  arran— 
gemens  de  p  lettres  p  ^  p^ 

r=r^  (;?—!)(;?  —  »)...3.a.i  =  i.a.3...;y.     (a) 

Ainsi  8  lettres  donnent  i  .2.3 8  ou  4û32o  permutations 

8  à  8.  Les  formules  i  et  2  contiennent  auunt  de  facUurs. 

478.  Cherchons  maintenant  les  Combinaison^  ou  JVo* 
duits iifférens de  m  lettres  p  ^p^  c.-à-d. ,  ceux  des  arran- 
gemens  qui  ne  sont  pas  formés  àts  mêmes  facteurs.  Si 
ces  combinaisons  étoient  connues ,  leur  nombre  étant  x^ 
il  suffiroit  pour  en  déduire  les  arrangemens ,  de  prendre 
chaque  pivoduil  de  p  lettres,  et  d'en  opérer  toutes  les 
permutations  p  ^p\  chacun  en  donneroit  z  ;  le  nombre  y 
des  arrangemens  est  donc  xz.  De  y  =  xz  ^   on  tire 

y.        nk     m.— -1      m^-^a  m— /^-f-l 

Sp  =    •—  =  -r—  •  ■■       '     •  .,  •    •   .    .  I  •        f 3 J 

r  1  2  3  p  ^  ' 

l^  npmbre  d^  Cfs  fractions  est  p,  U  suit  de  la  nature 
de  cette  opAialton  que  x  doit  être  un  nombre  entier ,  en 
sorte  que  la  formule  i  est  diAsihle  par  la  formule  2  ;  c'est 
au  reste  ce  qu'on  pourroit  prouver  directement. 

11  suit  de  là  que  90  lettres  ont 
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90  X  ^  =  4  oo5..  •  combînaiflEôiis  2  à  ^ 

4  oo5  X  V  =       '  '7  480 3à3 

ii7  48ox^=    aBSSigo 4*4 

a  S55  190  x  ^  £=  43  949  2^ • *  5*5 

ce  sont  les  nombres  d'ambcs ,  teines ,  qnaterites  et  quines 
des  90  numéros  de  la  loterie. 

479-  Pour  combiner  'a  h  c...  2  à  2,  on  portera  a  à  côté 
de  chacune  des  autres  lettres  b  c.,..\  puis  b  à  côté  de 
celles  c  J....  qui  sont  â  sa  droite  j  etc.  Pour  faire  les  com- 
binaisons 3  à  3,  on  ôtera  a,  on  combinera  2  à  2,  6  c,.., 
comme  il  vient  d^être  dit  :  soit  Q  Tensemble  de  ces  pro- 
duits 2  à  2,  on  pbrtera  a  près  de  chacun,  on  aura  celles 
des  combinaisons  où  a  entre.  Pour  avoir  les  autres ,  il 
&udra  porter  b  h  c6té  des  produits  2  à  2  de  c  d.,„  et 
comme  ces  produits  font  partie  de  Q ,  Il  suffira  de  mettre 
i  hi  côté  des  termes  de  Q  qui  en  sont  exempts,  puis  c  à 
côté  de  ceux  qui  n^^nt  ni  b  ni  c,  ete. 

Quelles  sont,  par  exemple ,  les  combinaisons  4  *  4  ^^ 
a  b  cd ej^  Je  combine  e  i ej  2^2,  et  j^ai 

€d    te    êf  de    df   ^i 

apjjonant  b  près  de  chaque  terme ,  e  prè&  de3  tk'crfs  der- 
niers ,  d  près  de  «/*,  j^ai  pour  les  combinaisons  3  à  3  de 
bedef^ 

bcd  bce  bcf  bde  bdf  bef  cde  cdf  ctf  def; 

mettant  enfin  a  près  de  chacune  ,  b  près  des  4  dernières , 
€  devant  def^  j^ai  pour  les  iS  combinaisons  cherchées 

àbcd  abce  dbtf  abde  abdf'  abef  nede  acdf 
ccef  adej  bcde  bcdf  bce/  bdej  cdef. 

En  général,  pour  combiner /7  4  p  les  lettres  fi5c.... ,  on 
•n  sopprimera /y  — ^ 2 ,  ab...gk^  et  on  combinera  d^abord 
2  à  2  les  autres  1  &••••  pois  apportant  A  à  côté  de  chacune  9 
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i  à  cdté  de  celles  qui  sont  sans  îjk  près  de  celles  quv 
soïii  exemptes  de  i  et  k  ,....  on.  aura  toutes  Us  combi- 
naisons 3  à  3,  des  lettres  Al  i On  procédera  de  i^émes 

à  cçiles  ^  k  ^  de  g  h  i  /r^...  et  ainsi  de  suile^ 

a.  Formula  du  Binôme  de  Newton^ 

4^0.  Le  produit  {x  -{-  a)  [x  -{^  b)  {x  •\-'  c  ).,.  devient- 
(x-f*^)"*  lorsque  a  =  t  =  r....  ;  or  il  suit  de  ce  qui  ^ 
été  démontré  (  37  y  4'')  que  i  **.  les  exposons  de  x  décroissent 
de  terjne  en  terme  d'une  unité  depuis  \^  jusqu'à  x**. 

a*.  Le  coefficient  de  a?"""*  étant  la  somme  des  second^ 

termes    ou  a -{- h -{-.c devient   ma\    ainsi   le  second 

terme   est  /naJC"""*. 

3".  Le  coefficient  de  x*"""*  est  la  somme  dès  produit^ 
2  à  2  de  ^Y  ^,  c*,..  Vxxn  de  ces  produits  est  a*,  quMl  faut 
répéter  autant  de  fois  qu^on  peut  former  de  produits  dif-^ 

férens  avec  une  quaatité  (47^)  ou  m »  :  donc  le  3'i 

2 

terme  est  m.— a'x"'""';  et.  ainsi  dp  ^uile.. 

2 

Enfin  le  dernier  terme  est  le  produit  ahcd..,,  de  tous 
les*  m  seconds  termes  des  facteurs  ,  produit  qui  devient  ici 
41"*.  On.  a  donc  .• 

(a:  +  fl)«==a:'» -f-niû«^-' -f-m  ,.î^^  a'ar--' +  ....  +  «'".  (4).. 

Cette  équation  est  connue  sous  le  nom  de  son  illustre 
inventeur  ;•  le  Binôme  de  Newton  est  la  plus  importante  et 
la  plus  usitée  des  valeurs  déi*etoppéès\l^o\xt  avoir  ( x — a )"*,, 
il  faut  netire  ici  -—  «  au  Keu  de  a ,  €.-à--d. ,  changer  d<E^.  * 
signe  les  tenues   où  a  porte  un  exposant  impair. 

481.  Pour  mettre  en    évidence  la  loi.  qu^obsecvent-  le&, 
divers  termes  du  développement  de  (  a:  +  a  )"* ,  cherchons 
rçxpressiou  du  terj(x\e  T  qui  en.  a  p  avant  kii,  et  qa'oiv 
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nomme  le  Terme  général  ;  il  repfiéseme  toiir^à«>toar  toiMk 
ceax  de  la  formule  ,  en  faisant  /?=3i,2,  S....  ce 
terme  est  TaiVic'"'^^,  N  iKsignant  les  combinaitons 
p^  p  des  m  lettres  a,  k^  r....  qu'on  fait  ensuite*  égalés 
entre  elles<  L'un  de  ces  produits  est  o^,  qu'il  faut  répéter 
autant  de   fois  que  m  lettces.  dannent.  dô>  combinaisons 

P  à /y  ;  ce  nombre  (47^)  est  iV=  —  ',  donc  le  tenpe  général 
r  est  ^àPsf^f  ^  ou. 

\*. Tous  les,  cfielpdejisdu  Bmcme  sont  entiers  puisque  — 

3m', 

l?est. 

2**.  Si  on  veut*  obtenir  le  terme  qui  en  a  p^i  avant  lu», 
il  faut  mettre  ici  p  -{-  i  pour  p  \  a?  devient  a/'"*"'  ;  d'où 
il  suit  qjie  les  exposans  de  a  croissent  d'une  imité  à 
chaque  terme ,  tandis  que  ceux,  de  x  décroissent.  De.  plus 

le  coefficieut  de  at^*  ayant  pour-  dernier  facteur  ^« 

p-^h 

ceux  qpi  le  précèdent  sont  —,  de  sortp  que  ce  t.ermç  est 

r     m — »       ^                        m — I?      a>       -, 
^.  — --^  a'^"^'  x"—^-'  = ^  .  _  X  r. 

On  peut  par  là  voir  comment  un  terme  peut  se  déduire 

rfe  celui  qui  le  précède  ,  il  faut  le  multiplier  par  —  et  pçr 

a» 

l'exposant  de  x  \ians.  ce  terme ,  divisi  par  U  namjbre  d^s 
fermes  qui  le  précèdent  t 

'    30.  On  ne  peut  supposer-^  ^  n^^  car  l'un  des  facteurs 
du  coefficient  est  m  —  m  ou  zéro.  Il  y  a  m  -{-  i  termes 
dans  le. développement. 
4^  En  changeant' X  en  a  et  a  en  a; ,  le  terme  N.affx"'^'^ 
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itvicttt  Nxi!*ar*^r.  Or  le  développement  doit  demeutrer 
•le  même  après  cett«  maUtion  >  de  sorte  que  ce  terme  de- 
Toît  y  être  compris»  «t  comme  il  y  a  m+i  termes,  on  voit 
^ae  N  est  aussi  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  ;?  aprèa 
lui.  Donc  lés  coeffici^u  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  les  mêmes.  Si  m  est  impair,  le  coe^cient 
moyen  revient  deux  fois  comme  les  autres ,  si  tt»  est  pair  ^ 
il  ne  se  trouve  qu\me  (bis. 

En  faisant  m  =  5,  en  auroit,  par  exemple ^ 

(x  -f  fl;5  =  or*  4-  5a»4  +  10  a*x^  +  lo  a'x'  -4-  Sa^or  -f  a* 

on  peut  ici  remarquer  le  retour  des  marnes  coefficiens 
X  ,  5,   XQ  en  sens  inverse. 

Pareillement  pour  avoir  (a 5^ — Se*)*,  on  fera  3  3^*^=* 
-— 5r^  =  a,  et  comme  on  a  (x-^a)^,  il  suflîra  de 
mettre  ci~<les$us  atP  pour  x  ^  et  -—  5^  pour  «  ,  il  viendra 

(2^^— 5^)5=  3ai«5_5. 5^3.163»'+ io.25c«. 8^9  — etc., 
=32  *'^-4oo  ^*»*+2ooo  c^^p-5ooo  cfl^+GaSe  ^  "ft^-3 1  ^5  c'^ 

482.  Lorsque  x  =  s ,  la  formule  se  simplifie.  On  a 

m^^i  m— I  n: — 2   ,      ^. 

2  20 

La  difficulté  des  calculs  à  exécuter  pour  appliquer  la 
formule  du  binôme  aux  cas  qui  peuvent  se  présenter ,  a 
déterminé  à  préférer  Fusage  de  la  formule  précédente* 
Voici  donc  comment  on  opérera. 

x^  On  ramènera  Texpression  proposée  à  la  forme 
(i  +r)'",  en  divisant  ri  multipliant  par  le  x".  terme. 
Cest  ainsi  que  (^  2a'\'ib  Y  uiultifUé  et  divisé  par  (2a)4^ 

devient  (2tf)^rx-l J  }  puis  faisant  — =:z,  on  a 

iSa^  (x-4-z)*. 

2".  On  calculera  la  valeur  numérique  des  divers  coef* 
'ficiens  ;  pour  cela ,  on  écrira  les  nombres 
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«  •  « 


pois  il  ne  restera  plus  qu^^  multiplier  le  i*',  par  le  a**|  puk 
le  produit  par  le  3*.  ^  puis  encore  ce  produit  par  le  4*- 1  ^tc, 
3*.  Il  suffira  ensuite  de  multiplier  par  ijX^z*^  z^...« 
les  divers  coefficiens  ainsi  calculés.  Donc 
(2fl  +  33)^=i6a4(x  +  4r4-6r»+4z5  +  «4);  et  mettant 

-^ —  pour  r,  on  a  i6a4  +  96a'i^4*3i6^^^*+«*«* 

483.  Pour  élever  on  trinôme  a-|-^  4*^  ^  ^^  puissance  m^ 
on  fera  b  +  c=:Xj  et  il  faudra  développer  {x+a)"*; 

on  substituera  ensuite  les  puissances  1 1  ^  9 m  de  6 -{-s 

i  celles  de  x.  On  trouve  abément  le  terkne  général  de 
ia  +  i  +  cy. 

Le  même  calcol  t'applique  à  un  quadrinomet  et  même 

à  un  polynôme  quelconque;  on  en  conclut  que 

(tf -f'6-f-^*»«  )**  ^^  composé  d'autant  de  termes  de  la 
forme 

I  •3»3.4*  •  •  •  •") 


i.a.3«..Ax  i.a«3««.ix  i«2.3.  ../x  ••• 


X  fl*Mc*..*. 


qu'on  peut  attribuer  i  A,  ft ,  /...  de  valeurs  entières  et  po- 
sitives drfierentes,  avec  cette  condition  que  •  • 

A-|-^+^+—  =wi  ;  F.  12,:  Jour,  poly.,  pa^.  3o. 

484*  Lorsque  m  est  entier ,  nous  savons  que  le  déve- 
loppement 6  est  limité  et  qu'il  appartient  i  (  i  -(-r)'"  : 
cherchons  maintenant  à  quoi  il  répond  lorsque  m  est  né- 
gatif ou  fractionnaire  (i33).  Pour  cela  soit. 

«  =  i  +iïM:-f-m.— —  «■  +  etc.». 


n— I 

>^  s=  X  +  nz  +  ïï .  ■■  jç*  +  ^^c. . . 


Formons  le  produit  o^.  Maïs  il  est  inutile  d*exëcnter  bk 
multiplication^  ce  qui  ne  feroit  connoitre  que  les  i*".  termes, 
du  résultat  et  non  la  Ipi  qui  en  gouverne  le  cours  indé- 
fini. Remarquons  que  si- m  et  n' sont  entiers  et  positifs^ 
sçy  =(  I  4- j:)?""*^  ;  de  sorte  qu^en  faisant  m  +  »=iP!  i  oa  » 

p — I        , 

jpy  =  I  +P'2' "h p  •  "^ ^'  +  etc. . . 

Or  la  {qtxoa  d^un  produit  ne  peut  nollemeot  dépendre  da 
la  grandeur  des  nombres  que  les  lettres  représentent  ;  d'où 
il  suit  que  lo  produit  xy  doit  demeurer  i  +  /^-^  -f;  —  <p^^^ 
que  soient  m  et  n.  Or  ïY  se  présente  iti  deux  cas  : 

A    '     .  .  . 

I*.  Soit  m  une  fraction  -j-  positive  ;  faisons  m.=  n^  d'oiS^ 

pi=z  2  m  et  x*  =  I  ^  ^r  -f-  etc.  :  mais  si  on  nmltiplie  cetta 
équation  par  «s:  x  -f-  mr  -f-^^tc.  ,  il  viendra  pareillement 

ar  ==  I-  -j-  yz*+-  f .  '^ z*  +  eta.  • ....  ^. 

5r  étant = m 4-/'^ 3m,  etc.  ;  donc  ep  général  r  étant  =:£m9:. 

on  a. 

•  I*——  I 

a» 

Or  ftm  ou  r  est  =A=  entiVr  positif,  ainsi  x*  =  (  i+r  )*;• 

A 

donc  x=(i4'^)*=(x4-i^)'";  ce  qui  prouve  que  le- 
développement  indéfini  6  est  encore  celui  de  Qi  +^)'^% 
lorsque  m  est  une  fraction  positive. 

a®.  Soit  m  un.  nombre  négatif  (entier  ou  fractionnaire  )  , 
et  supposons  qu^on  ait  pris  n  tel  que  m  =  —  n  ;  alors  n 
est  un  nombre  positif,  et  on  a  j^^=  (  i  -}-  z)."  ;  d'ailleurs^ 
p  est  nul,  puisque  ;7=rm4-n  ;   donc  a;y=ïz=rjc(  i-f-z)"^ 
d'où  x=r(^i  -f-r)'^=(  1  -j-z)"*.  Le  développement  6  est 
4onc  encore  celui  de  (  i  r{-  -r)*"  lorsque  m  est  négatif. 
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£ïi  «Bultipliant  6  par  or"  et  faisant  ensuite  ««  =  a,  oa 
letrouve  la  formule  4  ;  ce  qui  prouve  que  (  x  -f-  a  )**  a  le 
même  développement  lorsque  m  est  entier  on  fraction^ 
Viaire ,  positif  ou  négatif.  Il  en  est  de  ^léme  du  développe* 
inent  d'un  polynôme  quelconque. 

Il  resteroit  à  démontrer  que  le  développement  de  Qjc^d)'* 
esieiurore  le  même ,  lorsque  m  est  irrationnel,  où  imagier 
naîre,  ou  tran3cendaot....  Mais  comme  pous  n?en  fecons  pas 
usage  maiixtenant,  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  (€55|  IV). 

485.  Appliquons  nos  formules  à  dies  exemples. 

I.    Pour  développer  : on  mettra  cette  fraction     * 

sous  la  forme  —  — ; — rr- •  en  posant  11^= — •  Ondéve- 

«     I  -f-  Kx  ^  « 

loppera  aisémeiit  (  i  -f-  Kx)'^^  j  et  il  viendra 

a  /        fix     fi^x^        fi^x^        ^  fi'jf       \ 


a'\'^x 


On  a  une  progression  par  quotient  doiit  la   raison   est 


^5f.(roy.  i44et5Gi).. 


«* 


« 


II.  On  donnera  à  V/(a'±a?')  la  forme  fl\/(^  :ii — ;p)  » 
ou  a  (  I  ±:^*)â  9  en  faisant  ayzs^x\  et  on  obtiendra 

^         ^  %       â.4*       a.  4»  6       2.4*6.8 

^^  ^  '        ^         :&     fl*        a.4  û*        2. 4-b  a^ 

Les  coefliciens  ont  pour  numérateur  le  produit  dçs  nombres 
impairs  successifs  i,  3,  5,.-  le  dénominateur  est  le  pro- 
^\i  des  nombres  pairs  2^  4»  6.... 
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^  III.  A  Vility  de  ces  séries  on  peut  approcher  de  f» 
racine  carrée  de  tout  nombre  irrationnel ,  en  4e  coupant 
en  deux  parties ,  dont  l'une ,  représentée  par  a* ,  doit  être 
un  carré  exact  le  plus  grand  possible  ;  on  fait  Pautre 
=  x*9  et  on  substitue.  La  série  est  CoTWêrgênte^  c.-ài.-d. 
que  les  termes  vont  en  décroissant. ,  et  cela  d'autant 
plus  rapidement  que  x  est  plus  petit  par  rapport  à  0» 

Ainsi  pour  ^8,  comme  8  =3' — *i ,   on  fait  a  =  S 

et  «  =  I  j  on  obtient  y/8  =  3  (  1 s  "-  ftzt  •  •  •)•  On 

xo  040 

rend  la  convergence  plus  rapide  encore  à  Faide  du  procédé 

suivant.  La  valeur  des  trois  ptemiers  termes  donne  — ;?  9 

axb 

dont  le  carré  surpasse  8  de    *       qu'on  fera  =  x* ,  pui»^ 

611        X*         ni 
a  =  — -^  et  —  ar  -^ —  ;  substituant  de  nouveau  on  trouve 
aïo       a*       011* 

|/8  =-^ ^-^-i — ^     gg    ,'  • .  =a,8â84a7ia474 

en  se  bornant  aux   trois  i*'*.  termes.  (  V^  49o)« 
HL         lY.  On  obtiendra  abément  les  formules  suivantes 
-    .     N— î  '    .  .   '-5   /       t-3.5    .  .  x.S.5.7  . 

,— i       xp        X  «»      1.3  X*      1.3.5  «*         ^ 
3       9        81         243         729 


•  •• 
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■ 

3.   Des  Nombres  égarés, 

486.  Désignons  par   /   la  somme  a*-f-^+tf^...-|-/'" 

des  palssances  m*  d*ane  suite  de  nombres  en  progression 
par  diffiérence  ^a,k.e.  ..  k.l^  doni  J  est  b  raison. 
Comme  on  a  ^  =  a -4- Jf  «  ==  ^ -|-^9*  •• /=  A-f-i/y  en 
élevant  ces  équations  à 4a  puissance  m,  et  désignant,  pour 
abréger,  les  coefBcitns  de  la  formule  du  binôme  paf 
fis ,  «/{,  Jd* •  •!  on  a 

é^  =  0^  +  fiul  41— ■  +  J  *«— •  +  B  ^4f^  .... 

*-  =  *-  J^mâlr^^  +  Ad^ir^*+  B^lr^^ 

Ajoutant  ces  équations^,  il  rient 

Si  on  fait  if»=i,2,3..«   on  trouve 

*       l^a  +  d         r       ^  — «•         /  +  fl 

^^^  ■ •  m      ^^^  I       ■ • 

— d — ^~r~* 


Jo-  3  *   Jx-      * 


-37-  +  -^— +  -T3-'''""- 

Par  exemple,  la  série  2.3. 4*5 .6  donne 

7i=5,y;=ao,/=90t/i=44o,.... 

Ile  même   pour  i.a.3*4-*«fff   qni    est  la  suite  des 
notnbrcs  natuvcis,  on  a 

■      « 


3 


•     arfji+i)*       /»       6n^  +  i5A«-l»ion'  — Il 
'  — y*etc 


3  4  c/4 


«.S 
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487.  Soit  proposée  une  série  qui  ait  pour  tertne  général 
knP  ;  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  sera 

valeur  qui  suit  de  ce  qu^on  vient  da  dire. 

Si  le  terme  général  est  knP  -{-  In''  ^  la  suite  peut  être 
regardée  comme  formée  de  Taddition  terme  à  terme  des 
deux  séries  kÇ^if  -}-  2F  ^  3p...,)  et  /(  ir  -j*.  a?*  +  3p....  )  t 
le  terme  sommatoire  est  kfj,  -|-  Ifr» 

£t  ainsi  de  suite.  On  sait  donc  trouver  le  terme  som^ 
matoire  de  toute  série  algébrique  dont  on  connoit  le  terme 
général.  On  résoudra  aisément  le  problème  inverse,  car 
siy^  est  le  terme  sommatoire  donné  ,y^.,  sera  la  somme  des 
n—  I  premiers  tenhes ,  et  y,',  •— y„_,  sera  le  terme  général. 
Appliquons  ceci  à   des  exemples. 

I.  Ayant  pris  la  série  x.2.3«4'«*'>  9  formons~en  une 
autre  qui  ait  pour  terme  général  le  terme  sommatoire 
de  la  précédente  :  de  sorte  que  le  premier  terme  soit  i  ; 
le  deuxième  =1  +  a  ou  3  ;  le  troisième  i  ^2,  •\'3o\ï^\ 
le  quatrième  =  6 -^  4  ou  xo  ;  etc.  Le  terme  sommatoire 

de  la  proposée  étant  ?=  n.       '    ■  j  (i4^)  ;    ce  sera    donc 

le  terme  général  de  notre  série  i.3.6.io.x5.... n.  > 

Le  terme  sommatoire  de  cette  série  est 


*/.+*/ 


y    OU    flm' 


f.         IL  Pareillement  la  série   x.S.G.xo*^.  forme a 

X.4-IO.20...  n. 5 —    :  ce  terme  gênerai  équivaut 

\  \n?  *{-  i'^*  4~  T '^  ^  ^^^  '^  terme  sommatoire  est 


*/3  +  ^/a+tA' 
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n-J-  I    H  +  3    n  +  3^ 


oan. 


a  i  4     ' 

et  ainsi  des  antres  séries  semblables. 

111.  Au  lieu  de* la  progression  i.a.3.4-*«*9  on  anroit 
pa  en  employer  d^autres  pour  origine  de  nos  séries  suc- 
cesshres.  Cest  ainsi  que 

1*.  1.3.5.7....  (^A~~"<)  engendre  les- nombres  carrés 
1.4-9.16...  n*  dont  le  terme  sommatoire  est  (486) 

n  4*  ï    an+i 


/.= 


a*.  i.4*7*io {3n-%)  donne  i.S.is.ax.. -J  ii(3a-i) 

(  V,  n*.  142)  dont  le  terme  sommatoiie  est 

n  -f-i 


'■A-^f. 


yoa  »*•• 


3*.  1.5.9.13....  (4a— -3)  donne  i.6.i5....  n  (211  — i) 
qui  a  pour  terme  sommatoire 

R-f-  1    ^n  —  1 


R. 
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488.  Si  on  coupe  les  côtés  d'un  angle  lam  par  des 
paraMèlcs  be  ^  de  ,  Jg... ,  et  ijue  par  les  points  by  djjl.. , 
on  mène  des  parallèles  à  am^  on  aura  i. 3.6. 10...  pour 
les  nombres  de  points  d'intersection  ,  suivant  qu'on  bor^- 
nera  le  triangle  lam ,  ii  la  première ,  deuxième ,  troi- 
sième ,  • . . .  parallèle  à  /m.  C'est  ce  qui  a  £iit  nommer 
Triangulaires  les  nombres  de  cette  série.  Par  une  raison 
semblable,  on  nomme  i^Pttiiiû&iux  les  nombres  1.4.10.20...; 
{Carrés  j  les  nombres  1.4.9*  16...  «  Pt^iogones^  les  nombres 
1.5.12.22....;  Hexagones  y  les  nombres  1.6.1 5.28.45* 
£n  général ,  on  appelle  Nombres  Figurés  ceux  qu'on  dé- 
duit d'une  progression  par  différence,  en  suivant  U  loi 


I. 
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4-  Extraction  des  racines ,  4^.,  5*....  fn\ 

48g.  Maintenant  qu'on  aait  former  la  puissance  m  d^un 
binôme ,  il  est  facile  d'appliquer  les  principes  développés 
pour  les  racines  a**,  et  3*'.  à  celles* des  autres  degrés^ 
Nous  nous  contenterons  d'un  seul  exemple. 

Soit    demandée   la    racine   4'-    ^^ 
53i44i;  en  désignant  par  a  et  d  les     53,i44x     (  atf 
dixaines  et  les  unités  de  cette  racine ,  -^ —  1  3a 

et  par  ^  la  plus  haute  4**  puissance       '  ' 
contenue  dans   le  nombre  proposé,  oa  (a  -f-  ^)^  î   ^^ 
aura  ^  =z  o4  ^  4  a^b  ^  etc.  Le  premier  terme  o^  étant 
formé   de  la    4'*  puissance   du    chiffre   des  dixaines ,  à 
laquelle  on  joint  4  zéros;  en  séparant  les  4  chiffres  i44i y 
on  voit  que  53  contient  cette  4'*  puissance.  On  prouve 
aisément  que   16    étant  la    4^*  puissance  la  plus  élevée 
contenue  dans  53 ,  la  racine  2  est  le  chifTre  des  dixaines. 
Otant  16  de  53,  puis  abaissant  i44i  près  du  reste  37, 
le  nombre   371  44 1   contient  J^  4^b  -f-    etc.    Mais   ^a^b 
étant  terminé  par  trois  zéros  ,  on  séparera  les  trois  chiffres 
44'  *    c^   <^^  en    conclura   que   371    contient    4  ^^^   ^^ 
cube  du  chiffre,  des  dixiaines  par  les  unités  b  ^  ou  3a  ^  : 
si  doâc  on  divise  371  par  3a  t  L^  quotient  sera  ^  ou  ^  ^. 
Ce  quotient  est  xo  ,  mais  on  ne  peat  prendre  pins  de  g, 
de  sorte  qu'il  s'agit  de  savoir  si  b  racine  est  ag ,  ou  ^  ag. 
On  formera  donc    ag^,  et  comme  le  résultat  excède  le 
nombre  proposé  ;   qu'il   en    est  de   même    de  aS^  ^  on 
trunvera   enfin  a7  pour  la  racine  cherchée. 

On  applique  cçs  principes  k  tous  les  degrés. 

On  extraira  aisément  la  racine  proposée ,  lorsqu'elle  aur4 
pitts  de  deux  chiffres  ;  eu  lorsqu'étant  inexacte ,  on  vou- 
dra- en  approcher,  ou  enfin  quand  le  nombre  proposé 
conûendra  une  fraction  à  deux  termes,   ou  décimale. 
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il  est  vrai  qne  le  calcul  logarithxnî<}ne  abrège  beau- 
coup ,  et  même  rend  inutiles  ceux  qu^on  vient  d^ex-* 
poser  ;  mais  lorsque  les  puissances  ont  des  degrés  élevés  ,; 
les  nombres  excèdent  de  beaucoup  lès  limites  des  tables ^ 
et  on  ne  peut  les  employer ,  lorsqu^on  veut  des  résul- 
tats très-^ppro£hés.  C'est  ce  qui  nous  a  déterminés  à 
présenter  quelques  détails  à  ce  sujet. 
•  Nous  ne  parlerons  pas  de  Textraction  des  racine^  des 
formules  algébriques;  ce  qu'on  en  a  Vu  (i3o)  pour 
le  2,*.  et  le  3*.  degré  ,  rend  inutiles  tous  développemens 
à  cet  égard,   et   chacun  pourra  y  suppléer. 

490.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  exposant  un  moyen  *■ 
d'avoir  les  racines  m*,  très^pprochées ,  par  une  voie 
facile.  On  partagera. le  nombre  en  deux  parties,  dont 
l'une  a^  soit  une  puissance  m*,  exacte ,  et  la  plus  grande 
possible  :  soit  db  6  ,  la  diflerence  entre  a^  et  le  nombre 
proposé ,  qui  sera  par  conséquent ,  =  tf *"  ±  ^  ;  soit 
a  di  X  la  racine  cherchée  :  x  sera  une  petite  quantité  ^ 
et  on  aura  tf"  :îi  ^  =  (a  it  x)"  ;  d'où 

hz=zx  (ma*-  '  ±1  AaT^"*  x  +  BaT  -  »  x*  ±:  etc.  )  ; 

jn,  j4  f  B,.*  étant  les  coefficîens  du  binôme.  Mais  on  peut 
négliger  tous  les  tenties  qui  accompagnent  xmaf^'^^y  pour 
une  première  approximation,  puisque  x  est  très-petit  par 
rapport  à  «"•""  ;  d'où 

X  =  ^  : 

mA*"""' 

mettant  cette  valeur  pour  x ,  dans  les  parenthèses ,   et 

négligeant  Ba'"'~"'x'±  etc.,  on  obtient  la  valeur  beaucoup  ^ 

plus  approchée 

:tab 


m 


aab 


^    ^  ^  ami»'"  ±:  (m  —  1  )  ^ 


a* 
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*   formulé  très-simple  due  ^  Haros.  En  rappliquant  aiBx  è» 
dé  m  =  a ,  et  m  =  3 ,  on  trouve 

i/(a'±*)  =a±.  — ^ : 

on  obtient  sur-tout  une  approximation  rapide ,  en  rëité-* 
rant  l'usage  de  la  formule  pour  approcher  de  plus  eD 
plus,  ainsi  qu'ion  Ta  vu  (485^111).  Par  exemple,  pour 
obtenir  \/  8 ,  tômme  a  =s  a,8  est  près  et  \/  8  ;  on  fera 
«*  =:  7,  84  et  ^  =  o,i6;  on  en  tirera 

^8=2,8+ -5^2 —  =  2,82842. 

Pour  approcher  davantage,  il  faudrait  de  nouveau  égaler 
cette  valeur  à  a ,  en  déduire  a*,  puis  3 ,  et  enfin  \/  8. 


CHAPITRE    IL 

RÉSOLUTION     DIS     ÉQUATIONS. 


I.   Composition  des  Équations. 

4{)i.  LoRSQU^ON  a  transposé  tous  les  termes  d'une  équa-* 
«tien  dans  un  même  membre ,  elle  prend  ,   après  la  ré^ 
duction  ^  la  forme 

Les    coeflicîens  p  q t  u  étant   connus ,    et   positifs  , 

nuls,  oo*nëgatl&.  Représentons  cette  équation  par  X=  o« 
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Oh  tioimne  Rscme  toute  valeur  a  qui ,  mise  pour  x^^ 
tend  X  nul, «ou a**  +  fw"""  *  +...1.  nf-  a  =  o.  Ce  nonbre 
0  jouît  d'une  propriété  r^marqnafble  qui  consiste  en  oe 
^ve  X  est  divisible  exactement  par  x  •*-  «.  £n  eflet  j 
quel  que  soit  le  nombre  a,  on  peut  toujours  efTectuer  cette 
division,  et  pousser  le  calcul  jus(^u''à  ce  que  x  n'entce  plus 
dans  le  reste  A  :   soit  Q  le  quotient ,  on  a  (98) 

X=:Q(x  —  a)  +  R. 

Or,  cette  équation  est  du  nombre  de  celles  qu'on 
nomme  îdentiqufs;  les  deux  membres  n'ont  d'autre 
différence  que  dans  la  manière  dont  ils  sont  exprimés 
anal^  tiquement  ;  diflerence  qui  s'évanouîroit  en  efiec- 
toaut  le  cakul  indiqué.  Les  équations  identiques  •  sub^ 
sistent  donc  quelque  valeur  qu'on  attribue  à  x.  Faisons 
ici  jr  =  «.  Le  terme  Ç  (x-^ii)  dispa/oitft  ,  et  il  se 
présentera  detix  cas  : 

i«»  8i  ^  est  racine ,  en  supposant  que  le  reste  il 
«xîste,  comme  il  ne  coittient  pas  jc,  il  n'est  point  changé 
par 'cette  supposition  ,  et  comme  par  là  X  devient  nul^ 
il  s'ensuit  que  jR  =  o,  c.-à-d.  que  2r=Ç  ^ x — û).  C'est 
d'ailleurs  ce  qui  résuKe  aussi  de  ce  que  le  reste  de  la  divî-* 
siôfi  'de  X  par  x  —  a ,  est  A  =  tf^  -f*  pa*^  •"  «  -j-  eic* 
Voyez  page  m,  tome  i". 

a**.  Si  a  n'est  point  racine  de  X=  o  9  le  reste  A  de  la 
division  est  ce  que  devient  X,  lorsqu'on  y  change  x  en  a. 

Concluons  de  là  que  toute  équation  X  =0 ,  est  ou  non 
divisible  par  x  —  a  ,  suis^ant  que  a  est  ou  n'est  pas  racine, 

49^-  Le  quotient  Q  est  du  degré  m  —  i  ;  il  a  la 
forme  jc"  ^  '  +  P^^  *"  '  +  ®tP-  :  si  Jc  =  ^  i#id  ce  po- 
lynôme nul,  on  a  donc  Q  =  Q'  fjc-— 3»),  d'où.  .  .  . 
X  =  Q'  (a:  — tf)  r«— 3)  :  alors  tf  et  ^  sont  deux 
locines  de  la  proposée*  £il  contîouaiiti  on  trouvera,  v  • 


) 
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Q/  ^-^qh  (  jj  .«,  ^  ) .  etc. ,  et  comme  le  degré  des  poly- 
nômes Q  Q'  Q^.  •  .  s^abaisse  successivement  ^  on  arrivera 
âi  un  polynôme  du  2*.  degré,  formé  de  deux  facteurs 
du  I'^  Donc  on  trouvera  au  plus  m  facteurs  ,  et  on 
•aura 

Jr=(aî  — fl)(jî — i)(jc  — c)....  (x  — A). 

On  ne  peut  d'ailleurs  supposer  qu'un  binôme  Jt— /, 
non  compris  parmi  ces  m  facteurs,  divise  X\  car 
îl  devroit  aussi  diviser  Q  (x  —  a) ,  et  par  conséquent  Q, 
puisqu'il  ne  peut  diviser  :c -— a ,  (102).  De  même  x-—/ 
devra  diviser  Q' ,  puis  Q^....  ;  enfin  »— -  A,  ce  qui  est 
absurde. 

Donc  ,1®.  toute  équation  du  degré  m  ,  ne  peut  avoir 
plus  de  m  racines^  ou  facteurs  du  premier  degré  :  a  b  c... 
6ont  d'ailleurs  Ici  réels  ou  imaginaires.  On  seroit  même 
certain  que  le  nombre  de3  racines  est  précisément  m , 
s'il  étoit  prouvé  que  tout  polynôme  X  est  réductible  4 
zifo  par  une  valeur  «  =  a ,  réelle  ou  imaginaire  :  nous 
supposerons  ce  principe  démontré  ^  il  fera  bientôt  le  sujet 
de  notre  examen  (499)* 

X 

A*.  Toute   fraction  -^  y  qui  devient  |  lorsqu'on  fait.  •  . 

j;  =  47,  a  (i;  —  a)  pour  facteur  de  &t&  deux  termes  Xet 
Y\  {X'^a)  peut  même  y  être   à  une  puissance  quel— 

conque  ,  de  sorte  que  —  a   une  valeur  ^ie ,  nulle  ou 

infinie,  suivant  que  cette  puissance  est  la  même  dans 
JT  et  K,  ou  qu'elle  est  plus  grande,  ou  enfin  plus 
petite  dar^  X  que  dans  Y, 

3*.  On  peut,  par  la  division ,  abaisser  le  degré  de  la 
proposée ,  d'autant  d'unités  qu'on  connoit  de   racines. 

4^.  La    recherche    des    facteurs    du    1*'.    degré   d'uR 


. 
j 
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polynôme   X  revient  à  celle    des*  racines  de  T équation 

X:=z  o. 

S^,  Les  iactears  du  2%  degré  de  la  proposée  s<int  les 
produits  2  i  a,  de  ceux  du  i''.  degré  :  ainsi  le  nombre 

de  ceux-là  est  m. •  Le  moyen  le  plus  simple  de 

les  obtenir  est  de  chercher  les  facteurs  du  x'^  degré 
et  de  les  combiner  2  à  2 ,  puisque  pour  trouver  direc- 
tement l'un   de  ces  facteurs  x*  -|*  ^^  4*  ^  y    ^^  degré 

des  équations  destinées  à  donner  g  et  h  seroit  m.  ■* 

6**.  Le  nombre  des  fiaicteurs  du  3*.  degré  est ....  » 

m  —  I    m— 2  .    .    ■! 

m        ■     -  .  —5—  ;  et  ainsi  de  suite. 
2  o  « 

4g3.    Puisque  les  racines  sont  les  seconds  termes  des 

binômes  x  — •  a ,  a;  —  6  ,  .  .  .  pris  en  signe  contraire ,  oq 

voit  que  (  97îIV  ). 

l^  p  ou  U  coejficîent  du  ^^.terme,  est  ia  somme  des 
racines  prises  en  signe  contraire, 

2*.  (f^  ou  le  coefficient  du  3*.  terme  ^est  la  somme  dex 
produits  deux  à  deux  des  racines  avec  leurs  signes ,  etc^ 

3*.  Enfin  le  dernier  term^  u  est  l^  produit  des  racines 
prises  avec  leur  signe ,  ou  a»et  un  signe  contraire ,  sui'^ 
vant  4pie  le  degré  m  est  pair  ou  impair, 

11  résulte  de  là  que  si  le  2*.  terme  d'une  équation 
manque,  la  somme  des  racines  est  nulle  ,  et  si  le  derniep 
terme  manque ,  il  y  a  au  moins  une  racine  égale  à  zéro, 

494*  Si  X  =  o  a  une  racine   de   la   forme 

x-^-a^  h  yj  —  1,  la  substitution ,  en  réunissant  les 
termes  semblables ,  conduit  à  un  résultat  qui  a  la 
forme  P+  Q  \/*"  *  •  *'  comme  le  nombre  réel  P  ne 
peut  détruire  l'imaginaire   Q^yJ  —  i ,  on  voit  qu'il  fay^ 


P^    «  rj 
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que  les  termes  réels  se  Jetmîsent  à  part  :  ou  P2=  o ,  Ç=!Ow 
Mais  si  on  fait  xrzz  a  —  b  ^ —  i,  il  est  évident  que  la 
substitution  dans  X  donne'P—  Ç\/— -fi  ;  or  cette  quan- 
tité est  nulle  ,  à  cause  de  P=  o  ^  et  Q  =10  ;  donc  on 
satisfait  aussi  à  Téquation  Xc^o  par  xz=za  —  b  \/ —  i« 
Ainsi ,  toute  équation  gui  apoUr  racine  x  =  a^  b  \/ —  ip 
0  aussi  jc  =  fl  — ^  y/ —  '• 

st.  Limites  dès  Racines  des  Éguaiionsi, 

495.  Représentons  par  P  la  somme  des  termes  posi- 
tifs ,  et  par  N  la  somme  des  termes  négatifs  d'une 
équation  X=  o  ;  ou  X  i=  P — Jf-  Faisons  ^  égal  à 
deux  nombres  p  et  q  ^  et  supposons  que  les  résultats 
soient  de  signes  contraires  :  par  exemple,  soit  P^JN^ 
lorsque   x  :=:  p  ^  et  P  <  iV  pour  jî  =  j. 

Concevons  maintenant  qu'on  substitue  pour  o^  dans  X^ 
toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  p  et  q;  on 
doit  accorder  que  P  croîtra  par  degrés  insensibles ,  à 
mesure  qu'on  fevi  croître  ce  ,  en  suivant  la  loi  de  conti- 
nuité ':  il  en  sera  de  même  de  N.  On  voit  donc  que 
les  polynemes  «P  ti  N  passent  par  toutes  les  valeurs 
intermédiaires  entre  celles  qui  répondent  k  ja  =:  p  et 
X  =  q  }  mais  P  qui  d'abord  étoit  >^  iV  ^  est  devenu  en^ 
suite  ^iV;  iV  a  donc  crû  plus  rapidement;  d'où  il  suit 
que  P  a  dû  être  au  moins  une  fois  =z  JY,  dans  cet 
intervalle;  alors  on  a  eu  X  =:  o  y^*^).  Donc,  hrsfue  deux 


(*)  l  arrange,  à  qui  on  doit  cette  dcmonstratlon ,  ae  icrt  d^uoe  conw 
parnisun  qui  peint  assez  bien  ce  raisonnement,  lorsque  deux  molûles 
parcourent  la  noénie  ligne ,  et  que  celui  qui  est  d*abord  en  arrière  irient 
à  detancer  l'autre ,  on  «a  conclut  ^e  calui-ci  se  meut  avec  plu«  dt 
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fiomtrvj  p  0/  q  s^titués  à  %  dans  X  =  o  donnent  Je$ 
résultats  de  signes  contraires  ^  il  y  au  moins  une  racine 
comprise  entre  p  et  q. 

Cette  démonsiraticn  suppose  p  et  g  positifs  ;  s^il  en  étoit 
autrement ,'  k  théorème  n^en  seroit  pas  moins  vrai.  Car 
faisons  ^  s=jr  r—  A,  A  étant  arbitraire.  X  =  o  deviendra 
)^  s=  0 1  Tinconnue'  étant  ^'  =  fc  -f-  :r.  Mais  x  =  p  et 
jc  =  ^  répondent  ky  =  A  -f"  Z'  ^^y  =  ^  +  7»  ^c  sorte 
que  ces  nombres  substitués  dans  Yj  doivent  donner 
pour  résultats  les  mêmes  quantités  j  que  lorsqu^on  a 
mis  p  ti  ^  pour  x  dans  X  :  ainsi  k  -{-  p  ti  k  -^^  g 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires.  Or,  on  a 
pu  prendre  pour  k  une  valeur  j  telle  que  k  -^  p  tt 
k  ^  q  soient  positifs  9  d'où  il  suit  que  F  =  o  a  une 
racine  comprise  entre  ces  nombres  :  soit  y  i=:  k  ^  » 
cette  racine  ,  #  sera  intermédiaire,  entre  p  et  f .  Mais 
X  =^  r-r  i  =  •  ;  dope  X  =:  o  a  une  racine  «  entre  p. 
€t  ^,  même  lorsqiip  cps  d^ux  nombres  ne  sont  pas 
positif. 

Donc,  dan^  toute  équation  qui  rCa  que  des  racines 
imaginaires,  pn  fte  peut  jamais  obtenir  que  des  résultats 
4e  mêine  signe;  puisque  sans  cela,  il  y  auroit  une 
racine  réelle  compris/e  entre  les  nombres  substitués.  L'ar-* 
ticlç  sMivan^  prouvai  que  le  signe  des  résultats  est  ton- 
)purs  celui  du  premiier  terme. 

496.  l»a  réciproque  de  qe  théorème  n'est  point  ton— 
jours  vraie;  car,  mettons  en  évidence  tous  les  facteurs 
binômes  de  Xqui  correspondent  aux  Racines  réelles  a  b  ^...y- 


▼ftexe,  et  qu*i]i  ont  dû  se  rencontrer  en  nn  point  intermédjaire.  H  etr 
imtiile  de  dire  qii^îci  la  loi  de  continuitié  doit  être  supposée  {  eu*  si  Vun. 
4es  mobiles  s*élao^t  pv  Ubnd* ,  il  pourroit  devanoer  Taiitre  sans  le 
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nous  aurons  X=X'  (x  — o)   («  — J)   («  —  €:)....  î 

X^   =  G  n'ayant  que  des  racines  imaginaires.   Cela  posé  , 

mettons  p  ti  q  pour  x  et  divisons  les    résultats  y    nous 

P        p — a        p — b        p  —  c  _         ^ 

aurons  -77  X    ' X  ^ r  x ....  P  et  O 

Q  ç—a  q—b        q—c 

4ont  les  valeurs  de  X'  correspondantes  à  x  x=ip  tX^=iq\ 

ces  valeurs  sont  dé  même  signe.   Pour   qu*une  de   nos 

fractions,  telle  qu^       <■        ,   soit   négative ,  il  faut  que 

p  —  a  tl  q  —  a  soient  de  signes  contraires,  c.-à>d.  que' 

a  soit  entre  p  t\.  a  \  il   en  est   de   même  de  t- «  • .  • 

Le  produit  de  ces  fractions  est  négatif  quand  le  nombre 
des  facteurs  négatifs  est  impair*,  c.-à-d. ,  quand  il  y  p  un 
nombre  impair  de  racines  comprises  entre  p  ti  q  i  alors 
le  numérateur  P  (;?-— a)  (^  —  b),...  doit  être  de  signe 
contraire  à  ctlui  du  dénominateur  Q  (y  —  a)  (^  —  ^)... 
On  verra  de  même  que  ces  résultats  'sont  de  même 
signe  quand  le  nombre  des  racines  comprises  entre  p  «t 
q  est  pair.  Donc  ,  il  y  a  un  nombre  pair  où  impair  dû 
racines  comprises  entre  p  et  q ,  suivant  que  les  résul- 
fats ,  qu^on  obtient  en  substituant  ces  nombres  pour  x , 
5072/  de  même  signe  ou  de  signe  contraire. 

Il  pourroit  arriver  que  plusieurs  des  facteurs  ^  — «^ 
X  —  ^ ,  . . .  fussent  égaux  entre  eux ,  sans  que  notre 
conséquence  cessât  d^étre  vraie ,  pourvu  que  si  a  est 
compris  entre  ;?  et  ^  ,  et  si  on  a  le  facteur  {x  ^— -  â)% 
la  racine  a  soit  regardée  comme  comprise  n  fois  entre 
p  et  q, 

497.  On  peut  toujours  rendre  le  premier  terme  d*un 
polynôme ,  x"  -}"  P^"'  ""  *  »  ^^c.  +  u ,  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  termes  negatijs  quil  renferme.  Car , 
supposons  que  Ax'™-»  soit  le  i«'.  des  termes  négatifs,  et 
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en  ait  n  aTant  loi  ;  il  s'agît  de  rendre  jc~>  Aoc*—  "  +  etc.; 
or ,  remplaçons  le  2*.  membre  par  an  polynôme  complet , 
dont  tous  les  coe£Eciens  soient  égaux  au  plus  grand  d* entre 
eux  ;  soit  1$^  ce  plus  grand  coefficient  négatif  de  Pé^uation: 
il  est  clair  qne  si  on  rend  • 

**  >  SxT^  +  &— »-'  +  Ar'— •«  + +  S 

à  pins  forte  raison ,  on  aura  x^"^  hxT'^  -)*  ^^^*  »  mm  le 
deuxième  membre  équivaut  à  (99) 


5(4r-+* + +o=5(î=— i) 


— ^—  —  -    > 

« 1  »— 1 


on  peut  même  supprimer  le  dernier  terme  — ,  pourvu 

que   X  soit  >  i  ;   et  rendre  xT  > ou  plutôt 

S 


Comme  x  doit  être  ^19  soit  «  =  «  -^  x ,  il  viendra 
(n-(-i)''^'>  — ;  or,  celle  inégalité  sera  visiblement  $a- 

tisiaite  en  posant  •*"'  s= — >  ou  m!^=S  :  donc 

âp  =  I  4*  \/S-  On  rendra  donc  le  premier  terme  plus  grand 
que  la  somme  des  termes  négatifs,  en  prenant  pour  x  cette 
valeur,  ou  une  quantité  plus  grande.  On  en  conclut  que 

I*.  Soit  J!/=i  +\/5',  toute  valeur  de  jc  >  M  don- 
nera un  résultat  positif,  et  par  conséquent  ne  peut  être 
racine  de  x^  +  px^^*  +  etc.  =  o.  Jlf  est  donc  une  limite 
supérieure  des  racines  positives. 

;2^.  En*  changeant  or  en  •— x,  c'est-£-dire  en  prenant 


«n  signe  contraire  les  l^mief  ou  ^  ^t  ^fUtii  de  pnU*» 
tances  înipaires  ou  ppireâ  ,  les  r^fin^s  fiég^tive^  d^efi- 
lient  positives  et  réciproqneiqeQt.  Qans  çet\e  équation  f 
on  obtiendra  ai&éineot  U  limite  M'  des  r^ci^es  positives  ; 
par  conséquent  —  M'  sera  la  lin^^  4^s  r^çfffe^  nèg^t^fs 
de  la  proposée. 

3*.  Si  on  fait  X  =  I  +  y/  ^»  '^  étant  le  plus  grand 
coefficient  positif,  on  rendra  x^  plus  grand  que  la  somine 
des  termes  positifs,  et,  à  plus  fortf  raison,  plus  grand 
que  la  somme  des  autres  termes  du  polynôme,  ou.  .  . 
x*"  >  /^j:"^'  4-  ^x*"-'  + +  1/, 

498.  Soit  x'"  +  /'*'"■"*  +  ^x^"*'  + —  1/  =  o  une 

équation  dont  le  dernier  terme  çst  i)égatif. 

1**.  Si  le  degré  m  est  pair,  en  faisant  x  =  o  et  x=:  Jlf , 
on  obtient  deux  résultats  de  signes  difFérens;  donc  la  pro- 
posée a  une  racine  positive.  Si  on  change  x  en  —  x , 
le  premier  et  le  dernier  terme  né  changeront  pas  ;  cette 
transformée  aura  par  conséquent  aussi  une  racine  po$itive  : 
donc  la  proposée  en  a  une  négative.  Ainsi,  toute  équation 
de  degré  pair  ^  dont  le  dernier  terme  est  négatifs  a  deux 
racines  réelles  de  signes  contraires. 

a**.  'Si  m  est  impair^  x  =  0  ,  et  x  s=A/  donnent  encore 
deux  résultats  de  signes  contraires;  ce  qui  annonce  une 
racine  positive  pour  la  proposée. 

3**.  Si  le  dernier  teripe  u  est  positif,  m  étant  toujours 
impair^  en  changeant  x  en  —  x,  le  premier  terme  de«- 
vient  —  X**  ,  le  dernier  demeure  '\'  u ,   de  sorte  qu'en 

changeant  les  signes  t    on  a  4*  ^"*  ~h <— •  u  =  o.  Or, 

cette  équation  a  une  racine  positive ,  donc  la  proposée  en 
a  une  négative.  En  réunissant  ce  théorème  au  précédent , 
on  voit  que  toute  équation  de  d^gré  impair  a  une  racine 
réelle  de  ^igne  contraire  à  celui  ti(  ^on  4cmier  temif. 
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4*.  Si  une  équation  dé  degré  pair  a  une  racine  réelle  a, 
en  la  divisant  par  x  —  0 ,  elle  devient  de  degré  impair 
et  doit  avoir  une  autre  racine  réelle  h  \  jre  qui  prouve  que 
dtaii  toute  équation  de  degré  pair ,  les  racines  réelles  {et 
jfor  conséquent  aussi  les  imaginaires^  sont  en  nombre  pair» 
Si  le  degré  est  impair  j  les  racines  réelles  sont  en  nombre 
impair^  mais  les  imaginaires  sont  encore  en^nombre  pair. 

4^)9.  Les  équations  de  degré  pair  dont  le  dernier  tenn« 
est  positif,  font  donc  les  seules  pour  lesquelles  Texistence 
d^une  racine  réelle  soit  douteuse  \  car  y  en  y  appliquant 
lés  raisonnemens  ci-dessus ,  on  ne  peut ,  en  général ,  ob- 
tenir des  résultats  de  signes  contraires.  Maïs  si  on  change 
le  signe  de  ce  dernier  terme  u ,  on  a  une  nouvelle  équa- 
tion qui  ^  une  racine  réelle  dont  la  valeur  est  liée  à  cell« 

êes  coefficiens  {*)  p  ç u.  Désignons  cette  racine  par 

et  2=/  Çpj  q  ^ u).  L'esprit  du  calcul  algébrique  ,  qui 

est  indépendant  des  valeurs  particulières  qu'on  peut  don«i 
ner  pux  quantités  ,  prouve  que  si  on  change  le  signe  de  u 


■^F*"*— — ^^«>—     J    ■  ■      fl    .     ^— ^^^W^^— ^■^■^P^^T^ 


{*)  f  onqo^VD«  fomrale  cvprime  k  valeur  à'wme  mconnne  jr  ,  et  cii 
compofée  de  dWenes  quantités  p^q^^OQ  exprime  cette  âèpeoàentÊ 
CB  àimnt  qnt  x  est  Fonction  de  /r,  7....  ce  que  nOiH  repréa^teroas 

par 

*=/(A»7y--)>*oa  X  =  /*(/>,  ^....),  etc., 

on  reooimott  cette  dépendance  en  ce  que  x  Tarie  arec  Icf  quantîtéi 
p  j  ^....  en  torte  qn^on  doit  aHùiner  que  la  formule  destinée  k  &ire 
«onnoître  x  devra  nfrtMÊÛirnteat  contenir  p,  q....  On  distingue  planeurs 
0ortea  de  fonctions  ^  les  Implicite^  iofit  e^cs  ok  les  qnantitét  sms 
Viélécs  les  unes  aux  antres  dans  Féquation  qui  les  lie  :  x*-^^xy"^  1  ss# 
est  une  fonction  implicite  de  x  tijr  \  mais  si  on  résont  Foquation ,  o» 
m  X  -szy  -f-  V  (/**  ^  I  ) ,  et  X  est  fonction  Expliêite  de  ^.  I  es  fonc- 
tions Transcendantes  sont  ceUes  qui  renferment  des  sbius,  coaînns, 
«rcs  de  cercle,  lo^rithmes  on  des  ExponenlieUst ^  teHes  qne  «'• 
l>cs  antres  fonctions  sont  jllgébfiques  ;  elles  ne  CQBipraraenft  qas  les 

dans  Falgam  élcoicntaire. 
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dans  cette  formule ,  a:=y(/?,  ^, —m)  satisfera  à  la 

proposée. 

Mais  par  le  changement  de  signe  de  1/ ,  cette  racine 
pourra  cesser  d'être  réelle  ;  elle^  deviendroit  simplement 
alors  une  expression  analytique,  un  symbole,  qui  joui- 
roit  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  polynôme  donné. 
Il  est  donc  vrai  de  dire  que  toute  équation  est  satisfaite 
par  une  valeur  a ,  réelle  ou  imaginaire  ;  par  conséquent , 
la  décomposition  en  m  facteurs  binômes,  est  légitime. 
Au  reste,  voyez  n*.  5 19. 

.5oo.    On   peut,   à  l'aide  des  courbes,    démontrer  ce« 
théorèmes  d'une  manière  facile.  La  courbe  dont  l'équa- 

9.  tion  tsl  y  •=.X  est  formée  d*une  seule  branche  continue 
et  indéfinie  de  part  et  d'autre  Q*PCEGI„,.,  y  puisque 
chaque  valeur  de  x  ne  répond  qu'à  une  valeur  unique 
et  réelle  de  y.  Son  cours  a  donc  la  forme  qu'on  voit 
fig.  2,  et  les  abscisses  des  points  P,  Q).*.  d'intersection 
avec  l'axe  j4x ,    sont  les  racines  réelles  de  X  =  o  ;  les 

racines  positives  sont  ^P,  AQ\ les  négatives  sont  AP'^ 

'AQ^ (  la  courbe  toucheroit  l'axe  Ax^  s'il  y  avoit  des 

facteurs  binômes  égaux  et  réels). 

'  Cela  posé,  i*".  si  x:i=iAB  et  x=  AD  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires,  les  ordonnées  correspond 
dantes  BC  DE  seront,  l'une  positive,  l'autre  négative; 
la  courbe  étant  continue  de  C  en  £  rencontre  l'axe  Ax  , 
au  moins  en  un  point  entre  ^  et  D  :  la  même  chose  a  lieu 
pour  X  =  AB  et  j;  =  AH ,  mais  il  y  a  trois  points  d'in-* 
tersection,  etc.  Si  x-=iAB  et  x:=AF  donnent  des 
résultats  de  même  signe,'  le  nombre  des  intersections  est  nul 
ou  pair,  car  la  courbe  peut  aller  directement  de  Cen  G, 
ou  couper  l'axe  :  le  nombre  des  points  d'intersection  est 
donc  o,   2  ,   4  9  Ctzi  s'accorde  avec  le  n*.  496. 

2^        a".  Si  -Y  =  o  est  de  degré  pair ,  et  si  le  dernier  terme 
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est  négatif 9  x=zo  donne  Pordonnëe  négative  AF  ,  3^. 
çc  =  AB  =  la  limite  M  des  racines  positives ,  et  x = AD  e=: 
la  limite  M'  des  racines  négatives  9  donnent  les  ordonnées 
positives  BC  DE,  Ainsi  il  y  a  au  moins  un  point  dMnter- 
section  entre  A  ti  B,  et  un  autre  entre  A  et  D,  Voyêt 
le  théorème  49^9   1% 

•    3^  Si  X=o  est  de  degré  impair,  et  que  le  dernier  terme   4. 
soit  négatif,   en  faisant  x=:o,  etx=:  AB=z lai  limite 
des  racines  positives ,   on  a  des  ordonnées  AF  et  BC  de 
signe  contraire  ;  ainsi  il  y  a  un  point  dHntersection ,  au 
moins ,  entre  A  et  B.  C]t$t  la  proposition  498  9   ^^* 

4*'  Si   X  =  o  est  de  degré  impair  et  si  le  dernier  terme   5- 
est  positif ,  X  =  o  ti  x  s=z  AB  =  la  limite  des  racines 
négatives,  donnent  les  ordonnées  AF  tX  BC^  et  par  consé- 
quent,  il  y   a  au   moins  un  point  d'intersection  entre 
A  et  B. 

3.  Transformation  des  Équations» 

5oi.  Soit  Arx^  +  px"^"  +  tfxr^"^  +  ....  +  te  +  "  =  ®  t 
une  équation  donnée,  que  nous  désignerons  par  X=o  : 
composons  une  autre  équation  dont  les  racines  aient,  avec 
celles  de  la  proppsée ,  une  relation  déterminée. 

Si  on  veut ,  par  exemple  ,  former  une  équation  dont 
les  racines  soient  égales  à  celles  de  X=z  o ,  chacune  dimî«» 
nue  de  a,  on  posera  y:=iX'^a  ,  d'où  »  =  a  -^y»  H  n* 
s^agira  plus  que  de  substituer,  et   on  aura 

Sans  nous  arrêter  à  développer  les  puissances  m,  m— i...,' 
du  binôme  a  -)-  y ,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  ordonnant 
relativement  aux  puissances  croissantes  de  ^,  la  trans« 
formée  sera  de  la  forme 


/ 
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V  étatta  ta  scmimc  des  i«".   termes,   Tfj  Sy* cetfê» 

âes  a**. ,  3**. . .  tprmei  des  dë^eloppemens.  Or ,  la  for- 
mule de  Nevrton  (4^i  )  prouvé  que  !•.  t/ est  le  poly- 
nôme proprosé,  on  X,  dans  lequel  Ar  est  remplacé  par  a  z 
2^  T  se  déduit  de  V  en  multipliant  chaque  terme  par 
rekposant  de  a,  et  diminuant  c<t  exposant  de  |.  Nous 
êxprîlneroiB  ce  genre  tle  caktil  «n  Asant  que  T  est  lé 
pùfynomB  ou  Ufmtction  déripéff  de  U  :  3".  Vtsi  de  Hfiénve 
lâ  dérîvëe  de  T,  mais  divbée  par  a  :  4*.  5  est  la  dé- 
rivée de  Vj  ditîsée  par  5  ,  etc.  H  est  dont  facile  éê 
composer  chaque  terme  de  la  transformée ,  et  on  a 

Krrfaf*  -+y?tf''^*  4"  T»^"^  4*  •  •  •  •  *+  ^  +  • 

^,3S=m(m — i)(m — 2)Aa'"'"^4'  C'" — *)  C'" — ^)  ("* — 3)^a"'^4-... 
etc 

Ces  calculs  nous  seront  utiles  par  la  suife.  11  seroît  aisé 
•  de  trouver  dé  même  le  tramformée  de  x=y  —  a. 

5o2.  Cette  transformation  it±r 6 -f- y,  conduit  au  théo«» 
ipéme  qui  apprend  à  faire  évanouir  un  terme  d^une  équa-^ 
tion  :  en  effet,  si  on  fait  àcssry -^a^  en  ordonnant  la 
traifsiermée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  des  y 
oii  a 


+    P 


+       (jn — i)a  p 


+etc..,. 


i— » 


Or  a  étarit  arbitraire,  on  peut  disposer  de  sa  valeur,  de 
manière  à  faire  évanouir  tin  des  termes  :  si  on  veut  que  la 
transformée  soit  privée  du  second  terme ,  on  posera,  .  .  ^ 
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ZL..   .^ P 


mak  +  ;?  =  o ,  d'où  «  =:  —  -^  et  x  ±=y  — 


mk  ^        mk 

On  Yoit  donc  que^  four  faire  disparoitre  le  second  terme 
de  V équation ,  il  faut  changer  x  en  une  nom^elle  inconnue  y , 
db/i/  o/z  retranché  le  coefficient  du  second  terme  y  dii^isè 
par  celui  du  premier  et  par  le  degré  de  Véquation.  H  est 
inutile  d^avertlr  ^ue  dans  cette  soustraction,  oy  doit  avoir 
égard  aux  signes  des  coefScîens  p  et  k, 

Soil  I  par  •  exemple  »  x^  —  €jc'  +  4**~7s^o»  on 
fera  a:=j-}-|=^  +  2,  et  on  aura  jr^  —  %y — i5  =  o, 
fransfomiéc  privée  *e  2«.  terttilE.  De  rtïètnt  3«4-|-6±*-8=o, 
en  faisant  i?=^ — i,  devîetft  3_f* — lj'+  3/ — V==®- 

Oa  peut  mMie  employer  ce  ralctil  \  la  rësoltrtfon  ée 
réquatiolft  àc^  -^^ px  t=r  q \  car  faisant  x z=zy  —  \p^  on  » 

(  «*  +  i^  )*  =J''  ^'o^  **  •%•/'*  =^"*  — *•  î  /'^  =  9  s  ainsi , 

Lorsqu'une  équation  est  âimi  privée  de  son  second  terme, 
la  somme  des  racines  esl  ifiullè  (493);  notre  transforma- 
tion revient  Jonc  h  augmenter  (ou  diminuer)  chaqir^ 
racine  de  ta  proposée  d'un  même  Yïombf e ,  tel  que  cette 
condition  soit  remplie. 

I^our    chasser    le   troisième   terme  ,    on   feroit 

\  m  (m —  i)  ki^  4-  (  >n  —  î  )  û/7  -f-  y  =  o. 

La  Valeur  de  a  seroit 'dootie^  ibais  conmte  on  peut 
tronVer  des  radicaux,  ou  même  des  imaginaires,  on  use 
rarement  de  ce  calcul. 

Pour   faire  évamoulr  le   deniieir  terate,  il  Taudt'ott  té-* 

soudre  kà'^  +  P^""^^  + -^  fa  -{'  u  m  o\  ce  qeiî  rt-^ 

Tient  à  la  proposée ,  ainsi  qu'on  devoit  s'y  attendre ,  ipwi^ 
que  la  transformée  aùroit  o  ponr  i\mre  de  3es  racines , 
iToù.  Je  sr  tf .      ,  • 

5o3.  l^our  rendre  les  racines  de  la  "Mt^ttfttùét  h  ioh 


3^  AxGiB&s: 

plas  grandes  que  celles  de  la  proposée,'  oit  fera yinhxi 

f  où  « =-^  ;  substituant  dans  fta:* +»«*—*  +  ^^^«  2=0, 
h 

on  a 

et  multipliant  tout  par  A"^' ,  on  trouve 


+0^^ + y*/^*+  •—  thr^y  +  kA*^'  =  o. 

Ce  calcul  est  sur-tout  employé  lorsqu'une  équation  a 
des  coefficiens  fractionnaires ,  et  qu'on  veut  l'en  délivrer , 
ainsi  que  du  coefficient  du  premier  terme  ;  car ,  en 
la  réduisant  au  même  dénominateur,  ces  coefficiens  de- 
viennent des  nombres  entiers  A /?  9....,  effectuant  cette 
transformation,  et  posant  l'indéterminée  A-=  A,  on  voit 
que  l'équation  devient^  +  P^y"*^^  +  «*c.  -}-  i/A"^»  =  0. 
Ainsi ,  pour  délivrer  une  équation  de  ses  coejfficiens  fraction^ 
nairesj  on  la  réduit  au  même  dénominateur  ^  et  on  chasse 
ensuite  le  coefficient  du  premier  terme  ^  en  remplaçant  x 
par  une  nouvelle  inconnue  y  divisée  par  ce  coefficient. 

Par  exemple ,a:^  —  §jc^  +  |x"  —  Jjc  —  ï  =  o  devient 

larc^— 8x'-f-io«*  — gx — 4^=0;  et  faisant  «  c=:-^y 
il  vient  ^  i—  8y^+  laqy*  —  i^9%^  —  7^576  =  o. 

Il  sera  aisé  de  voir  qu'en  faisant  x  =  '  ■  ■  ,    ■ ,     dans 

*  mk 

kx^  +  px"^»+  ^«"""*  + +  a  =  o,  on  chassera  h  la 

fois  le  second  terme  et  les  coefficiens  fractionnaires;  kp  y...tf 

sont  ici  supposés  entiers. 

Si  au  contfaire  on  fait  xs^zhy ,  on  rendra  les  racines  A  fois 

plus  petites  :  on  emploi*  celte  transformation ,  lorsque  la 

proposée  a  de  grands  coefficiens  j^  afin  de  les  réduire  i  de 
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plus  petits  nombres.  C'est  ainsi  qu'en  supposant  x=:  Sj^, 
dans  x^  —  63a;  +  189  =  o ,  on  trouve^  _  y^  -j.  y  -=  o. 

5o4*  £n  faisant  x=: — dans  la  proposée,  les  plus  grandes 

racines  de  x,  sont  les  plus  petites  de  j-;  on  emploie  ce 

talcul  à  la  recherche  de  la  limite  inférieure'  des  racines 

positives  et  négatives  des  équations. 

Soit ,  par  exemple ,  «^ -^  âx'  -^S^^+f-^^+^sso; 

I            3            5      .      a         ^  „  , 

«n  trouve  —7.  -^  —y ; { +  3  =  o  ,     d'où 

j^       y       r       jr 

•  f  • 

j^  +  §y*  —  ?^'— J^  +  3  =^  o-  Otï'I*  limite  des  racines 
positives  (497)  «st ,  i  -f-  \/f  ou  j^  <  ^  on  peut  même  ré- 
duire cette  limite  À  f  ou  a,  en  observant  €fàtyz=z  a,  rend 
y*  >4^*h>'«  ^  *  donc  j^ <  a ,  et  par  conséquent  x  >5  : 
*et  comme  d^BiUeun  on  a  x  •<  5,  toutes  les  Vacines  posi-^ 
«tives  «ont  comprises  entre  ^  et  5.  On  verra  que  les  néga* 
lives  sont  entre  -—a  et  —a';  .c.«-^-d.,|  qoe  la  proposée 
n'a  point  de  racines  négatives. 

5o5/  En  général ,  pour  trouver  une  transformée  dont 
les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une  relation 
donnée  ;  on  exprimera  cette  relation  -par  une  équation 
entre  jr  et^,  et  il  ne  s'agira  phis  que  d'éliminer  x  entre 
cette  équation  et  .la  proposée.  Il, convient  donc  avant  tout 
de  donner  les  pioyens  d'effectuer  ces  calcub. 

4.  D«  VEUmination. 

'5o6.  Etant  donnés  deux  polynômes  Z  et  Ty  fonctions 
de  x.et^,  (499) t  cherchons  tous  les  couples  de  valeurs 
qui  sùbsdiuées  pour  ces  inconnues ,  donnent  Z^rr.o ,  7==o. 
Pour  cela,  ordonnons  par  tapport  à  l!one  d'elles,  x  par 
exemple ,  et  divisons  T  par  Z.  (  Nous  supposons  ici  que 
le  degré  de  âv  ^t  menuire  HlacB  Z  quie  dans  T,  <m  qu'il 
a.  3 


X 
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est  le  Ynême  dans  ces  polynômes  )  sait  Q  le  quotient  et  R 
le  reste  9  nous  aurons  « 

T^QZ  +  R. 

Or  les  valeurs  cherchëes  donnent  7=o  et  Z  =:  o; 
ain» ,  on  a  R^^o  i  de  même  toutes  celles  qui  rendent  ii=o 
et  Z  =  0|  donnent  aussi  Tzsio;  d'où  il  suit  que  les  équa- 
tions Z  =  o.  et  Rz=i  o  sont  satisfaites  par  les  valeurs 
cherchées  ,  qui  seules  jouissent  de  cette  propriété.  Comme 
on  a  pu  pousser  la  division  de  T  par  Zy  jusqu'à  ce  que  le 
degré  de  x  soit  iQoindre  dans  R  que  dans  ^|  on  voit 
que  la  question  est  simplifiée,  puisqu'elle- se  réduit  à 
résoudre  Z  =  o  et  JR  =  o. 

Mais  on  peut  raisonner  de  même  pout  Z  et  JR  ;  ainsi 
on  divisera  Z  par  A,  puis  R  par  le  nouveau  reste ,  et  ainsi 
de  suite  comme  dans  la  méthode  du  commun  diviseur  (loS)^ 
excepté,  qu'ici  il  n'est  point  nécessaire  que  chaque  quo- 
tient soit  entier/  On  parviendra  bientôt  à  un  reste  indé- 
pendant de  X  ;  soit  Y  ce  reste  et  D  le  divisenr  de  cette 
opération  :  D  est  fonction  de  x  et  de  j^ ,  Y  l'est  de  jr  seul. 
11  suit  de  ce  «qui  vient  d'être  dit  que  les  valeurs  de  x  et 
de^  cherchées  sont  les  racines  de 

y  =  o ,  '     JD  =  o. 

■  ■ 

La  question  est  ainsi  réduite  à  la  résolution  des  équa- 
tions à  une  seule  inconnue  :  après  avoir  trouvé ,  par  les 
procédés  développés  ci-après,  les  racines  de  l'équation 
finale  eny^  Y:^Oj  on.  substituera  chacune  d'elles  dans 
Dr=o,   et- on  en  tirera  les  valeurs   correspondantes  de 

a;  de  sorte  que  suivant  que  1)  sera  du  i«'. ,  a*.,  3«i 

degré  en  x,  chaque,  valeur  de  j  répondra  à  x  ,\2,  3..1.. 
valeurs  de  ».  .      ' 

Soifntpar  e^^mple  «'--«»(^+a)4-5x^+3(i— J|/)=o 
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«l  X*  —  X  (y  -^^  2  )  -}-  2jr  =  o  :  une  i»*.  division  donne  x 
pour  quotient  et  3x;^  +  3(  i  —  2y  )  pour  reste  ;  une  2K 

idonne  le  quotient  — ;-  *—      -7^;  '  9  «^  'le  «s'c 

I  +  y» 
ajf  _  ■  (ajr— i).  Egalant  à  zéro  le  diviseur  et 

ce  reste  indépendant  de  x,  on  a  en  réduisant, ^'^-2^+1=09 

a?  =  ■  ;  celle*- là    donne   jr=:i,  d'où  jcr=X9 

-solution  uYiique. 

De  même  jc»— SjpJ^+J*  +  5='o  et  a**^— j*  -f- 1  =0, 

donnent  d'abord  le  quotient  \  çt  le  reste  -3jpx'+  I  Cy*+3)f 

^•c  y*  -4-  S 

ensuite  le  quotient  —  -- —  —  ■  ■  ^^  ■    et  le  reste.  .  .  • 

t—y*  +  i2l±^}  d'oùy4-.8r>  =  9  et  «^-^^t*. 

£n  faisant  jr*  s^,  on  trouve  ^=9  et  «=:-—  1  ;  donc 
^  =  ±3  «t  jrs=±^  — i;  et  par  suite  ir=:rii2  et 
âc  s=  tp  y/  -—  I  ;  ce  -qui  fait  quatre  solutions. 

507.  On  rmarqùera  que  i<*.  il  faât  ordonner  de  pré-^ 
férence  relativement  à  celle  des  inconnues  qui  présente 
pltis  de  facilité  pour  le  calcul. 

2*.  En  multipliant  T=  QZ  -^  A  par  un  npmbre  quel- 
conque a ,  on  a  aT  =  aQZ  ^  aR\iït  T=  o  et  Z  =  o 
t>nt  encore  les  mêmes  racines  que  Z:=o  et/l=o,  et 
réciproquement.  On  pourroit  en  dire  autant  des  opéra- 
tions subséquentes.  Ainsi  on  peut  introduire  dans  ces  cal- 
cals,  afin  de  les  faciliter,  ou  eh  supprimer,  tels  fatteurs 
numériques  qu'on  voudra,  sans  changer  les  racines  de  l'é-^ 
quation  finale  en^. 

3*.  Si  l'une  des  racines  de  7=o  Zz=to  rendoit  Q  infini^* 
on  ne  pourroit  plus  en  conclure  A  r=  o  1  {Puisque  QZ 
poorroit  n'être  pas  nul  (492}  a^).  Alors  Zz=zo  et  R^:Of 
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n'auroîent  point  pour  racines  ces  valeurs  de  â;  et  ^;  on 
doit  en  dire  autant  des  quotiens  subsëquens.  On  voit 
d'ailleurs  que  Q  n'est  infini  que  pour  les  valeurs  de  ^, 
qui  rendent  nul  son  dénominateur ,  lequel  est  le  coef&cient 
delà  plus  haute  puissance  de  x  -dans /Z. 

Il  seva  donc  cofivenablc  d^essayer  si  en  égalant  k  zéro 
chaque  coefiîcient  du  premier  terme  des  diviseurs ,  les  va- 
leurs  3e  y  qu'on  en  tire  sont  racines  de  'T:=:o  et  Zr^ro. 
Pour  cela,  on  y  substituera  chacune  dç* ces  racines,  et 
comme  les  équations -en  w  qui  «n' résultent  P=o  Z'=ro , 
.devront  avoir  au.  moins  une  racine  commune ,  P  et  Z' 
auront  un  commun  '  diviseur  (491)  fonction  de  x,  qui 
'égalera  zéro  donnera  les  valeurs  de  a;  qui  répondent 
k  belles  de  y  qui  rendent  Q  infini. 

Au  reste,  le  cas  actuel  ne  pourra  avuir  lieu,  si  on  a 
soin  de  préparer  chaque  polynôme,  *  de  Mnatiière  ique  les 
'quotiens  soient  entiers ,  absolument  comme  :îdans  la  mé- 
thode du  coijAmun  diviseur.  ^11  >  est  vrai  ;<pi^ '^era  forcé 
.d'introduire  des  facteurs  fonction  de^,  et  qu'il, pourra  en 
'résulter  des/  racines  de  j^  étrangères  à  la  question. 

4*.  Si  Tune  des  équations  est  décomposable  en  deut 
'facteurs,  alors  on  prendnt  chacun  d'^ux  .tour-^à^tour,  et 
on  éliminera  avec  l'autre  ^équation ,  eeqiii  iadlitera  les 
cakùls. 

ont  pour  facteurs,  Tiine^  «—2,1  autre  x  :  on  fera  donc 
y  z=.a.  dans'la  2t*. ,  et  on  en  tirera  j;  =  o  et  a;  =  5  : 
ensuite  a;  =  o  dans  la  i".,*d'où  jr  :=  —  3  et^  =r  a.  Puis 
ôtant  les  facteurs  /— 2  et  « ,  il  vient  ar*  — (  J' l^-  3  )•  =  o 
.et  X— (^-|-  3)  =  o;  on  traite  ces  équations  à  part.'On  a 
donc  quatre  solutions  x  =  0  et  jr  ;=  2  ;  x  ;=:  5  et^  =  â  ; 
x=o  etjr  =  — '3;  'x  =1  'et-jr:=:  — a. 
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5o8.  La  règle  donnée  en  général  pour  éliminer  entre 
^  ='  o  et  T:=:  o  souffre  trois  exceptions. 

i^.  Lorsqu'ên  faisant  le  calcul,  le  dernier  reste  F  s'éva- 
nouît par  la  réduction  des  termes  semblables  :  alors  Z  et  T 
ont  un  facteur  commun  F,  et  sont  de  la  forme  FZt=:o 
FT:=  o.  Or  IVquatîon  F  =  o  satisfait  à  elle  seule  à  la 
question  ,  ainsi  le  problème  est  indéterminé ,  puisqu'on 
n'a  qu'une  équation  pour  trouver  deux  inconnues.  Outre 
le  nombre  infini  de  solutions  données  par  Ftrzo  ^  on  a 
encore  celles  que  fournissent  !*:=:  o  et  Zx=  0  :  mais  la 
méthode  générale  s'applique  à  ces  équations^ 

Si  F  contient  l'une  des  inconnues  seulement,  Ft=^o 
en  détermine  les  valeurs  ;  Tautre  inconnue  est  arbitraire. 
Si  F  est  fonction  de  x  et  de^,  on  prend  pour  l'une  dés 
inconnues  telle  valeur  qu'on  veut,  #==0  détermine  l'autre. 

Soit  {j  —  4  )  (^*  —  i)  t=  o  et  a:'  —  x*  —  xy  -^y  5=  o  : 
on  verra  aisément  que  x  —  i  est  facteur  commun  :  en  le 

supprimant,  on  a  (x  -|-  '  )  (j^"^4)  =  o  ^'  ^'  — ^s=o* 
Ces  deux  équations  donnent  j^  =  i  et  «  s= —  i  ;  puis 
^  =r  4  et  or  =  dt  a.  Mais  outre  ces  trois  solutions  il  y  en 
a  une  infinité  d'autres  données  par  x —  i  =:  o;  de  sorte 
que  y  est  alors  un  nombre  quelconque  et  0;:=  i. 

2^  Quand  le  reste  Y  est  une  valeur  numérique ,  on  ne 
peut  poser  K=  o  :  alors  l'équation  fournie  par  la  dernière 
division  éunt  J^=I>Ç'  +  K,  comme  Tel  D  ne  peuvent 
être  nuls  à  moins  que  Y  ne  le  soit ,  ce  qui  est  impossible 
ici ,  on  voit  que  les  équations  proposées  renferment  des 
condi|ions  contradictoires,  et  la  question  est  absurde.  C'est 
ce  qui  a  lieu  pour  x^y^^y'*  -|-  i  =0  ,  x*y — y"^  -j-  4  =  o. 

3*.  Lorsque  quelqu'une  des  valeurs  de^,  tirées  de  F=o, 
rend  D  nul,  par  l'effet  de  la  réduction  des  termes  sem- 
blables; alo;s  il  faut  faire  cette  substitution  dans  le  diviseur 
précédent  F,  et  égaler  à  zéro;  car  V=DQ'  +  Y$(t  réduit 
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^lors  à  F=s  o.  De  même ,  si   ^  est  rendu  nul^  on  devm. 
recourir  au  diviseur  précédent,  etc.  • 

Le  cas  dont  il  s'agit  ici  a  lieu  lorsque  quelqu'une  des 
nacines  de^,  correspond  à  un  plus  grand  nombre  de  va- 
liBurs  de  ^^  que  les  autres  racines;  car  x  est  à  un  dem  plus 
élevé  dans  V  que  dans  D  ;  et  le  nombre  des  valeurs  de  :r , 
correspondantes  h^  chaque  racine  de  y^  dépend  du  degré 
du  diviseur  qui  les  donne. 

Soit,  par  exemple,  x^-^'X'y — 3)+(j: — i)  (y— a)=p 
et  X*  —  2,x  -^y  {y  —  i  )=o  :  on  a  pour  dernier  diviseur 
(jc— a^  {y — i;  =  o,  et  pour reste^fj — i)=o.  Or^;=o, 
donne  or  ==  2;  mais^  c=  i  fait  évanouir  \t  diviseur  :  on 
doit  donc  recourir  au  diviseur  précédent,  qui  est  du  aS 
degré  la  seconde  des  équations  données  ;  on  en  tire  x  s  o 
et  X  ==  2 ,  pour  J^  =:  I . 

Lorsqu'on,  est  forcé  de  remonter  ainsi  jusqu'au  pre- 
ipîer  diviseur  Z,  comme  ^  =  11,  rend  Z  :=:  o  ,  j^  — q, 
est  facteur  de  Z  ^  et  on  sait  alors  ce  qu'il  fauit  faire. 
(607,  4*0  •  ^^  m^me  si  T  étoit  aussi  rendu  nul,  y^^a 
^eroit  facteur  commun  de  7  et  Z ,  et  le  pi^oblén^e  seroit 
indéterminé  f  i*.  ).. 

Au  reste,  ce  cas  ne  se  rencontrera  jamais,  si  on  a  la. 
précaution  d'examiner  chacun  des  diviseurs  successifs,  e^< 
de  voir  si  les  termes  ont  un  facteur  commun  enj";  car- 
on  peut  traiter  ce  facteur  à  part  (  Soy  ,  4***  )•  Ainsi,  dans 
l'exemple  précédent,  après  avoir  reconnu  ^  —  1  pour  fac— . 
leur  du  dernier  diviseur,  on  feraj-r=i  dans  le  dividende,^ 
et  on  en  tirera  x  =  p  et  x  :=  2  :  outre  cette  doubla  solu- 
tion ,  on  trouvera  les  autres  en  supprimant  le  facteur 
J^  —  1 ,  dans  le  derrier  diviseur,  ce  qui  le  réduit  à  x  —  2  :. 
ainsi  X  =  2  donne  y  ^=-0  et  y  :=z  t. 

609.  L91  recherche  des  points  d'intersectign  de  deux 
courbes  dépend  de  l'élimination  ;  les  valeurs  des  cooiv. 
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données  x  tijr  de  ces  points  sont  les  racine»  des  équations  do 
ces  courbes  :  on  peut  donc  les  obtenir  en  construisant  les 
courbes  et  cherchant  les  points  communs. 

Si  Fune  des.  équations  est  dtécomposable  en  deux  fac- 
teurs rationnels  ^.  chacun  de  ces  facteurs  représente  une 
courbe  pai'ticulière,  qu^on  doit  construire  à  part.  Ceci 
s^accorde-  très-bien  arec  ce*  qu'on  a  vu-,  (  Spj ,  4°.  ). 

En  ^  appliquant  ces  principes  générai»):  aux  équations 
ax  ^  by  '{'  cs=zOf  afx  -|-  Vy  +  ^'  =  o  ,  on  trouve  aisé- 
ment pour  équation  finale  (  afb^^ab^  !^-}-a'c— ac's=:o  ;  on 

acf  —  afc                h'c  —  hc*     ^         , 
en  tire  r=  — -; —-,  «=  — -; rr*  i^^endant  si 

le  reste  étoit  nul  de  lui-même ,  c'est-à-Jùre  si  on  avoit 
a'b  •=.  abt  et  ^a'e  :=ia€f  ^  le  problème  seroit  indéterminé  \ 
il  seroit.  absurde  si  le  reste  étoit  une  valeur  numérique  , 
et  alors  on  auroit  a'b=zal/.  Tout  cela  est  conforme  -à 
ce  qu'on  connoit  (ii5). 

Pour  les  équations  de  la  forme  «*  4-  Px  -f-  Ç'  s=  o  et 
«•  +  P'x  +  Ç'  =^0^  on  obtient  aisément  l'équation  finale 

îcl  PQ  P'Ç'  sont  des    fonctions  dé  y.  On  trouve  san^ 
difficulté  les  cas  où  le  problème  est  absurde  ou  indéterminé* 

Voici  quelques  autres  exemples  auxquels  on  feira  bien. 
de  s'exercer. 

i^'^^^x'^ — jA  —  3       .    =E5a,etâ«4.y  — 5  .  =ro. 

a^..«y»— jr»_xy4.jr  =  o,    yx^^:ixy+y       =0. 
3«...aî»  —  xy.^1^         ,  =  0,     X  —  4*y'+7  =<>• 

4*...a:y4-a: — 2  =0,     xy  —  aî(y+i)  +  a  =  o. 

5«...;r5^  4x^^4-8       =a=o.,     xy  —  xy^  —  a        =0. 
€*--.**  +  2«^— 3f*+a  =  o,     «*— jr'+i^  —  o» 

Consultez  à  ce  sujet  le  n*.  (  $4 1 ,  Y  )• 
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5.  Ses  Racines  égales, 

5io.  Soit  x^  "{^px"*^^  -\^  .M.  -|-  '«*?  +  ''=0  »  wne  équa- 
tion donnée ,  lorsque ,  parmi  les  facteurs  binômes  qui  la 
composent,  il  en  est  dVgaux ,  elle  prend  la  forme. 

X=  (x  — a)"  (x-^*)''..  •  (x  — c)  (x-^J}«  •  .szso.  (i) 

On  dit  alors  qu^elle  a^n  racines  ^m  a^  p  racines  :=  ^,....  il 
s^agit  de  déterminer  la  valeur  et  le  notnbre  de  chacune  (te 
ces  racines. 

Le  produit  des  racines  nb  c  d,.,.  supposées  inégales  est 
=  1/  ;  f  est  la  sommede  leurs  produits  m  —  làm— xou 
tzrzbcd...  4~  '^à,.,  4-  abc»,  -|~  ^^^-  •  ^^  chaque  terme  de  / 
est  le  produit  de  toutes  les  racines ,  Tune  exceptée;  de  sorte 
que  si  les  nombres  a  h  c...  sont  inégaux  et  premiers  entre 
eux,  les  termes  de  t  ne  peuvent  avoir  aucun  facteur  commun. 
Mais  s'il  y  H  n  racines  ^=za^  p  racines  r=  ^ ,...  û"—',  ^'^%.,. 
sont  facteurs  communs  de  tous  les  termes  de  f  ,  et  de 
plus  sont  les  seuls ,  si  a,by€.,„  sont  fumiers  entre  eux.  Ainsi 
dans  ce  cas  ,  comme  u  ==  e^bP..,.  cd„.  ;  /  et  u  nWt  pour 
facteur  commun  que  aP^^  i"*"**...,  ou  le  produit  des  racines 
égales ,  chacune  prise  une  fois  de  moins. 

Soit,  d'après  cela  x  =  x'  —y  ,  x'  étant  un  nombre  ar- 
bitraire et  y  une  nouvelle  inconnue  :  comme  ys=x' — ^x, 
les  racines  de  la  transformée  seront^ :=:  xf — a,  x'— 3| 
x^—- c,...  qui  sont  visiblement  premières  entre  eUes  (loS), 
quels  que  soient  a  b  c... ,  tant  que  x'  reste  indéterminé.  Si' 
la  proposée  a  des  racines  égales^  les  valeurs  de  y  ^  seront 

(x' — a'A (x' — by,,,,  x'-— c,  x'— J, oùx'— tf,  x' — ^... 

sont  encore  premiers  entre  eux. 

La  transformée  aura  la  forme  lJ-\^Ty-\-Vy^'\-,„^y^=i.o^ 
Uj  T,.,  étant  des  polynômes  connus  en  x',  (Soi).  La  con- 
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séquence  démontrée  ci-dessus  est  applicable  à  cette  trans- 
formée  dont  les  racines  sont  premières  entre  elles  :  on 
voit  que  si  £/et  Tn^ont  pas  de  facteur  commun ,  ^n'aura 
que  des  racines  inégales  a/  — -  0,  â/  •—  & ,....  ainsi  a  b  r.... 
seront  des  nombres  différens ,  et  X  ss  o  n'aura  pas  de  ra* 
cines  égales. 

Mais  si  {/et  T'ont  un  facteur  commun  jP,  il  sera  de 

la  forme  F=  (a/— «)"-'  x  (x'  —  *y-*x ce  qui 

exige  que  la  proposée  ait  n  racines  zna,  p  racines  =3|... 
Pour  trouver  F,  on  formera  donc  U  et  Ty  et  on  en  tirera 
leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  supprimant  les  ac<* 
cens  de  â/  9  qui  maintenant  sont  superflus ,  on  aura 

T  =  mar^-«  +  (m— i) px'^*  +  (m— a)  yx*^^  -f-, , .  4.  # 
F=(jc  — tf)»-'  X  (x  — 3)P-'  X..-. 

II  ne  s'agit  plus  que  de  savoir  mettre  ce  facteur  F  sous  la 
forme  que  nous  lui  donnons  ici ,  et  le  problème  sera  ré- 
solu. Cette  question  est  précisément  la  même  que  celle 
qu'on  veut  résoudre  pour  X^  seulement  elle  est  beaucoup 
plus  simple,  parce  que  le  degré  de  F  est  nécessairement 
moindre  que  celui  de  X. 

5i  I .  Nous  supposerons  ici  qu'on  sache  résoudre  toute 
équation  qui  n'a  que  des  racines  inégales  ;  ce  sera  le  sujet 
des  théories  subséquentes.  Yoici  le  procédé  que  m'a  com- 
muniqué M.  Binet  aine ,  professeur  au  lycée  de  Rennes  , 
pour  employer  les  principes  précédens  à  la  recherche  des 
racines  égales  d'une  équation  X=  o. 

Soient  X'  le  produit  des  facteurs  simples  de  Xj  X^* 
celui  des  facteurs  qui  sont  au  carré,  X"^  ceux  qui  sont 
au  cube,  etc.;  on  aura 

X  =  X'Xff'X*"3X"4 F=  X^X^^'X^^ 
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Si  on  divise  X  par  F ,  le  quotient  Q  sera  exact ,  e^ 

i  =  Ç  =  X'X//A?"X'^  . .  . 

qui  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  X ,  mais  à  là 
i**.  puissance  seulement  :  or  le  plus  grand  commun  di- 
TÎseur  F'  entre  Q  et  F  est  visiblement^ 

JP  =  X//X>"X'' d'où  ^  ==  X'. 

» 

Ce  calcul  donne  X^ ,  et  par  conséquent  en  résolvant 
X^'  =  o-f  on  obtient  toutes  les  racines'  simples  de  U 
proposée  X=:  o  :  et  si  celle-<i  n'avoit  que  des  racines  mul-' 
liples  ,  X  seroit  =.  i ,  el  on  auroit  Q  =  F'. 

Cette  JL''.  opération  faite ,   reprenons   les   deux  poly- 
nômes connus  F  et  F'  j   leur  quotient  Q'  est 

£  =rÇ'=JP^'X->X-5.  .  .. 

cherchons  le  commun  diviseur.  F^  entre  F'  et  Q\  il  sera 

JP«  =  X»''X-X^ d'oii^r^X'^; 

réquatîon  X^  =  o  qu'on  forme    avec  ce   quotient,   n'â>. 
que   des  racines   inégales  qui    sont  les   racines    doubles 
de   X  =  o  ;   et  si   la  proposée   n'en  a  point   de  telles  y 
on  aura  F^  =  Fff. 
Il  sera  facile  de  continuer  le  calcul  ;  car 

^=Q//=X-X-'X"»... 

•I  le  commun  diviseur  F"*'  entre  F^^  et  Q^^  est 

F"  =  X"X-X''. . . . ,    d'où  —  =  X"\. 
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On  voit  donc  que  la  proposée  sera  partagée  ainsi ,  en 
autant  d^autres  équations  X'  ===0,  X^/  =  o  ,  X"'  =  o,.- 
qui  donneront  respectivement  les  racines  simples,  doubles^ 
triples  t  •  .  .  de  X  =  o.  Du  reste  ,  le  degré  s'abaisse 
rapidement  par  ces  calculs,  et  la  recherche  du  poly-. 
Iiome  F  est  réellement  la  seyle  partie  longuç  de  l'opération. 
Par  exemple ,  pour 

X==:a:^+  4^"""  3x^—  i6x'  +  ****  4"  13*—  9  =  0» 
on   cherclie  le  commun  diviseur  F  entre  X  et  son  dé«. 

rivé  6a;*  -|-  aox*  —  \^o^  —  48<3p*  +  aax  +  12  : 

■ 

on  a  ,  jP  =  x'  +  X*  —  5x  +  3  ;. 

X 

d'où  on  tîrc  —  s=  Ç  =  x^  +  3x*  —  x  —  3. 

■*  ♦ 

Le    plus  grand  commun    diviseur  entre   F   et  Q  est 
f  t=  X*  -|-  ax  —  3  ;  ainsi  le  quotient  de  -^ ,  est  x  -f- 1  : 

Qn  n'a  donc  qu'un  facteur  simple  =  x  4-  !'• 

F 
De  plus  — sQ'^zx—  I,  et  le  plus  grand  com- 

9iqn  diviseur  entre  F^  et  Q'   est  F^/  s=r  x  — -  1  ;  donc 

F' 
Q'  ':=!  F"  tl  -=j^  ==  X  +  3.  Ainsi  l'opération  est  terminée, 

X  a  pour  facteurs  (x  +  <  )  P^''  ^^  cd^né  de  x  -|-  3,  e^ 
le  cube  de  X — i,ou.X=  (x  +  i)(x  +  3)'  (x  —  1  )'• 

Prenons  encore 
«*- 1  ax7-f.53âi^— gax^-gxM^Ai  ox'-i  53x*-^o8x-f- 1 08=0. 

On  en  tire  successivement 

jF=  x4  »—  7  x*+  i3x*  -f-  3x  —  i8, 

i=Çc=x*— 5x*  +  5x'  +  5x  — 6. 
F«x^-4*'  +  x  +  6,     -^;  =  X'==X~I, 
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donc X=(ar  —  i  )  (x  +  i  )»  (jt—  a)*  (x  — 3)^ 

On  verra  aussi  que 

x«  — 5x6 +  ia;5-+fjx4  «;x»  — 1  «' +  I  «  —  ■ Jff  =0, 
est  équivalent  a  (a;—  i)(x-f-i)'*(^  —  î)*  =  o. 
De  même  afi  —  ax^  +  GoA  —  8jc'  +  la  a:*—  8«  + ft 

est  c=  (  jc'  4"  *)*(**  "^  ^  ^  +  ^)« 

Ç.  Racines  Commensurables. 

5ia.  Supposons   que  les   coefliciens   de   l'équation 

kx^  -f-  f'^  rh  ^^'  +  rx  +  j  t=  o 

sont  entiers  )  soit  0  une  racine  entière ,  c.-à-d.  que 
Afl4  -^  ^û3  ^  ^^a  -|-  ''^  +  ^  =  o  •  on  en  tire 

—  ssiSts  — r— y»  —  ^*  —  ifl'.  .  .  .     (i). 

Le  a*,  membre   étant  entier  ,  le  quotient  5*  ou  —  doit 

n 

aussi  Fétre.  II  suit  de  là  que  les  racines  entières  de  la 
proposée  sont  toutes  comprises  parmi  les  diviseurs  du 
dernier  terme  s.  On  pourroit  donc  chercher  ces  divi* 
seurs  9  et  essayer ,  par  la  substitution ,  s'ils  satisfont  à 
la  proposée.  Mais  le  nombre  des  diviseurs  de  s  pou- 
vant être  très-grand,  on  remarque,  qu'en  changeant  r 
de  membre ,  et  divisant  par  a  »  on  a 

-  ■i=lts='— y  —  ffl  —  ia' (a)J 

en  sorte  que  «S  -f-  r  doit  aussi  être  divisible  par  a.  On 
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ne  devra  donc  es&ayer  que  ceux  des  diviseurs  de  s  qui 
donnent  pour  le  nombre  5  -f*  '^  '^'^  multiple  de  a.  On  voit 
de  même  que 

.^-lll=Ç«-.;,-A« (S); 

c.-à-d.  que  R  -{-  g  esl  encore  divisible  par  a.  Enfin 

2â:L  —  p—^iç^  d'où  p+ Ar=o. . .  (4). 

Ce  calcul  sert  encore  i  réduire  la  multitude  des  nombres 
"à  éprouver ,  ou  plutôt  donne  les  racines  entières  ;  car 
il  faudroit  prendre  ceux  des  diviseurs  de  s  qui  rendent 
'jRy  Q.,  P  entiers  t  et  de  plus  qui  donnent  P  «f-  ^  =  o  , 
«t  les  substituer  dans  la  proposée  pour  reconnoître  s'ils 
.y  satisfont.  Mais  cette  .iiernière  épreuve  est  inutile ,  et 
jtM%  diviseurs  sont  nécessairement  des  racines.  £n  effet , 

de  P  +  *  =  o  ,  *en  mettant  pour  P  sa  valeur  -= f-  , 

ipn  en  tire  Q  =  *-  ^  —  ka.  De  cette  équation  (3)  « 
on  remonte  par  Je  même  procédé  à  (^),  puis  â  (i)  ,  d'où 
ka^  -{'' pà^  +  ^^'  -{-  ra  '■{'  s  ^=  Oj  ce  qui  prouve  que  tout 
-nombre  o,  qui  Satisfait  à  ces  diverses  conditions  est  né- 
cessairement racine. 

En  rapprockiitt  les  équations  ci-dessus 

a  a  a  a 

et  observant  que  nos  raisonnemens  sont  in^lépendans  du 
degré  de  l'équation  proposée ,  il  en  résulte  qu'on  recon- 
noît   qu^un  nombre  a  est  racine  d'une  équation  ,  lorsque 

1^.  Le  dernier  terme  disnsi  par  a  donne  un  quotient 
exact. 

a**.  //  en  est  de  mime  de   ce   4piotient   augmenté  du 
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Cherchons ,  par  exemple ,  un  nombre  de  trois  chiffres  | 
tel  que  i*".  leur  produit  soit  54;  2^*  le  chiffre  du  mi-* 
lieu  soit  le  6'.  de  la  somme  des  deux  autres;  S"",  enfin  « 
en  soustrayant  694  du  nombre  dont  il  s^agit ,  le  reste 
soit  exprimé  par  les  mêmes  chiffres  »  mais  écrits  dans 
iih  ordre  inverse.  En  désignant  par  x  ^  y  ^  r  les  trois 
chiffres  Inconnus ,  on  a  pour  le  nombre  cherché.  .  .  * 
iV  =  ioo«  +  ^^y  "♦"  *  »  donc 

«yr=  54»  .6^^  =  ^  +  -^»   loor  +  io^+ «=]V — 594? 

'en  éliminant  JV,  la  dernière  devient  a;  •— c  t=  6  ;  si  donc 
on  chasse  J^  9  il  vient  x''z  -f-  xz^  r=32i4 9  et  x  -^  2  =  6, 
d'où  (5o6) 

mais  on  ne  doit  prendre  pour  x  que  des  valeurs  en-» 
tières ,  et   la  méthode  ci-dessus  donne  2  =  3,  d'oui.  .  . 

*  =  9>J  =  ^»  etJV=  923. 

'5i3.  Toute  équation  x*^  +  P^  ""  *  +  •^^  +  /*  +  ««=  o, 
.dont  les  .  €oe[ficiens  sont  entiers ,  et  dont  celui  du  pre-- 
mier  terme  est  V  unité  ^  ne  peut  avoir  de  racine  fraction- 

naire  ;  ctfr  soit  «  s=  — ,   on  en  tire 

^    ..ôâ'"^»     .  ta    , 

m  * 

en  multipliant. par '^'"*~ 'y  il  vient 

af*' 
équation  visiblement  absurde  ,  puisque  -—  est  nécessai- 


PMBM&t  ftacii0nnàire(.33|5*) ,  et  /^a-  r:  '  + ...  +  uJ«  r:  ' 
est  entier. 
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Si 4*  Nous  avons  vu  (5o3)  qu^on  peut  préparer  toute 
équation ,  de  manière  à  lui  donner  la  forme  supposée 
dans  ce  dernier  cas.  Il  suit  de  là  qu^on  sait  trouver 
toutes  les  racines  commensurables  des  équations  ;  car  si 
it"  a  un  coefficient  autre  que  T  unité  ,  on  le  fera  dispa- 
roître  par  une  transformation,  ce  qui  rendra  entières 
les  racines  fractionnaires  qu^elle  peut  avoir. 

Soit,  par  exemple , 

6*^  —  19  «*  +  a8  X*  —  i8x -J- 4  =î  o  ; 

en  faisant  x  ss  ^  9  '  on  a 

6 

yk  _  ,g  j3  4.   ,68/*  —  648  jr  +  864  S=0. 

Or,  cette  équatioh  a  pour  racines  entières jr=:3  et/  =  4« 
d'où  on  tire/'— xaj"  +  7^2=0,  puis jr=  6lfc6\/—  i: 
ainsi,  onax=:s-2,  =  ^,  lit: \/—  i • 

5iS.  On  peut  se  servir  du  procédé  ci-dessus,  pour  ^ 
trouver  les  Jacteurs  commensurailes  du  second  degré  ;  car 
«oil  x^  — Sx*  —  lax  -|-  5  =  o;  représentons  par.  ... 
^*  -{■'  bx  ^  c  ^\e  facteur  cherché ,  la  proposée  pourra  être 
reg^ardée  comme  le  produit  de  ce  facteur  par  x^-^px-^-  ç. 
Exécutons  cette  multiplication,  et  remarquons  que  le  pro- 
dait  devant  former  chacun  des  termes  du  polynôme  proposé, 
rëgalité  de  ce  produit  et  de  ce  polynôme  doit  être  étabUe 
terme  à  terme^(  F.  ce  qui  sera  dit  n^.  ^Sy),  on  a 

^  -|-  /i  =  o,c  +  ^/^  +  y  =  — 3j  ^^  +  ^yrs:—  12,  çc=s5f 

éliminant  p  ti  f ,  il  vient  abc  '\^  3 3  _  ^'^  _  12  =  0,  et 
c*  -f-  r  (  3  —  3')  -)-  5  =  o.  Chassant  c,  il  vient  enfin 
56  ;.-.  6M— -  11^*  —  i44=o.  Or,  par  hypothèse  b  et  c 
sont  rationnels,  donc  on  doit  trouver  ici  au  moins  une 
iraleur  entière  pour  b  ;  sans  quoi ,  il  n'y  auroit  pas  de 
facteurs  commensurables   du  second  degré.    On  trouve 

^  4 


5o  Algèbre. 

^  =  3ct3=r  —  3;  d'où  c  =  5  et  c  =  i  :  ainsi.  .  .  .  ^ 
x'*  -^^  3  X -{-  S  cl  X*  —  3x-}-ï  sont  les  facteurs  cherchés. 
Mous  ne  présentons  d^a  il  leurs  ceci  que 'pour  donner 
une  application  de  notre  méthode  ;  car  on  a  d^autrcs 
moyens  plus  faciles  d'opérer  cette  décomposition.  Voyez 
VÂlgèbre  de  Clairaut,  3".  partie ,  n^.  io. 

7.  Racines  IncommensurabUs. 

5 16.  Lorsqu'on  a  dégagé  une  équation  de  ses  racines 
égales,  entières  et  fractionnaires  ,  il  ne  reste  plus  que 
les  irrationnelles  et  les  imaginaires  ;  elles  vont  faire  le 
sujet  de  nos  recherches  ,  et  présentent  des  diiBcultés 
d'un  ordre  bien  supérieur. 

Supposons  qu'on  soit  parvenu  à  cohnoftre  une  valeur 
approchée  a  de  l'une   des  racines  de  l'équation 

kec""  4- ;?"»-'  ^  etc.  +  w  =  X=  o  : 

on  fera  ±  =  «  -|-^,  tefqui  donnera  (Soi)  poor  trati»- 
formée  U  -{-  Ty  -^^  ^*—+  ^T"  =  <*•  Maîsydoit  par  sup- 
position être  une  petite  quantité  ,  puisqu'elle  est  la  diffë^ 
rence  entre  la  vraie  racine  et  la  partie,  déjà  approchée  a; 
les  puissances  y*^  y^i-  •  «seront  donc  eiles-nkémes  trèS:. 
petites,  par  rapport  ^y:  par  conséquent  Vf^  ^^v-  ^* 
seront  très  petits,  par  rapport  à  l/-f-  ^f\  puiî^Jtiè  V^  S^.\ 
sont  des  fonctions- de  a  sans  dénominateur,,  et  oui ,  par 
là  ,   ne  peuvent  jamais  être  très-grandes. 

Ainsi ,  en  réduisant  l'équation  à    ses  àenii  t***.  termes 
17  -j-  7y  =  o ,  on  en  tirera 

U 

La  manière  dont  U  et  Tsont  composés  en  a  est  con- 
nue ;   on  trouvera  doac  aisément  une  valeur  de  j- ,  qui 
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ne  sera  pas  exacte,  mais   qui  ,  ajoutée  à  a,  en  donnera    it 
une,  qui  sera  plus  approchée  que  a. 

Si  donc  on  représente  cette  valeur  par  a' ,  et  si  on  sup- 
pôt» X  1=  a'  +jr»  ^^   plutôt,   si   on  met  pour  a  celte 

valeur  a'  dans  — *  -^y  on  aura  une  nouvelle  correction.  En 

continuant  ainsi ,  on  approchera  îndëliniment  de  la  racine. 
Ce  procédé  porte  le  nom  de  Méthode  de  Newton ,  de  celui 
du  grand  homme  qui  Ta  découvert. 

Soit ,  par  «x^àmple ,  x^'— *  4'«  —  6  ?=:  o*  En  faisant- is^ 
cgal  à  2  et  à  3,  on  obtient  pour > résultats  —  t  et  jë: 
il  y  a  donc  (  49^  )  une  racine  entre  a* et  3,  ornais  plus 
voisine  de  2).  On  peut  même  approcher  davantage,  en 
faisant  .X  c=.  a,  1  .qui  donne  0,061  ;  ainsi  ^  la  racine  est 
entre  a  cl  a,x ,  (vraisemblablement  plus  pris  de  2^t'.).  On 
fera  donc  a:s=tf  ^y  ^a  étantr=2,i  :  il  viendra 

à* —  aa  -^  5 

-^  3tf^— 2 

Cette   expre^ion  donne  ^3=:—  — ^- — ^  =•— -  O|00»4y  en 

se  bornant  aux  dix-millîètnes ,  potir  une  i'*.  approximaliou. 
Ainsi  â:  2=2,0946.  Mettons  cette  valeur  pour  a  ci-dessus  , 
il  viendra 

o,ooo54iS5o536  ,,_ 

ainsi  la  4"«  décimale  étoit  fausse,  et  on  a  j:  =2, 094^5 1 49- 
On  pourroît  mettre  cette  valeur  pour  â,  et  obtenir 
une  3'.  approximation  ,  puis  corriger  les  dernières  déci- 
males dont  l'exactitude    n'es't  point   encore   certaine. 

Ce  procédé  est  très  simple  ;  mais  Lagrange  a  déinontré 
(^Résolution  numérique ^  note  V)  qu'il  n^étoit  pas  toujours 
cjcact  :  â  lui  en  a  substitué  un  autre  ^  à  l'abri  de  toute 


\ 
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objection,  que  nous  exposerons,  en  traitant  des  fractions 
continues  (554)* 

617.  11  s'agit  maintenant  d'obtenir  pour  chaque  racine 
une  'partie  suifisamment  approchée.  On  substituera  ppur 
X  les  nombres  o^iya^S.... ,  et  si  on  obtient  autant  de 
thangemens  de  signes  qu'il  y  a  de  racines,  on  pourra 
appliquer  la  Méthode  de  Newton.  Mais  s'il  n'en  est  pas 
ainsi  (  et  ce  cas  est  le  plus  ordinaire  )  entre  deux  subs- 
titutions successives  (496)  9  il  y  3  o,a,4y  •  •  •  ou  i,3,5. .. 
racines  comprises ,  suivant  que  les  résultats  ont  le  même 
signe ,  ou  des  signes  contraires.  Le  lieu  des  racines  réelles 
«t  leur  nombre  seront  donc  incertains. 

Pour  éviter  cette  difficulté  ,  il  faudroit ,    au  lieu   drts 

nombres  0,1  ^a,3.  . . ,  substituer  o,   ^,  a  /",  3  /, 

/  étant  assez»  petit  pour  qu'il  ne  soit  jamais  possible 
que  deux  racines  soient  comprises  entre  deux  substitua- 
tions  successives.  Or,  c'est  visiblement  ce  qui  aura  lieu 
si  /"  est  moindre  que  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  racines  les  plus  voisines.  Cherchons  donc  un  nombre 
qui  remplisse  cette  condition. 

Faisons  xs=a-\-y;  la  proposée  X=o,  deviendra  (Soi), 

u+Tf  +  Fy^+s^+ —  +*r=o. 

Supposons  que  a  soit  racine  ;  on  aura  17=0,  et  divisant 
par  ^  f  il   viendra 

U=zo,    T+rf  +  S^-+ +lgr  =  o. 

Ces  équations  sont  entre  les  inconnues  a  et  y:  et  comme 
r=sX'^  a^  y  t$l  la  différence  entrée  la  racine  a  et  toutes 
les  4Uitres.  &  on  élimine  a  entre  ces  deux  équations , 
on  aura  pour  déterminer  celte  différence  y  une  équation 

r=:o. 

Or,  si  on  fait  le  même  calcul,  en  siipposant  .  .  .  • 
x::=  b  -{-y^  b  étant  une  autre  racine  de  la  proposée , 
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il  est  clair  qu^on  obtiendra  précisément  la  même  équa- 
tion y  =  o ,  puisque  tous  les  calculs  seront  les  mêmes , 
en  remplaçant  a  par  h  :  donc  y  est  aussi  la  différence 
entre  b  et  toutes  les  autres  racines  de  la  proposée.  £t 
comme  on  peut  en  dire  autant  de  celleA<^ci,  on  voit 
que  jr  est  la  différence  qui  existe  entre  une  racine  quel- 
conque et  toutes  les. autres.  Il  suit  de  là  que, 

I**.  m  étant  le  degré  de  X=:o,  m  (m—  i)  sera 
celui  de  1^=  o,  puisque  m  (m  —  i  )  est  le  nombre 
des  différences  a-— 6,a-^r,  ...ft-^a,  &'—  c. ..,  etc. 

a?.  Les  différences  deux  à  deux  des  ra-cines  sont  égales 
et  de  signes  contraires  :  donc ,  si  on  a  j*  =  « ,  on  doit 
avoir  aussi  j^  =  •—  «  ;  de  sorte  que  Y  doit  être  rendu 
nul ,  en  mettant  -|-  '  ^^  —  *  pour  jr  ^  ce  qui  exige 
qu^il  n^y  ait  que  des  puissances  paires  de  y.  Cela  résulte 
aussi  de  ce  que  Y  peut  être  décomposé  en  facteurs  de 
la  forme  (^*  —  «»)  (j*  —  /T)...  =o  :  ainsi,  Féqua- 
tion  aux  différences  Y  =  o,  n^a  que  des  puissances  paires, 

3*.  Si  on  fait  jr«  =  r ,  on  n'aura  que  des  puissances 
entières  de  z ,  dans  l'équation  résultante  Zssz  Of  qu'on 
nomme  au  Carré  des  différences  ^  et  qui  est  du  degré 
l  m  (^m  -^  i). 

5i8.  On  sait  (5o4)  trouver  aisément  un  nombre' 
moindre  que  la  plus  petite  des  racines  positives  de 
Z=o  :  soit  h  et  nomBre  ,  on  aura  z  ^  h  ou  y*  '^  h; 
donc  jr  ^  ^  A.  On  a  par  là  un  nombre  moindre  que 
la  plus  petite  différence  entre  les  racines  de  la  proposée, 
et  on  peut  prendre  /  =  ^  A.  Mai»  on  doit  faire  à  cet 
égard  quelques  observations. 

I*.  Pour  éviter  les  substitutions  irratiohiiellet ,  ou 
devra  remplacer  h  par  un  nombre  moindre ,  mais  qui  soit 
on  carré  exact  :  l*  désignant  ce  carré ,  on  aura  y^  l  =  i", 

a*.  G>mme  /  est  la  différence  entré  les  substitutions 
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successives  ,  plus  ^  sera  petit ,  et  plus  il  y  aura  de  nombres 
à  substilficr  entre  les  limites  des  racines  :  '  c^est  pour- 
quoi il  faudra  prendre  /  le  plus  grand  possible.  On 
devra  donc  choisir  pour  la  limite  inférieure  /*  des  racines 
de  Z  =  o  ,  1<*  plus  grand  nombre  possible. 

3*.  S'il  arrive  que  /  soit  =  i  ou  >  i  ;  alors,  on  pourra 
faire  /  =  i . 

4".  Si  au  contraire  /  est  <  i ,  et   tel  que  /  =  -^: 

i 

comme  il  seroit  pénible   de  substituer  pour  x  les  nombres 

o ,  -7-  •>  — T"  ?  •  •  •  on  fera  a:  =  -7- ,  les  racmes  de  / ,  et 

Il  i 

par  conséquent  les  différences  entre  ces  racines,  seront 
1  fois  plus  grandes  que  celles  de  x.  Il  suffira  donc  de 
substituer  pour  /  les  nombres  entiers  o,^,  2^,...  on 
voit  donc  qu^û/i  peut  toujours  transformer  une  équation  ^ 
de  sorte  quil  n*y  ait  jamais  qu'une  racine  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  successifs. 
'  5^.  ¥m  chassant  le  second  terme  d'une  équation ,  on 
augmente  tontes  les  racines  d'une  même  quantité ,  ce 
qui  n*altère  pas  leur  difTérrnce.  Ainsi,  IVquation  Z  =  o 
doit  ^tre  la  même  ,  lorsqu^on  opère  sur  la  transformée 
privée  de  second  terme.  Cette  remarque  facilite  les  calculs» 

Soit  x'^  —  «*  —  2X  '\-  1  =  0,  en  mettant  o,i»a.  .  .  • 

pour   jr  5   on  obtient  -f-i,  —  1^   +    i,...  ainsi ,  il  y 

a  une   racine  entre  o  et  i  ,   et  une  entre  i   et  2.  Mettant 

—  .T  pour  X,    et  raisonnant  de  même,   on  trouve  une 

racine   entre  —  i  et  —  2,  Ainsi ,  le  lieu  des  trois  racines 

de   la  proposée  est   connu ,   et   la  méthode    de    Newton 

s'applique  sur-le-champ.  En   faisant  x  =  ^  4"^i    on 

,  .  a^  —  û'  —  a  û  4-  I     «.1 

obtient  y  =  -.—  .*-*- * •   Si    donc  on   met 

oa*  —  '2  a  —  2 

pour  a  tour-à-tour  les  valeurs  approchées  de  x,    qu^oa 
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trouve  facilement  être  o,4  •  •  •  i,8... —  i,a;  on  en 
déduira  par  des  corrections  successives,  les  racines.  .  .  • 
o,445o54.  .  .  1,801988  et  —  1,246987.  Ici,  l'équation 
au  carré  des  différences  n'a  été  d'aucun  usage. 

En  cherchant  cette  dernière  équation,  d'après  Les  principes 
précédons  (que  les  exemples  suivans  vont  développer), 
on  aura  z^  —  14  -s*  +  49  -^  —  49  =  o ,  et  comme  on 
trouve  ^>«i,  on  ^  t  ^=:  i  ^  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qu'on  a  vu.  v 

Xorsque  nous  avons  résolu  ci-devant  l'équation  .,  .  .  . 
x'  —  2  jr  —  5  =  0,  nous  n'avions  reconnu  que  la  pré- 
sence d'une  des  racines  :  pour  avoir  égard  aux  autres  ^ 
cherchons  l'équation  au  carré  des  différences.  Faisons 
x=a  +y»  partageons  l'équation  résultante  en  deux  autres, 
41'  —  aa  —  5  =  o,  3 û»  —  a  -f-  3  aj'  -f-  ^'  s=  o  :  puis  éli- 
minons a ,  il  viendra  (5o6) ,  jy^—  1 2^''  4"  36 jy'-|-  643  =  o  ; 
équation  du  6^.  degré ,  et  qui  n'a  que  des  puissances  paires, 
ainsi  qu'on  le  savoit  d'avance. 

Faisant  ^'  =  z  ,  on  a  r^  —  12  r'  -}-  36  r  -|-  643  =  o- 
Pour  avoir  La  limite  inférieure  des  racines  positives  (5o4)  » 


I 


on  fera  r  =z  —  il  viendra  643  s^  +  36  f»'  —  12^^-}-  i  =  0. 

Or ,  le  théorème  connu  (497)  donne  i  4-  \/jh  popr  '21 
limite  supérieure  des  racines' de  v\  et  en  faisant  i/=:r  i ,  on 
reconnoit  ai.sémenl  (  ni8,  2*.)  que  i  est  aussi  limite  ;  donc 
f  •<  1  ,  d'où  r  >  I ,  x>  I.  Eu.  faisant  x  =  0,1,^,,,. . , 
on  est  par  là  certain  d'obtenir  autant  de  c;hang?men^  diS 
signes  qu'il  y  a  de  racines  réelles  daas  la  proposée  : 
ainsi  elle  en  a  deux  qui  sont  iniaginaires.  ., 

Pourar^—  12  j;*-|-  4t  •*'  —  ^9  =  0»  i^  faudra  égaiemeiit 
recourir  à  Tequalion  au  carré  des  différences,  Jgajrce 
^u'on  ne  reccnnoit  la  présence  que  d'une  racine  enlrp  0 


i^ 
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et  I.  On  fera  donc  x  :=:  a  '\-  y,  d^où 

éliminant  a ,  puis  faisant  j^  =  z  j  on  a  Pëquation  au 
carré  des   différences   2^  —  4^r*-|-44<^  —  49  =0: 

puis  r  =  —  donne  «^  —  9  ♦'*+f  •* —  tj  =0  î  on  * 
i'  <  lo  ou  plutôt  f'  <  16,  d'où  e'^  -^  et  j^  i.  On 
devra  donc  faire  x  =  —  ;  et  on  sera  sûr  qu'entre  deux 

4 

nombres  entiers  successifs,  il  ne  pourra  y  avoir  qu'une 
seule  racine  de  t  comprise  ;  on  a 

/'  —  48^*  +  656*  —  i856  =  o. 

Or,  en  faisant  *  =  0,1, 2, 3. . .  .  on  obtient  des  résultats  de 
signes  contraires  pour  3  et  4  ;  1^  racine  indiquée  ici  répond 
k  celle  de  x  comprise  entre  o  et  i.  De  même  f  =  21  et  ^a, 
donne  -f*  i3  et  ^  8  ;  enfin  /  :s=  23  donne  -(-y*  H  y  a  donc 
deux  racines  de  x  comprises  entre  5  et  6.  Il  est  facile  de 
continuer  le  calcul,  et  on  trouvera  0,95108...  5,35689... 
et  5,69203...  pour  les  trois  racines  de  x. 

De  même  x^  —  7^+7=3=0,   donne 

r'  —  4^2^  -|*  44^  ^  •"  49  =  o    pour  équation  au   carré 

des  différences  :  «  =  —  donne  v^  —  9«''  +  7«'  —  ts^^^» 

d'où  (^  •<  10.  Mais  on  reconnolt  que  «^  ^  9  9  ainsi  z  >^  ^  et 
jr'^l»  On  verra  ainsi  que  les  deux  racines  positives  sont 
comprises  entre  f  et  |,  |  et  |.  On  trouve  enfin  x=i, 35689 
et  xc=  1,69203.  Pour  la  racine  négative,  on  change  x 
en-~«^  ;  x'  est  entre  3  et  -^ ,  et  on  a  «  =  ^  3,04892. 

Ces  calculs,  sur-tout  celui  de  l'équation  au  carré  des 
différences,  sont  très-longs  ;  mais  d'une  part,  cette  marche 
tel  inévitable,    et  ses    difficultés  tiennent    à    la   nature 
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même  de  la  chose  ;  de  Paiitre  part ,  nous  donnerons  des 
moyens  bien  plus  faciles  d'obtenir  rëquationenz(54i|n). 

8.  Racines  imaginaires. 

5x9.  Soient  a^  h,  c...  les  racines  d'une  équation.  .  . 
X"  +  P^"^  ""*  +  ...=  X=  Q  de  degré  pair ,  et  sup- 
posons d'abord  que  2  ne  soit  facteur  de  m  qu'à  la  1'*. 
puissance  (comme  pour  m  =  6fXO,i4  *  •  •)• 

Formons  l'équation  ^  =:  o ,  qui  ait  pour  inconnue 
^  =  a  -f.  3  ^  rab ,  r  étant  un  nombre  quelconque.  Pour 
cela,  nous  éliminerons  a  et  3  ,  entre 

hts  racines  de  ^  =  o,  seront  aussi  a  -{-  c  ^  rac ,  .  .  . 
Ici  9  comme  pour  l'équation  au  carré  des  différences  9 

le  degré  de  ^  sera  n  =  m  .  *— —  ;  or  n  est  impair , 

puisque  les  facteurs  ^  m  ,  et  m  — -  i  le  sont  ;  donc  ^  =  o 
a  an  moins  une  racine  réelle,  telle  que  ^  =  a  -{-  ^  -|*  rab. 
Comme  on  peut  attribuer  à  r  un  nombre  illimité 
de  valeurs  ;  on  formera  ainsi  autant  d'équations  ^'  =  o  , 
^*  :=:  o  y . . .    qui  auront  chacune  au  moins   une  racine 

réelle  ^   a  ^  c  -{•  r'ac  ,  ou  ^  -{-  c  4"  ^^^  *  ^^  ^^^ 

On  voit  donc  qu'on  devra  trouver,  au  plus  après  n 
calculs  semblables ,  une  équation  ^  =  o ,  dont  la  racine 
réelle  soit  ^'  =r  a  -^  ^  4*  ^àb^  c.-à-d.  formée  du  sy^ 
lémc  des  deux  mêmes  valeurs  a  et  6,  qui  entrent  dans 
la  racine  réelle  déjà  reconnue.  De  sorte  qu'on  est  assuné 
que  parmi  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  Xs  o  ,  H 
en  est  au  moins  deux  a  et  ^,  telles  qu'en  posant 

a  4.  3  4-  rab  ^=  g  ^     «  +  3  +  ^^  =  8^9 
}g  tt  g^    sont  réek  :  et  par  conséquent  a  -j^  à  ti  êb  le 
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sont  aussi.  Le  diviseur  x"^  —  (^  *f-  ^)  x  '^  ab  de  X^ 
est  donc  une  quantité  réelle  du  second  degré  ;  ou  ,  ce 
qui  revient  au  même ,  deux  des  racines  au  moins  de  X=:Of 
sont  de  la  forme  x  ^si  p  dt.  q  yj —  i. 

Supposons  maintenant  que  m  n'ait  2  pour  facteur 
qu'au  carré,  (comme  pour  771  =  49I2920 .  •  .),  alors  le 
degré  n  de  <Iî=:o  n^aura  a  pour  facteur  qu'à  la  i*^*.  puis- 
sance. Ainsi  ^  =  o  aura  au  moins  une  racine  de  la 
forme  a  -|-  ^  +  ^^^  =  «  -f"  /^  \/ —  i  :  et  de  même 
que  ci-dessus ,  en  donnant  à  k  d'autres  valeurs ,  on  aura 
aussi  «  4"  ^  +  ^'^^  =  «'  +  iS'  yj —  I.  Les  valeurs  qui 
en  résultent  pour  a  '\'b  t\ah  sont  aussi  de  même  forme 

fl  +  hT=zA  =  g-\-hyJ—i,  abz=zB  =  s'  +^'\/—^f 
X=:  0  a  pour  facteur  x^  -^Àx  -{-  J5  =0  ,  d'où 

Or  A'*  —  ^B  est  visiblement  de  la  forme  k±J \/ —  i  ; 
assignons  celle  de  ^(A  ±  /  y/ —  i  ).  Pour  cela  ,  faisons 

+  =  V^  (  A  +  /  V/ -  I  )  +  ^  (  Ar  -  /  V/- 1  ) 

or  =  v/(Ar  +  /x/- 1  )  -  %/(  A.- /  |/-  I  ), 
d'où      ♦»  =  aA-f  2V'(fe'-f-^),    é»'=2Ar— 2v^(ft^  +  /'). 

Comme  V/C^'^f"  '*)  ^*^  ^  ^»  ^"^^  V^^  *®'*  '^  signe 
de  k ,  ce  radical  donnera  son    signe   à  i^^  et  à  «^   :   on 

voit   donc   que    ?k*  est  positif  et  *'    négatif;   faisons.  .  . 

■^r=z  h'  et  a  =  V  \/ —  I.    En  ajoutant  et  retranchant  nos 

équations,    il  vient 

Par  hà  notre  racine  devient 

de  sorte   que  x  a   encore  deux  racines  de  la  forme.  .  • 


Eacines  imaginaires.  5g 

X  =/'  'izq  yj —  I  f  et  par  conséquent  X  a  un  facteur  réel 
du  second  degré  (x  —  p)*  -j-  ^•. 

Si  2  n^est  facteur  qu'au  cube  dans  m  (  comme  pour 
I72c=8f24.*>  )«  2  ne  le  sera  qu'au  carré  dans  n  ;  ainsi  «^  a  un 
facteur  réel  du  second  degré  :  'K  est  donc  dans  le  même 
cas,  puisque  le  raisonnement  précédent  a  encore  lieu; 
et  ainsi  de  suite.  Donc , 

x^.'Touit  équation  de  degré  pair  ^  est  décomposable 
en /acteurs  réels  du  second  degré. 

%^.  La  mime  chose  a  lieu  pour  les  équations  de  degré 
impair ,  mais  il  y  a  en  outre  un  Jacteur  réel  du  premier 
degré  ii^). 

3®.  Les  racines  imaginaires  des  équations  ne  peuvent 
être  que  Je  la  forme  p  i  q  v/  —  i  • 

4*.  Toute  fonction^  algébrique  FJiepiq  \/  —  i, 
a  la  même  forme  ;  car ,  faisons  ç  ^^  p  :iz  q  \/  —  i» 
d'où  [9  "^  py  +  ^*  t=  b.  Désignons  par  0 ,  ce  que  de- 
vient la  fonction  F^  ou  |r=rjp(^).  On  fera  dispa- 
roitre  les  imaginaires  par  des  élévations  de  puissances, 
et  il  en  résultera  une  relation  réelle  entre  I  et  ç  \  de 
aorte  qu'éliminant  ^  à  l'aide  de  (  ^  —  /?)'  +  y'  =  o ,  îl 
ne  restera  plus  d'inconnue  que  é.  Or,  les  racines  de  0  seront 
nécessairement  de  la  forme  0=ad::/3\/ —  i.  Donc,  etc.. 
La  même  chose  auroît  lieu  ,  si  F  contenoit  deux  quantités 
Imaginaires  p  it.  q  y/ —  x  ti  p^  :iL  q^  \/ —  i  ;  ou  même 
un  plus  grand  nombre. 

5ao.  Soient,  d'après  cela,  a^  bj  c, , , .  les  racines 
réelles  de  l'équation  X  =z  o;  et  ses  racines  imaginaires 

«d:/8\/— I,     y±J*Y/****  •  •  • 
Les  différences  de  ces  racines  seront  de  quatre  sortes. 

t*.  Efftre  deux  racines  réelles  »  fl-^  b^  a  —  f ,  •  •  •  les 
carrés  seront  positifs. 
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2^.  Entre  deux  racines  imaginaires  d'un  même  couple  f 
±a/8^— i;i:a^v/—  i,lcs  carrés  seront  néga- 

tife~4^»,  — 4/« — 

3**.  Entfe  une  racine  réelle  et  une  imaginaire  .... 
451  —  «±/8v/  —  i»^— «rbiSx/  —  i,...lc  carré  sera 
imaginaire  :  à  moins  qu^on  n^ait  a  =  «  ,  alors  il  seroit 
négatif — j6*,  et  se  rencontreroit  deux  fois. 

4*.  Entre  deux  racines  imaginaires  de  couples  différens 
«I  —  y  ±  (i8  —  J")  \/—  1 ,  ...  le  carré  sera  imaginaire  ; 
a  moins  qu'on  nVit  ii  =  y,  ou  0^=zt:  il  seroit  négatif 
et  double  dans  le   i*'.  cas,  positif  dans  le  s*. 

On  Voit  donc  par  là  que  les  racines  négatives  de  l'é- 
quation au  carré  des  différences  Z=o ,  proviennent  des 
racines  imaginaires  d'un  même  couple  ;  à  l'exception  du 
cas  où  la  partie  réelle  de  deux  racines  imaginaires  se- 
roit la  même ,  ou  bien  que  cette  partie  seroit  égale  k 
une  racine  réelle  ;  mais  alors  i?  =  o  auroit  des  racines 
négatives  égales. 

521.  Cela  posé,  cherchons  les  racines  négatives  de  Z  ==  o  ^ 
pour  cela  ,  changeons  r  en  —  z ,  et  trouvons  les  racines 
positives  h  j  i\  . . .  pub,  posons  A  £=  4iS*  9  '==4  y****  t 
d'où  fi  =  ±  J  \/  ^»  y  =  rt  "5  \/  »  »  . . .  on  connoltra 
par  là ,  la  partie  imaginaire  de  chaque  facine.  Pour 
obtenir  la  partie  réelle ,  on  fera  «  =  «4*  /8^-^i, 
dans  X  ^  O9  on  égalera  à  zéro  séparément  les  termes 
réels  et  les  termes  imaginaires  (494)  9  ceux-ci  seront 
divisibles  par  /S  ^  —  i.  On  aura  ainsi  deux  équations 
entre  m  et  fi  qui  par  l'élimination  pourroient  servir  à  dé- 
terminer ces  quantités.  Mais  comme  fi  est  connu ,  si  on 
substitue  quelqu'une  des  valeurs  ci-dessus  i  \/  A  9  i  \/  <••* 
on  aura  deux  rquations  en  «,  qui  devront  avoir  lieu 
ensemble  ,  tt  qui,  par  conséquent,  auront  un  commun 
«Uriseur  «91)  9  leqael  égalé  à  zcro  donner)  «• 
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Si  le  comman  diviseur  nVxistoît  pas,  cela  prouveroit  * 
que  la  racine  négative  qu'on  a  employée  provient  d^un 
des  cas  d'exception  indiqués  :  le  calcul  vérîfieroit  cette 
assertion ,  et  on  devroit  reconnoitre  qu'en  effet ,  la  partie 
réelle  est  la  même  dans  deux  racines ,  et  que  ^  =  o 
a  des  racines  négatives  égales. 

Si  le  commun  diviseur  est  du  second  degré ,  alors  deux 
valeurs  de  «  répondent  à  la  même  de  fi  ;  deux  racines 
auroient  donc  la  même  partie  imaginaire. 

Soit,  par  exemple,  ^r'  —  8  jc  -}-  3^  =  o,  dont 

«'  —  48  -«*♦+  576  X  -+•  a.56oo  =  o. 

est  Féquatîon  an  carré  des  différences.  En  mettant  —  m 
pour  z  f  et  cherchant  les  racines  positives ,  on  troavt 
X  =  16,  ainsi  4/8*  =  1^9  ^*oà  /8  =s  a. 

Mais  jr=:«±i8  ^-^i  change  la  proposée  er. 
«s  _8«+ 3a  — 3  ^»«8=o,  et  3a»  — iS*  — 8=0: 
faisant  /8  =  2  ,  on  a  a'  -—  ao  «  +  3a  =0 ,  et  «*  —  4^=0^ 
qui  ont  A  —  a  pour  facteur  commun  ;  donc  a  =  a  et 
xrza^a^—  I,  ainsi  qu'on  peut  aisément  s'en 
assurer. 

Da  reste,  «  et  /8  peuvent  être  incommensurables.  Cest 
ainsi  que  dans  l'exemple  âp»  —  ax— -5  =  o,  dont  on  a 
déjà  obtenu  la  racine  réelle ,  Téquation  au  carré  des  difi- 
férences  est  r^  —  la^  -4*  36  r  -|-  643  s=:  o  ;  mettant  -—  g 
poor r,  ona.^-{*  fAr*-{-36r  —  643 s=  o.  La  racine 
positive  est  entre  5  et  6.  Appliquant  donc  la  méthode 
de  Newton,  onar  .=  5,i6i4-—=^4  /3*,d'où/S=  i,i36... 
Or«  =  «4-/SV  —  idonne«'  — (3/S»  +  a)«-i-5  =  o, 
et3«*-— /S*  — a  poussant  le  calcul  du  commun  diviseur 
jusqu^à  ce  qu'on  ait  un  reste  do  i*'.  degré,  et  l'égalant 
à  «éro  ,  on  trouve  4«  (2/8'  +  >)  4~  tSsso,  d'où 
a  =  —  190473.  Aîftti  jrs=  —  i9o473±ifi36  ^ —  i. 
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522.  La  longueur  âes  calculs  qui  sont  nécessaires  pour 
obtenir  IVquation  Z  ^=  o  y  et  le  peu  d^avantage  qu^on 
tire  de  la  connoissance  des  racines  imaginaires  en  elles- 
mémçs,  rcndroit  très-utile  un  procédé  qui  sen'iroit  à 
donner  d^avance  le  nombre  de  ces  racines ,  afin  de  juger 
s'il  y  a  en  effet  plusieurs  racines  comprises  entre  les 
substitutions  o,i,2,3. ...  ;  car  s^il  n'y  en  peut  avoir  qu'une 
seule ,  r équation  Z  t=  o  devient  inutile  à  la  recherche 
des  racines  réelles.  Voici  un  principe  qui  peut  servir  à  cet 
objet  dans  un  grartd  nombre  de  cas. 

Soient  +  H }-- 1 f" -f 1 h  + 

les  signes  successifs  des  termes  d'un  polynôme  X  ordonné 
par  rapport  à  jc  :  formons  le  produit  X  (  x  -f-  n  )  ou 
Xxl  -f-  Xa.  Les  signes  dei  termes  de  Xx  et  Xa  seront 
les  mêmes  qufe  ceux  de  X  :  pour  ordonner  Xx  avec 
Xa  j  il  faut  placer  ce  a*,  produit  au-dessous  de  l'autre, 
en  reculant  les  termes  d'un  rang  vers  la  droite.  On  a 

+  + + +  —  +  :]'  —  +  — -t-  + 

'       +  + 1 1--^4-  + 1 h  + 

-|-*—  ï    ï «    i    i  +  i    I    i    i    H — f-- 

Le  signe  de  chaque  terme  du  produit  sera  incertain^  lonque 
ceux  des  termes  corrcspondans  seront  dilïérens ,  puisqu'il 
dépend  4e  U  grandeur  relative  de  leurs  coefficiens.  Ce  cas 
arrive  lorsque  deux  termes  successifs^ de  X  ont  des  signes  * 
contraires.;  cette  incertitude  de  signe  est  indiquée  par  la 
lettre  i.  On  voit  donc  que  le?.  Ffinations  de  signe  dans 
X  donnent  au  produit  des  signes  incertains  ,  et  les  Per-^ 
manences  des  signas  certains. 

l>'après  cela  ,  disposons  de  chaque  sighe  incertain  i\ 
de  manière  à  produire  le  plus  grand'  nombre  pos.sible 
de  tariafioRS)  on  n'en  pourra  an  plus  former  qu'un  nombre 


/ 
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^gal  h  celui  clés  lettres  f  ^  car  un  nombre  impair  de  -^ 
signes  successifs  incertains ,  doit  toujours  être  compris 
entre  des  signes  diffërens  -^  ei  — ,  tandis  qu^au  con- 
traire un  nombre  pair  est  entre  des  signes  semblables  -f- 
et  4- ,  ou  —  et  — .  X  ne  sauroit  donc  avoir  moins  de 
variations  que  le  produit ,  qui  ayant  un  terme  de  plus , 
a  par  conséquent  au   moins  une  permanence  de  plus. 

D'où  il  suit  que  Vintroduction  dune  racine  négatwe 
dans  une  équation  j  donne  lieu  à  celle  d'au  moins  une 
permanence  de  signe.  En  multipliant  X  par  x  ' —  a  , 
et  disant  des  permanences,  ce  que  nous  avons  dit  des 
variations  y  on  trouve  que  l*  in  traduction  d'une  racine 
positive,  donne  lieu  à  celle  d'au  moins  une  van àt ion  de  sjgne. 

Donc  une  équation  ne  peut  avoir  plus  de  racines  posi- 
tives que  de  variations  de  signes  ,'  ni  plus  de  racines 
négatives  que  de  permanences.  C'est  en  cela  que  consiste 
la  règle  de  Descartes ,  au  nom  de  son  célèbre  inven- 
teur ,  quoiqu'il  ne  Tait  ni  démoatrée  ^  ni  même  présentée 
sous  cette  forme. 

S2.Z.  Si  l'équation  n*a  que  des  racines  réelles  ,  elle  a  * 
précisément  autant  de  variations  de  signes  que  de  racines 
positives,  et  autant  de  permanences  que  de  racines  néga- 
tives ;  car  soient  p  et  v  les  nombres  de  permanences  et 
de  variations;  N  €\  P  ceux  dcis  racine^  négatives  et 
positives,  le  degré  de  IVquation  est  d'une  part  p  -{-  Vj 
et  de  Tautre  ^V  +  P;  ainsi  ;;  + 1'  =  JV  +  P.  Or  ,  ou 
ne  peut  supposer  p  ^  N  d'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré;  ni  ;?  >  iV  ,  car  il  en  résulteroit  ♦'  <P,  ce 
qui   est  contraire  à  notre  théorème.   Ainsi  ^  rr  iV ,  d'où 

V  =P. 

C'est  ainsi  que  si  les  trois  racines  de  l'équation.  .  . 
jc' —  12  x'-f-  4'  ^  —  29  =  0  sont  réelles ,  cUes  doivent  être 
positives,  parce  qu*il  n'y  a  pas  de  permanences.  C'est  enefTot 
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*  ce  qui  a  lieu  (5i8).  PareUlcmeni  a:'  — a?*—  2  :r  -{-  i  =2=0^ 
qui  a  deux  racines  positives  et  une  négative,  a  deux 
variations  et  une  permanence. 

Soit  aussi  x'  -i»  px  '^  g=:o.  En  remplaçant  le  terme 
qui  manque  par  :i:  o  «*  ,  on  a  a;*  ±  o  x'  +  ^x  -f-  ^  =  o- 
Or,  le  signe  supérieur  annonce  trob  racines  négatives, 
et  rinférieur  n^en  indique  qu'une  seule  :  ces  résultats 
étant  contradictoires ,  on  reconnoit  qu'il  y  a  des  racines 
imaginaires. 

*  524*  Soient  m  le  degré  d'une  équation  X=:o,  r  le 
nombre  de  ses  racines  réelles,  21  celui  des  imaginaires; 
on  a  m  =  r  -f-  a  <•  Il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  (  620)  que 
des  n  racines,  supposées  inégales,  de  l'équation  Z=o,  il  y 
en  aura  ^  r  (r— i.)  =  il  de  réelles  positives ,  i  de  réelles 
négatives,  et  21  (  r  *^  c  —  i  )  =:  /  d'imaginaires. 

Cela  posé ,  le  produit  des  R  racines  positives  de  Z  =  o 
est  positif.  D'un  autre  côté ,,  comme 

le  produit  des  I  racines  imaginaires  est  aussi  positif.  Enfin  , 

le  produit  des  1  racines  négatives  est  positif  ou  négatif, 

suivant  que  1  est  pair  ou  impair. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  étant  le  produit  Je 

ses  racines,  pris  en  -f~  ^^  ^^  — 9  suivant  que  son>degré 

n  est  pair  ou  impair  ;  on  voit  qu<f  le  dernier  terme  de 

Z  =  o,  doit   être  négatif,   lorsque  des  deux  nombres 

n  et  I ,  l'un  est  pair  et  l'autre  impair  ;  tandis  qu'il  est 

positif  dans  le  cas  contraire.    Or ,  n  •—  i  est  impair  dans 

la  I*'.  supposition  et  pair  dans  la  2'.  :  d'ailleurs 

m  —  1  . 

n:=z  m  , et  m  =r  r  +  2  * , 

2 

« 

/* C T^^  I  ) 

donnent  n  —  1  =  -^ •  +21   (  r  +  1  —  1  )  , 


Qu  n  —  I  =  fi  -|-  /;  n —  i  est  donc  pair  ou  impair  avec  R  ^    * 
puisque  /  est  pafr. 

Donc  le  dernier   ferme  de  T équation  Z  =  o  au  carré 

'.  .  ■  .  .  r  ^r— 'i) 

des  dijfférentei  seta  positif  ou^négatiJ\  sûfi/aHt  que  -^^  ■    ■  ■ 

s^rà  pair  ou  impair,   i*.  SI  le  'dernier  teirme   est  positif 

r(r— — i) 

— 1 sera  pair  \    donc  r  ou  r — i  sera  multiple  de 

4  ;  c.--à-d.  que  r  =  4Af  ou  ^=4a  -f-i;les  racines 
réelles  seront  donc  en  nombre  011^49^*8,  9,....^ 

u^.  Si  le  dernier  terme  de  ^  =  ô  est  négatif,  — ^ ^ 

r 
sera  impaîr;  donc  ou  —  et  f  —  i   seront  imj^airs;  ou' 

r  — •  I 
bien  >*  sera  impSiîr  ,  ainsi  que  * — ;  c.-à-d.  qu^onaam    - 


r  =  4  >  +  A  ott  rsr  4  A  +  3  :  le  nombre  des  racines  réelles 
sera  donc  it  ^  3,  6  ,  7,  10^  11 . .  . . 

g.  Résolution  des  équations  à  deux  ou  à  trois  termes, 

5a5:  De  Jx''z=iB\  on  tire  âP=±^/— -,  si  n  est  pair:  * 

X  D^esi  réel  qu'autant  que  A  tl  fi  ont  le  même  signe 

(128).  Si  n  est  impair  x  est  ^éel  et  a  le  même  signe  que 

R  R  R 

— ^.  Soit  donc  en  général  le  la  racine  l»^  de  — |  ou  Ar"=-j9 

on  en  tire  a:"«'-Hi"=o  :  en  faisant  x=sky ,  on  a  ^— i=o. 
Or ,  si  on  connoissoit  toutes  les  valeurs  de  y^  en  les  multi-» 
pliant  par  ilr,  oh  âuroit  celles  de  x\  donc  tout  nombre  à 
donc  pour  racine  n*.  le  proiuit  de  sa  racine  arithmétique 
par  celles  de  l'unité. . 

Ce  théorème  simplifie  ziolre  recherche  ;  ainsi  ac^- 

..  6 
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*    devient^  —  1  =  0,  d'où  y  —  1  =r  o  et  j^  +^  -|-  i  =  o; 
ainsi  ^=  i  et  j=  è(—  irtV^  —  3)  et 

x  =  k,  x  =  jA(— i±:^/  — 3). 

De  même  x*— A:*=o,  de?ientjr4 — 1=0,  d'où  jt=rti  ^ 
et,  divisant  par^* —  i,  on  a^»-f-i  =0;  ainsi  a:  =  it:Ar, 

En  général ,  la  question  est  réduite  à  la  résolution  de 

en  divisant  y —  x  par  jr —  i ,   (99). 

626.  Soit  «  Tune  des  racines  imaginaires  de  y" — 1=0; 
comme  •"=1 ,  on  voit  que  {y  y  =  «"''  est  aussi  =  i,  quel 
que  soit  le  nombre  entier /i,  positif  ou  négatif:  Téquation 

y» I  =0  est  donc  satisfaite  lorsqu'on  faitj-=  «'',  c.-4-d., 

que  si.m  ff/  racine  1  ^  l'est  aussi.  donc«%  m\  ...  *-',  «"^f. 
sont  autant  de  racines. 

x«.  Si  p  est  pris  >ii,  il*  sera  de  h  ftrme  nAr-f-r, 
I  éunt  <n  ;  àP  sera  par  là  =«-*  X  •'  ou  *•  puisque  tt»=x. 
Ainsi  au-delà  dç  ^  =  n ,  «P  reprend  les  mêmes  valeurs 
«,  •%  a*,.,  qu'on  a  obtenues,  en  prenant  pourp  les  nombres 

1,2,  3,...  1  #•  •         . 

a".  Si  p  est  négatif  comme  «-^  ou  — =-^j  prenons  î 

tel  que  p-^i  soit  un  multiplie    de   n,  on  y?4-i  =  nJir, 
<iP-*-»  devient  ;^  1 ,   et  on  a  oT^  =  «»'  ,  o*" 

Il  suit  de  là  que  les  racines.,..  tT^j  «""S  «",«'»«'»•  — 
ne  sont  pas  distinctes  et  en  nombre  îndéfioî;  ell«  se  re- 
produisent, àans  le  même  ordre  de  n  en  n  termes,  à  partir 
de  Uun  quf'lconque  d'entre  eux,  et  la  conndîssance  de  l'une 
d'elles  (  autre  que  +  i  ou  —  i  )  entraîne  celle  des  autres. 
C'est  ainsi  que j^—  1  =0  a  pour  racines  imaginaires 


Eqvatioks  a  deux  termes.  B/ 

qne  si  Tune  est  =r  «,  elle  sera  aussi  a^,  «7,...  #-**  ^  ar^ ,... 
et  Paatre  sera  a',  »^,...  oT* ,  #"^,.é.. 

5^7.  Nous  allons  chercher  tdutes  les  racines  imaginaires    "^^ 
de  l'ëqu^on  y*  —  i  tst  o,  ou  plutét  de  j^  ±:  i  =  o  »  à 
laquelle  on  ramène  dans  tous  les  cas  Ax^  dt.  B  :=  o» 

Soit  cos  x=ip;  on  a  vu  (36 1)  que 
cosox=i,  cosia:=/7,  cosaxrrza;?^»— i,  cos 3x — 4/^ — 3p,..« 

chaqucT  valeur  étant  la  somme  des  deux  cosinus*  prëcédens 
multipliés  respectivement  par  a;?  et*—  1.  Or  ces  résultais 
observent  entref^ux  une  loi  qu'on  met  en  évidence  par 
l'artifice  d'analyse  suivant  dû  à  La  Grange. 

S«it  2  cos  xz^j'^—'^;   dVprès  la  loi  indiquée  ,  pour 
«btenir  cot  ft*,  il  £i«t  multiplier  cos  Xj  où  ~(f  -^ \ 

pat  y  -| ,  et  retrancher  cos  o  x  ou  i.  On  trouve .  .  « 

j 
A  €Ds  2x  ac=^*  -j- }  on  trouve  de  même 

»  ♦ 

acos3«=jr'+--j-j  acos4*=^H 7-9  •  '  •  • 

Démontrons  la  loi  de  ces  résultats;  pour  cela',  supposons 
qu'elle  soit  vérifiée  pour  deux  degrés  consécutifs  n  -—  i 
et  n  —  a  de  sorte  que 

3  cos  (» — i)  X  ==7"-^  -f-  -— r  >  a  cos  C»-i)  *==yf^+ 


i 
multiplions  la  moitié  de  la  dernière  par  j^-| 9  retrànchpnsr 


cn  la  tUoiti'é  de  la  précédente  ;  nous  trouverons 

4C0S  nxzacy^ -Y'^^*  ^  sniStdonc  que  la  loi  soie  démon  trte 


poar  acb«  oa:5=sy*H — 3-ei  acos  aF=^+-— p, poui'étt 

conclnre  qa^elle  eJst  vraie  pour  acos  a«i  2  cos  3xy.«.i 
^         S28.  Les  râleurs  de  a  cos  «  et  acosnx  donnent 

^«  —aj"  cos  a?  +  *  =<>♦ 

jr**  —  a^  cos  hjp-^  I  =ro  ^ 
« 
équations  qui  serviront  i  connoitre  jr  et  cosnx,  lorsqu^ait 

aura  trouve  cos  x  :  ainsi ,  on  obtiendra  directement 
cos  nXf  .sans  s'astreindre  à  chercher  successivement  cos  2Xf 
tos  3  Xf ....  Si  donc  on  prend  dans  les  taftes  les  valeurs  d« 
cosx  et  cos  nxj  qui  répondent  ^  un  arc  quelconque  Xf 
nos  équations  ne  renfermant  |du8  qu'une  inconnue  y^ 
devront  s'accorder  entre  elles  et  avoir  une  racine  com- 
mune a.  Mais  sijrzs^m  satisfait  à  ces  équations,  la  subs- 
titution de pour  ;f  prouve  que-- — y  satisfait  aussi  :ell^ 

é  « 

ont  par  conséquent  deux  racines  communes ,  où  plutôt  fa 
première  équation  diidse  la  seconde*  Soit  ^  =i  lia?,  il  facft 
donc  que  ,  quel  que  soit  9, 

Sag.  Appliquons  ce  théorème  Ji  la  recherche  des  racine 
de  /"  qp  I  =  o.  Si  on  fait  9  =  fty ,  k  étant  un  eiitîer  quel- 
conque, et  ir  la  demi-circônférence,  cos  9  sera  =4-1  ou=-i, 
suivant  que  Jt  sera  pair  ou  impair  ^  et  te  a*,  trinôme  de- 
viendra jr  »"  qpaj^  -{-  I  ou  {y  qp  I  )".  Ainsi, 

^•— a^cosf- J+  1  dime  yppi 4 (a) 

^ttf /  fctf  soit  VeMier  k ,  pair  Idrsfii'on  a  y*  —  1 ,  impair 


ZQIf AXIONS  A  B:EUx  TJSR1»S.  69 

fùur  y*  -f-  »•  Cependant  si  ^*  —  ay  co»...  est  un  carre ^  on   *. 
prendra  seulement  sa  racine  pour  diviseur  de  ^  qi  1. 

Comme  n  4*  ('  et  it  —  1  sont  ensemble  pairs  on  impah^, 

«dît  fc as  I»  ±  I ;  l'arc—-  deviendra  9  zt:  — ^  :  cas  arcs  ont 

le  m^e  cosinus.  Ainsi  lorsqu'après  avoir  pris  pour  k  lèa 
divei^es  valeurs  (paires  on  impaires  ) ,  on  veut  feîre  ft  >  n  ,: 
le  trinôme  jr^  —  2]f  co».,..  reproduit  les  mêm^s  facteurs  eq 
sens  inverse. 

Si  on  prend  ft  >  an ,  alors  i  est  de  la  forme  a  lii  -fc- 1%* 
1  arc -— devient  a/sr4--—  doQt  le  cosinus  est  encore  le 

ipéme  que  si  on  eât  fait  kt=;it  On  retomba  encore  sur- 
les  même  facteurs  que  ci-dessus,  mais  dan#  U  mém^  ordre« 
tl  est  detn  inutile  4'attriàuer  à  k  dei  yaleun  >  H. 

Si  n  est  pair  «  |n  -^  1  et  ^  n  -n-  /  sont  aussi  pairs  ou  im-^- 
pairs  ensemble  ;  kz=i^n^t  donne  pour  — ^  les  arcst  •  • 

i  V  ;t:—  dont  les  cosinus  sont  égaux ,  mais  de  signe  con-*. 

traire  ,  de  sorte  que  quand  n  est  pair,  au-delà  que  k=^n, 
en  retombe  sur  les  mêmes  facteurs  du  second  defri^  a» 
signe  près  du  second  terme  qui  est  dijjirent. 

Dans  touis  les  cas,  les  facteurs  q^'ou  obtient  ep  fUsant 
k<^n  sont  visiblepient  difTértns. 

DOit  —  s=  ar ,  en  résolvant  Téquation  jr»— aycosjc-f-i=a 

QB  a  poar  les  racines  de  jr»qri=3o  ,,y=co^  x±3Kaï  «\/— i-. 
L'imaginaire  ne  disparoU  qu'au tapt  que  |^  ^=bo  d'oi!^ 
A=:o  ;  alors  la  proposée  esty— <i==o  ^  et  op  a  U  racinei 
réelle  j<ï=:i.  a*.  x=^n^  d'où  fc=rR,  ce  qui  suppose  que  n  e&\ 
pair  danile  cas  de^  •— «  ;  ou  impair  dans  celui  de  jr»^  i  • 


I 

^o  Algèbre. 

y  rz^  —  I  «st  alors  une  racine  réelle.  Tout  cel.a  est  (Fac-% 
cord  avec  ce  qu'ort  conuoît  d'aitleurs. 

*       53o.  En  n^euanjt — r  paur  jf ,  on  prouve' 


(^)+ 


3r 2.<IX  C03   I   ■       "  J   +  o' 

jjooF  I4  ibnnulc.  générale  des  facteurs  de  ^  ico^. 

Soit  a;4  -j-  fl4 ,  dn  fera  fc  sr=.  i  ,  et  =  3  ;  mais  comme  les 
arcs  ^  V  et  ^  ^  ont  leurs  cosinus  égaux  en  signes  contraires, 
^t  qtie  cos  5o'  =  î\/2 1  00  a 

Pour  j'û-f-i ,  on  fera  k^=zi^  =3  et  =5  ;  comme  cos  \  «>=o 
«t  sin  -1^  =  J,  (352)  ;  on  en  conclut  cos  ç5r=  iv/^t 
enfin  cos  1  «•  =  •—  cos  J-  sr ,  et  on  a  les  facteurs  ^"  +  i  > 

Soit  jc^-^a«;.on,fera  <;=x:o.,  csa,  =4  et'ss*;  W  »flW^ 
a:  4-  0  9  X  —  « ,  «*  —  ox  -f-  ^^  e*  x^  '\'  ax  +  à^. 

^pfiq  ^— i    donne  y— i ,  ^-^a^cofrfTr-4-i  et 
\y'  +  ^Jf  cos  ^ «r  +  I ,  à  cause  de  cos  f  «•  =  —  cos  «gir. 

g  33  X.  On  a  trouvé  une  construction  élégante  de  ces  faon 
fc  teurs,  et  c^est  ce  qu^on  nomme  le  Théorème  de  Côtes ,  du. 
nom  de  l'inventeur  ;  voici  en  quoi  il  consiste.  Sur  le  dia- 
mètre quelconque  AH  du  cercle  ACHL^  dont  le  rayon 
RA:=a^  on  prend  un  point  arbitraire  O;  puis  on  partage 
1^  CQuche  e»  2/1  partie,  ég^i^-Àûi  oBy  Bif  b€f»..  chacun  de 

ces.  atcâ^  estss :  01^  n^ne^  les  rayons  vecteurs  -â»,  QBy 

*  '  n         ■ 

Oi^,,...  Cela  posé  soît^C=«,  OjR=a:,  CP  perpendi- 
culaire s\ir  RA ,  donne  le  triangle  RCP  dans  lequel  on  a 
CP:^=û  sin  «,  RPz=:acos  a,  d'où  0P=;:  tfco&  a  —  ar  ; 
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donc  OC*  =  X*  -^  afljp  cos  «t  +  a*  ;  cl  comme  AC  répond   £. 

à  un  nombre  k  d^arcs=  — .  on  a  «=r — •  ^ 

13  » 

OC*  on  OCx  OL  est  donc  facteur  de  j:"  qi  a"  suivant 
fue  le  nombre  k  de  divisions  estpair  ou  impair  2  et  comme 
OjÉ  z^a-^x  et  Olf  srtf -t-£r ,  il  est  aisé  de  voir  que  si 
Z'^  Z^....  sont  les  rayons  vedteurs  menés  aux  points  de 
division  pairs ,  et  z^  z^.„.  de  nàlme  pour  tes  impairs,  on  â 
Ql—a^  =  Z'.Zf*.Z^....  Il»  +  a:»  =  ;e'.r'^.y.... 

L'ongine  des  rayons  vecteurs  pourroit  aussi  être  prise 
eirO^  sur  le  prolongement  du  diamètre. 

532.  Parmi  les  équations  i  troîa  termes,  preikoas  celles  "^ 
011  Tun  des  exposans  est  doi:dl>Ie'  de  Fautre  :  soit  donc 
Ax^"  4-  £  jp"  +  Cs=:  o.  En  faisant  o^sszz^  on  a  Tëqua-p 
tion  du  2*.  degré  Az*  -{-  Bz^  C:=so.  Lorsque  les  racines 
sont  réelles^  en  les  désignant  par^eit  ^,  on  a  les  équations 
à  deux  termes  «"  sz^  j  x^^szg  qu'on  sait  résondre. 

Ainsi  y  pibur  trouver  deux  nomhres  dont  le  produit  soit  10 
et  kl,  somme  des  aties  x33,  Tan  de  ces  nombres  ët^t  Xy 

Tautre  est  —  ;  donc 

X 

10' 
«*  +  — s— «ti33  on  op^— i33  «-f '®®®^*==*>t 

Xr 

En  faisant  *'=  r,  on^tfonve  ra=|  (  i33  rt  1 17  ) ,  ainsi 
90^=  laS  et  «'s 8.  Soient  donc  i  ,  «  et  «*  lei  racines 
cubiques  de  i,  tronvées  ci-dessuf  (Sa5),  on  a  six  valt^ufs  de  x^ 
qui  donnent  pour  les  trois  solution»  du  problème ,  5  et  ar, 
5  a  et  2  a*,  S  a*  et  2a  :  la  première  est  seule  réelle. 

Si  Téqualton  en  «  a  ses  racines  égales^  alors  (i38) 
on  a  B*  — «  4  AC  sr  o ,  et  la  proposée  est  un  carré  ;  aiiisi 
die  se  réduit  à  la  ferme  <z  jc^  «-^  ^  r=:  o. 

533.  Enfin  si  Az*  +  Br  4-  C  =  o  a  ses  racines  irhagt^   * 
Roxm,  J?*  —  l^AC  est  <o  :  on  fera  Ax^''  =  C^'»,  ce  qui 


I 

y^  Algèbrb. 

4  ^amènera  fat  proposée  à 

^nation  de  même  ibnne  i  ma»  comme  les  c^fficieni. 
extrêmes  sont  =3 1  ;  elk  est  -comparable  à  ceHe  <(i)u  Oii 

^mm»  S. 

?  osera  donc  cos  9  =  —  9  puis  on  cherchera  à  Taidij 

des  tahles ,  quel  est  Tare  9  qui  satisfait  à  cette  condition 

et  jr*  —  2 j"  cos  (  —  J  +  ï  **Ç*  diviseur  de  la  proppséç^ 

Gimme  il  y  a  une  infinité  d^arcs  9  qui  satisfont  ^  notre, 
équation  ^  un  peut  prendre  pour  (f  ^  ^  -{•'  2t^  9>|-4*9***- 
^  -|-  s'ilrsr  quel  que  soit  l^entier  k^  ce  qui  donne  pour  la 
ferme  générale  de  nos  diviseurs 


jr»  —  akjrcos   f  II      "  ■  '  .  j  -f-i=ao;  et  cos  ç 


^VC^C) 


JNotre  hypothèse  comprise  dai\$  cette  dernière  équation  est 

d'ailleurs  légitime,  puisque  B'^ — ^AC^  o  donne  cQs  9^1^ 

Il  sera  d^aiHeurs  inutile  de  supposer  ^  ^  n ,  car  soi^ 

j^=39/4-(,    l'arc    -^-^ devient  :&Jtr  +  -^^--2-^ 9 


n  n 


le  cosinus  est  le  iqême  que  çç^ui  dç  ^acc  qu'on  a,  obteuu  eu 
faisant  ^  =  /  ;  ainsi  on  re^omhe  sur  le  même  facteu^'. 

Spit,  par.  exemple,  a^'^a.x^'\-»=o ^  on  fait ;;|p^=:2 j^ , 
«t  ii  yieut  jif^— j^'v/4+  i«=?o  :or  çoii  9  =  —  ^  y  a.  inr 

dique(353)que  (^z=ziSo\  on  a  donc  pour  —        .■»  .   \t&  arcs 

de  5o^..  )S3*  f  M.  3t6*  1  v  ^^  coeflic\en$  de  nos  (acteurs 
^oiit  donc  2  cos  5o?.s=r\/a,  — -asiu  83%3333s=«>i,93iâ; 
^sin  i6,%6666=;;:o^5i76«  A^i^  Içs  ^ctçu^  de  V^^IQ^-!: 
jioq  çn  j^  sont 


]PQUATIOM$  A  TBOIS  TERMES.  ^^ 

4 

jf»-i,4i4ây+i=o,y+i,93i8y+i=:o^/«-o,5i76y4-«=p^  1 


d'oà  on  dédait  aisément  cenx  de  la  proposée. 

Soit  de  même  54^-— Wjr^-f-S^^  9  ;  faisons  »=iay^  t% 

U  viendra  j^-— Jj'+iïsbo  ,  d'où  cos  ^=^,  et  ^ 67*,  i8ia  ; 

ainsi  ,  les  coeificiens   de  nos  facteurs  sont • 

a  cos  ^%o6o4  =  if79Sa;  — a  sin  Cbf,%37  =r— X|€Çii  ; 
^nfin  —  asin  4%â729B=s<:-*o,i34i  (*)• 

■ 

-  (^)  Quand  FiqiiatMm  k  trob  teittéi  i|^ft  pM  rmi  de  Mi  c^potans 
Rouble  de  Vautre ,  on  cmplo^  le  procéda  nÛTant.  Soit  x^—  x  4.  i  =:  o  ; 
on  repréaenieFa  run^  det  racinei  par  x  ^  I  (  coaf  4.  v^—  i.  ain  f  )  | 
ce  qaV»  peut  toujours  tujfpomx  (note ,  $4'  1 1)  )  ^^  "^i*  (^^  9  4^$ 

x^=|4  (coa4  9 -I- •^i  >tn  4 f  )  3 

^  «ubaiitiie,  et  la  tranaftwinée  Hm^P^Ç  v/  — i  s  o ,  se  paruge  (494). 
fn  deux  ^utres  P  ^o,  Q=:p*  Qn  a  donc 

9^  ÇM  4  f  —  '  cet  f  4.  I  ??  o  et  i^  aip  4  f  "^  '  ^û'  f  =  o^ 

* 

Eliminant  1^,  il  Tient  l(coa'49-ûi9  —  ■in4f*  ^'^  f)-t-*ÛB4t  =  ^9 

lin  4? 
^'oh  •  =s'  ■■  a*  >  (3f  56}  j  rabititiMnt  da^  la  a'*,  de  pot  éqiistioiit|  of 

a  ppur  déterminer  f 

MP*4f  — , 

j  siO''  3f .  auK  f 

Jk  Faide  de  queiquii  eiaaia ,  on  rtconiioltré  faicntèt  entra  qoeb  de|ré| 
voisina  lomb^la  valeur  de  f.  ^  pois  par  des  fausses  positions  (i48)  9  «ft 
calcul  assez  court  donnc^  t  avec  toutç  Tçuctituds  de»  tdbies.  Soit 
f  =s  ;  y ,  le  !•'.  membre  devient  ^  ^  f  =:  34<»  donne  -h  0,99980  j  les 
erreurs  sont  donc  -f-  ^  et  ^  o,-ooot5  :  Q  est  aisé  de  psswr  de  là  à 
t  =a  33j99^.  Far  suite  £1  s  1,926739  j  dona 

X  3  0,737136 -f>o,4^<'0' 4  V^  *• 
lie  même  calcul  V<Vpl>^P>e  T^iblevient  à  «x*"  ^  ix  ^  e  s  o,  formi 
à  laquelle  00  peut  ramener,  toute  équaûuu  à  trvis  M^r^n^s  |  puis<ju*(M| 
f^y  suppose  pas  m  eaitcr*  On  a  alors 


7^  Algèbre. 

«   soit  en  prenant  les  antres  valeurs  de  x^  soit  en  recourant 
aux  théorèmes  précédens  (5a6). 

PourV/(8  +  4v^5),  onaû*  — 3  =  — 16,  et  on  fait 
ir=4,*c=— X,  et  4x3 -j.  3«~2  =  o  d'oùx  =  ^e^ 

j#  =  5î  enfin         3^      pour  1^  raciae  cbcrcbée. 

3 

De  même ,  \/(  —  10  +  g^  —  3)  donne  r  =  i  , 
4**— aix  +  10  =  o,  d'où  xt=z2f  ^=if  =  —  1  ;  par 

çonsëqpienta  +  V— 3,  ï  + î  V"  — 3»  — î  +  iV  —3 
pour  les  racines  cherchées. 

n  m 

En  faisant  ^(a  +  ^*  )t=(  x  +  ^jr  )^^  ^  on  aurok 
par  te  mime  procédé  la  racine  m'  de  a  -^  ^b  :  il  est 
ipntile  de  nous  y  arrtter, 

II.  Equations  du  troisiime  degré. 


»  • 


536.  On  peut  toujours  ramener  Féquation  du  3*.  degré 
à  la  form^  x'-f-^x-|"  7  =  ^1  (Soa).  Pour  la  résoudre  ,1 
snj^sons  xss^^e^  c-à-d. ,  regardons  l'inconnue  comme 
b  somme  de  deux  autres  j  nous  aurons 

«»  es  jr»  4.  r»  4n  îjr^  iy+z)  =y  +  *'  -fS/zx  ; 
d'où  x*  — 3^-rx — (y*-f- jp'Jcso. 

Comparant  à  x^  +px  «f-  9  =  o.,  on  trouve 

Telles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  sa tisfairej^  et  ^,^ 
pour  que  leur  somme  soit  x.  Pour  éliminer  jr  et  x,  le  cub^ 
delà  i".  équation  étant  ^z's= — yfP*»  on  voit  que 
jr*  et  jc*  sont  deux  quantités  dont  le  produit  est  — tjP^w 
ft  dont  la  sçmnie  est  ^-^  ;  elles  sont  donc  (13794***^ 


'  I^EOISIÈHE  DEGÀit.  ^f 

Us  ndnes  de  Péquation  du  2*.  degré  ^ 

^u^on  nomme  la  Réduite,  Soient  /  et  t^  ses  racines 
-i9±y/iirl^-^-ir).  Oh  »>>«/,  «'  =  «'. 

l)ësignons  par  i ,  «  et  •*  les  trois  racines  cubiques  dil 
ranilë,  ouM=^i(ï+V-^3)»  ••=— i(i-^V— 3)t 
(826)  ;  nous  aurons 

S-  5.  s.. 

ir  =  ^f,  an  «  V^f ,  î=  a»  v^f'. 

Four  en  déduire  x  ou  ^  -{-  r ,  il  ne  faut  pas  ajouter  indifr 
féremment  deux  quelconques  de  ces  valeurs ,  ce  qui  doil^ 
neroit  9  racines  :  en  effet,  au  lieu  d'employer  Fëquatioa 
yz  =-*-|/?,  on  en  a  pris  le  cube  pour  faciliter  le  calcul  f 
te  qui  a  triple  le  nombre  des  racines  ?  il  convient  donc 
de  ne  prendre  que  les  valeurs  de  jr  et  ;r  dont  le  produit  est 

réel  et  =-^J;>.  Comme  •'  s=  i  et  V"  (  ^^  )=  —  ip  i  on  ^ 

tonsnltex  à  ce  sujet  le  n*.  S^x  9  Ut- 

i*.  Si  la  Riduiiê  a  s^  racines  imaginaires  9  lés  troii 
valeurs  de  x  semblent  aussi  imaginaires,  ce  qui  est  con«» 
traire  i  ce  qu'on  conhoit  (49^,  3*.)*  H  convient  d'ex-* 
pUquer  ce  paradoxe  dont  la  difficulté  a  longtems  arrêté  les 
analystes ,  qui  pour  cela  l'ont  nommé  Cas  irréductibk  ; 
il  a  lieu  quand  /?  est  négatif  et  qu'en  outre  ^p^  ^  ^7f** 

Lts  valttus  de  /  ont  la  forme  «rb  A^  "^  it  «*  ii  «'agi< 


7^  AlgÊbrb. 

d'en  extraire  la  racine  cubique.  Or,  sanâ  eiëcuterles  déve<^ 

loppemens  de  (a±ib^  —  x  )^  par  la  formule  de  Newton 
(484))  on  voit  aisëment  que  les  imaginaires  ne  doivent  affec- 
ter que  les  puissances  impaires  de  b,  et  que  l'un  d'eux  se  dé- 
duira de  l'autre  en  changeant  b  en— ^^  c.-â-d.,  en  priant 
les  termes  imaginàîfes  en  signe  contraire.  Désignons  donc 

^  s 

(  a  -|-  i^  —  I  )^  par  P  +  Q^  —  i  =  j/f ,  nous  aurons 

(fl — b^ — x)^=sP— Çy^  —  i  =  ^t^^tn  sorte  que  la 

somme,  ow^t^  ^  fszz  a  P,  est  réeUc  ;  c'est  la  x**.  racine. 


Si  on  retranche  au  contraire,    on  aura 


3  3  • 

^t —  y /'  =  aÇv  —  1.  Or ,  mettons  pour  «  et  ••  leurs 

valeurs  dans  les  autres  racines  de  x^  nous  trouverons 

jquantitë  réelle.  Ainsi  dans  le  cas  irréductible  les  trois  ra-^ 
cines  sont  réelles,  précisément  lorsqu'elles  se  présentent 
sous  une  forme  imaginaire.  Cela  vient  d'un  vice  de  notre 
méthode  :  car,  en  supposant  «£=^ -f-x,  nous  avons  par- 
tagé l'inconnue  en  deux  parties  dont  elle  est  la  somme ,  et 
rien  n'empêche  i](ue  chacune  ne  soit  imaginaire  quoique 
cette  somme  soit  réelle  ;  il  devient  même  prouvé  que  l'une 
de  ces  conditions  emporte  l'autre.  Nos  valeurs  ne  pou- 
vant alors  donner  les  racines ,  il  faut  recourir  à  un  autre 
{irotéd^.  ' 

ii«.  S!  la  réduite  \  ses  racines  /  et  ^  réelles,  la  x'*. racine 
Sst  visiblement  réelle;  quant  aux  deuxautres,  enlesmettant 
jlotis  la  forme  (p) ,  on  voit  aisément  qu'elles  sont  imagir 
baires.  Cependant  si  /  =  z',  elles  sont  réelles,  et  on  a 

333 
«x=.ayf|    x;^*^\ft  et  «ta— -y/, 
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ainsi  U  proposée  a  deux  racines  égales  qaand  celles  de  i\ 
la  réduite  le  sont  aussi. 

Soit  y*  — 3jr' -J- lajr  — 4  =  0,  on  faît^sx^-x, 
pour  chasser  le  2*.  terme,  et  on  a  x'  -)*  9^  +  ^=  o^ 
d^où  ^  =  9  Ci  yc=:6.  La  réduiu  art  i«  + filsay^.d'oà 
f  =  3,  t'c=s— -g,  puis 

3  s 

*  =  ^3—  y  g  =  —  0,63783. 

Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires,  savoir.  .  •  • 

s  3  s  3 

«V3  — «V9»  *V3  — •V9- 

■  On  trouve  enfin  jr=:o,36ai79  «U:. 
Soit  de  même  x'  —  Sx  —  18  =  o  ;  la  réduite  est .  .  • 

V  — 18/  +  I  ==:  o,  d'où  '=  9rfc4  V^  •  '*  "M^inc  cubique 
.(535)  est  I  ±  ^  ^5  ;  la  somme  de  ces  deux  valeurs  est  S  : 
c'est  la  seule  racine  réelle  de  la  proposée. 

Pour  x'  —  27  X  -|-  54  =  o ,  la  réduite  est 

V  -f-  54^  -{"  7^9  =  0,  dont  les  deux  racines  sont  — •  ay  ; 
ainsi  celles  de  sr  sont  -^  6,  3  et  3. 

De  même  x^  — 3jc=a,  donne  /*  — a/+  i=o  ou 
(/ —  I  )*  =  o;  ilonc  jDs=a,=:— î-i,t=2—  I. 

537.  Revenons  au  cas  irréductible.  On  sait  (  3a8 ,  5a8  )   '^. 
que  r  étant  le  rayon  des  tables  et  ^  un  arc  quelconque , 
la  1**.  des  deux  équations  suivantes  divise  la  a".  ' 

jr»^:tjrcas^f +  ?•=!«. (3), 

^  — ai-^€o»f +i«at:o (4), 

Au  lieu  de  f  ,  ou  peut  mettre  400*  -f*  ^  ^  ^^  *^  ^'  ^^  t 
pn  ramène  l'équation  j:'  — jpx  —  y  =  o,  à  la  forme  4  en 

faisant  x  =  mT  r  -f-  -«^  j ,  m  et  n  étant  deux  indéter-^ 

minées  :  car  en  substituant  et  ftisant  îm'nscp,   on 
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it  Enfin  passant  tout  dans  le  i*'.  membre,  mettant  x  poar 
y^z  -^Uj  et  comparant  avec  la  proposée ,  on  a  pour  dé- 
terminer les  inconnues  j-,  zetu  dont  x  est  la  somme, 

jy«  +  r«  +  «*  =  —  i/?,  8yzu  =  —  q 

nous  avons  simplifié  la  dernière  en  mettant — ^p  pour 
j-*  +  '*  +  ***•  Ï-*  ^*-  donne  y'^z^u'^  ■=  ^q*  :  donc  j^\f  «* 
et  zi*  sont  trois  inconnues  dont  le  produit  est  ^y*,  la 
somme  —  ^p  ^  et  la  somme  de  leurs  produits  a  à  a^ 
•J^(p*  —  4'')>  £^Uc$  sont  donc  (  49^)  ^^  ^^^^  racines  de 
Pé^uation 

'■+*''+(^^)'-i=- 

OU         j'-fapj'  +  C^'  —  4'*)'*  —  y'  5=o, 
'en  faisant  /r=:^5  pour  simplifier.  En  résolvant  cette  éq[ua«- 
tion ,  qu^on  appelle  Réduite ,  on  aura  trois  racines  s ,  s' 
et  x"  ;  d'où 

Comme  jr  z=jr  ^  z  -{-Uj  il  faut  combiner  ces  résultats 
par  addition ,  ce  qui  donne  8  solutions  :  mais  nous  savons 
que  j^m  ==  —  -J  y ,  c— à-d. ,  que  le  produit  ^/(  5  s's^  )  est 
de  signe  contraire  à  ç;  d^ailleurs  au  lieu  de  cette  équation, 
nous  en  avons  employé  le  carré ,  ce  qui  a  doublé  le 
nombre  des  racines,  et  donné  des  résultats  applicables 
quel  que  soit  le  signe  de  q  :  donc 

1**.  Lorsque  q  est  positif,     a,^.  Lorsque  q  est  négatif. 

Voyez  à  ce  sujet  le  n*.  541 ,  V. 

I*.  Si  la  réduite  a  ses  trois  racines  réelles  ^  elles  doivent 
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éue  toutes  positives,  ou  bien  il  y  exi  a  une  positive  et  ^« 
deux  négatives ,  car  le  dernier  terme  —  ^^  est  négatif,  ce 
qui  annonce  au  moins  une  racine  positive  (  498 ,  2^.  )• 
Dans  le  i*'.  cas  ^5,  ^ s^  et  ^ s'*  sont  réels,  ainsi  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  réelles.  Elles  sont  ima-' 
ginùires  au  contraire  dans  le  2,^.  cas  où  deux  des  quantités 
s^  s^  j  s'f  sont  supposées  négatives.  Cependant  si  ces  deux 
racines  négatives  étoient  égales ,  la  proposée  auroit  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires^ 

3**«  «Si  la  réduite  ne  tombe  pas  dans  le  cas  irréductible,- 
elle  n'a  qu'une  racine  réelle  s ,  qui  de  plus  est  positive  ; 
tes  deux  autres  s'  et  s^  sont  de  la  forme  a±'b^  — •  i  ;  de 
sorte  que  ^s'±:^j"=^(a+ô^ — i)±.^{a — b^ — 1)4 
£n  élevant  au  carré  le  second  membre ,  il  devient .  •  w  * 

afl  ±  2^(ii' 4"  ^*)  f  ^^  ^®  dernier  terme  est  ^aa; 
donc  quel  que  soit  le  signe  de  a ,  Pune  des  valeurs.  .  .  * 
aa  ±  a  ^  (  «'  +  ^*  )  ^^  positive  ,  Fautre  est  négative  J 
prenant  la  racine ,  on  voit  que  Tune  des  deux  quantités 
^s'  :£:  ^5^  est  réelle  et  l'autre  imaginairet  Donc  la  pro^ 
posée  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

11  est  avatitageux,  sur^toat  dans  ce  dernier  cas,  de  n'em*" 
ployer  qu'une  seule  racine  s  de  la  réduite  :  comme 

(^s'±^s^ys=zs'  +  s9±:iV(^'^^0f 


on  a 


V*' ±  ^»» = V  (- ap  -  i± -^) 


On  trouve  donc  pour,  les  quatre  racines  ,  quels  que  soient 
les  signes  de  p ,  ^ ,  et  r. 
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♦  Soît,  par  exemple ,  «4 —  3^»  —  ^x  —  4®  ==  o,  on  a 
P  =  —  3,  ^s=  —  4^,  r  =  — -40f  €*ïa  réduite  est . . . 
^  —  6i*  4"  ^691  —  1764  =  o  :  on  trouve  5  =  9,  qui  est 
la  seule  racine  réelle  ;  la  proposée  est  donc  dans  le  second  cas 

ci-dessus,  et  on  a  »=49  ^  =  '— i  et  jra=— ^  ~^  Tp— . 

z 

Soit  aussi  «4.— a5«*4*^<>  x— 3Gc=:o  ,  comme  p=^  — a5 , 
ç=r6o,  r=— 36,  la  réduite  est  ^—5o5»-|.769 5—3600=0, 
dont  les  trob  racines  sont  réelles  et  positives ,  5  =  91 
ssaS,  ==  x6.  L'une  suffit  pour  obtenir  nos  quatre  racines 
réelles  x  =  3,  =â,  =1,  =—6. 

De  même  »^— «ao^*-^  i^x-f- t3=:o  ,  donne  pour 
réduite  i'  —  40  *»  +  348*  —  144  =  o ,  dont  Tune  des 
racines  réelles  est  #s=  la,  donc 

«=^(3±v<(7+V3)  et«  =  -V3±V(7-V3), 
ou    «=:4»68709.«  •  0|563t5..  •  — -4,037^5 •  •  •  *— 1,22^99. 

i3.  Dês  Fànciii^ns  yr^nitrifuês, 

m 

S39.  On  dit  d'une  fonction  qu'elle  est  Symétrique  f 
lorsqu'elle  n'éprouve  paa  d'altération  en  y  échangeant 
entre  elles  deux  des  lettres  qui  y  entrent  ;  telles  sont  les 
salivantes  à*  -{•  b*  f  ^a  -h  V^  1  ^-{'sina  -{-  sin  &...  qui 
demeurent  les  mêmes  lorsqu'on  met  b  pour  «,  et  a  pour  h. 

Soient  a,  ^ ,  c,»„  les  racines  d^une  équation 

les  coefficiens  donnés  p^  f  •  • .  sont  des  fonctions  symétri*- 
ques  de  a  ^  «•  •  f  (493) •  Cherchons  les  sommes  des  diverses 
puissances  des  racines^  et  dcsignonfr-les  ainsi 

j,=a+b+c. .  ./«=«•+»•+«•. . .  Ji=u?+b^+i^.. .  etc. 
£n  divisant  X  par  «— •  o ,  lé  quotient  exact  sera  (100) 
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+p 


+  y 
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-|.aw-3^ 


etc. 


En  changeant  toar-4-tour  a  en  ^9  e •  • .  on  a  les  qnotiens 
de  X  divisé  par«  — ^,  «  —  £•••  Ajoutons  ces  m  quo- 
tiens  et  n*ayons  égard  qu'aux  coefficiens. 

1**.  Celui  de  «*"-*  sera  (a  -f.p)  4-  (M-p)  +  C^+p) +•  •  • 
ou  a^^4.«  +•••  4""^  =^/*  "f"  ^* 

SL^.  Pour  jp^*'  on  devra  de  oiéme  ajouter  k  a*^-  ^+  f 
autant  de  quantités  semblables  en  A  «é  •  •  qu'il  est  néces- 
saire pour  que  cette  fonction  devienne  symétrique  ;  ce 

qui  donne  0*  4.  3*  -|-  c*  4*«  •  •  ou  y«  d'une  part  ; 

V  +  ^  +  cp  +,,..  ou  p/^  de  l'autre  ;  et  enfin  mf . 
Ainsi  on  ^f%'^pft'\*  mq, 

3*.  Pour  ap*"-^,  a3^a'/i4-fly+'*  donne /3-|r;»/I+£/I4-'»''- 
£t  ainsi  de  suite. 

X 

Cela  poséf    i*«    le    premier   de  nos  quotiens  — — — 

ayant  pour  racines  h  ^  c.  • . ,  le  coefficient  a  -{-put  diffère 

de  son   correspondant  dans  la  proposée  qu'en  ce  que, 

dans   la  somme  des  racines  prises  en   signe   contraire, 

— -  a  n'y  doit  point  entrer.  11* faut  en  dire  autant  de  — >&, 

dans    le    coefficient    de   «"*"*,    pour    le    a*,    quotient 

X 
'  '      ,  9  etc.  •  •  Dans  la  somme  de  ces  divers  quotiens , 

notre  coefficient  ^roit  donc  in;^  «  si  chaque  racine  n'étoit 

omise  à  son  tour;  cette  somme  est  donc.*» • 

m/7  4*  ('  +  ^  4*  ^«  •  0  o"  ^  —  P\  valeur  qui ,  égalée 
à  mp  -f-y; ,  donne  y,  -(-/?=:  o. 

X 

a*.  Le   coefficient  de  ar*""^  dans  le  quotient  ■ 

est  la  somme   des  produits  a  à  a  de  ((,  c«.«;  il  seroit 
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f    donc  le  même  que  dans  la  proposée ,  ou  y  9  si  chaqve 
produit  oB^  ar.«.  où  entre  a^.  y  étoit   compris.  Celui 

du  2^.  quotittit  — "^-T*  est  de  même  ç  moins  les  produits 

2  à  a  formes  avec  h ,  c,  etc. ...  La  somme  de  ces  coefficiens 
seroit  donc  m^,  si  chaque  produit  âà2dea,&,c.,. 
n^ëtoit  omis  a,  fois  ;  ab ,  par  exemple  ,  manquant  dans  l'e 
I*'.  et  le  2\  quotient.  La  somme  est  donc  mq-^z^y, 
qui  j  égalée  à  celle  ci-dessus ,  donne  /,  -f-  ^^j  -|-  2^  =  o. 

3**.  Le  coefficient  de  jc^"^  est  formé  des  produits  3  à  3  ^ 
pris  en  signe  contraire,  des  racines  ^^  c,  <^«.  •;  ils  sont 
donc  les  mêmes  que  dans  la  proposée  ,  ou  r  ^  excepté  que 

X 

m^abC'^ac^» .  •  n'entre  pas  ici.  De  même  pour ?  y* 

Donc  la  somme  de  ces  coefficiens  seroit  mr^  si  chaque 
produit   3  à  3  ne  se  trouvoit  omis   3  fois.  On  a  donc 
îTir  — 3r;  d'oii  yj  4*/?/^ +^yi  +  3r=o. 
Et  ainsi  de  suite.  Donc 

/  +P  =0  ;  /«  +pfr  +  24f=o  ;  f3+pft+qf,+3r=o  ;  etc. 

La  i"*.  de  nos  équations  donne  y*,  j  la  a*.yî  ;  la  Z^.Jiy  etc. 
Pour  trouver  yii»,  fmj^i^*».*  multiplions  X  par  x",  et 
Vtiettons  tour«à-tour  abc.  pour  Xj  nous  aurons 

Ajoutant  ces  m  éqyationsi   on  trouve 

£n  faisant  7z  =  o  et  nz=:k  —  m,  k  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif  quelconque  ,  il  vient  ^  à  cause  de- 
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Soit  proposée,  par  exemple,  Féquation  x^  —  aar — 5=Oy 
oà/i=o,  ^=-2 ,  rs:-5,  on  trouve  o,  4)  1S9  ^^  ^c))  9i«*» 
pour/  /,  /sTî  /s-'-- 

De  même  «"—  r  =  o  ,  donne' zéro  pour  /î  /^  /j. . .  ^ 
enfiny^=:m;    de    sorte    qu^en    désignant    (.5^^)    P^^ 


m 


a  A  «'  «^. .  •  a*""*'  les  valeurs  de  ^i ,  on  a 

1  +•  +«•+  •  •  •  -i-*'""'*  =a ,          I  -f  «*  +«♦  +  «*'"*^  =  <^ 
i+«'+«i^+...+«'"''*'=a^  etc.  i+ii'»-f^»*-|- =nr. 

£t  en  effet ,  cela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  racines 

«9  «%. . .  satisfont  à  Téquation  i+Jc-^x'4r'"  +*^""'=Of 
et  de  ce  q|ae  â?"*  =  i.. 

Remarquons  que  pour  former  la  fonction  symé-.  i^ 
trique  dont  i^lré'Jr.»n  est  un  terme  ,  et  que  nous  dési- 
gnerons ainsi  \a*b^c^^.  *  *  J9  ^  ^^^^  former  tous  les  arran-* 
gemens  possibles  des  m  lettres  abcd'.,,phpy  puis  affecter 
la  I'*.  lettre  de  Texposant  «,  la  2*.  de  /g,  etc. ...  ce  qui 
prouve  que  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  est  le 

même    que    celui    des  arrangemens  des  m  lettres 

abc,  p  ^  p^  (47^- 

Si  deux  exposans  sont-  égaux,  tel  que  «£=/3-,  alon 
H  ne  faut  prendre  que  la  moitié  du  résultat ,  parce  qite 
chaque  terme  sera  répété  2  fois.  Si  trois  exposans  sont 
égaux ,  on  prendr»  le  6*. ,  et  il  y  a  ici- la  même  différence 
qu^entre  les  combinaisons  et  les  permutations.    FI  n*.  478. 

540.  Non-seulement  on  sait  trouver  les  valeurs  deyi/^. . .    ^ 
tans  connoitre  a  3  c.  •  •  ;  mais  encore  on  peut  exprimer 
à  Vaidê  des  coefficiens  p  q^r.  • .  toute  fonction  symitriquc^ 


î 
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•*   des  racines.  Pour  démontrer  ce  théorème ,  prenons  pour 
exemple  les  racines  a ,  3 ,  c ,  de  Féqnation  du  3*.  degré. 

Formons  la  fonction   \à^lrl^\  pour  cela,  multiplions 

«•  +  *•+  ^*~/,  p*rV+  ^+  ^=Jl\  M  viendra 

d'où         lo^'^l=fJl-f^, (3) 

De  mteie  pour  femer  la  fonction  \m*li^c*'] ,  muUipUans 
cette  équation  par  i^  ^è^~\^  e^sssj  ;  en  développant  le 
calcul ,  on  pourra  mettre  le  produit  sous  la  forme 

Or  les  deux  i'**.  termes  sont  des  fonctions  symétriques  du 
produit  de  a  lettres,  et  ia  formule  (3^  donne  kuxs  vateors; 

pour  l'autre.  On  tire  donc 

Ce  calcul,  dont  le  résultat  est  d'aîlleun  applicable 
aux  équations  de  tous  les  degrés , .  ynontre  k  procédé 
qu^il  faut  suivre  pour  trouver  dan»  tout  autre  cas  les 
fonctions  symétri^e»  des  racines  :  bous  n'aveas  affecté 
les  divers  termes  d'aucun  coefficient  «  parce  qu'il  aeroit 
(acteur  eommim ,  ce  ifà  n'ajouteroit  rien  à  la  difficulté. 
Enfin  si  la  fonction  étoit  fracûonnaire ,  en  réduisant  au 
même  dénominateur ,  la  fraction  résultante  auroit  pour 
chacun  de  ses  deux  tergies  une  fonction  symétrique^ 
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C^est  ainsi   que  |  -^  1 9   qui  équivaut  à • . 

b^a^c^a^c^b'  abc 

541  •  Nous  mettrons  ici  quelques  exemples  des  usages 
de  la  théorie  que  nous  venons  d'eiposer. 

I.  Résolution   des  équations   numériques.    Puisque. . . . 

y]i  c=  a'  4*  ^  +  ^**  •  *  *  P^  «  et  A  seront  grands  par  rap- 
port "k  b^Cy,..  et  moifls  il  y  aura  d^ erreur  à  supposer 
/À=a^,  et  aussi  /L«f  zs^4^^^;  donc  a  étasi  la  plus  grande 
des  racines,  on  calculera  la  suite  des  nombres /i/^^. .  • 
et  le  quotient  de  chacun ,  divisé  par  celui  qui  le  précède  ^ 
approchera  de  plus  en  pèns  de  la  plus  graiMle  des  racines  à 
mesure  qu'on  prendra  des  nomlires  pkis  éloignés  ('^). 

On  pourra  donc  trower  la  plus  grande  des  racines , 
et  même  par  la  suite  la  plus  petite  (5o4)- 

II.  Equation  au  carré  de$  éiffirenoes  des  racines.  Les 
équations  ^(i)  renversées  donnent 

On  peut  donc  composer  une  équation  du  degré  m,  con- 

(*}  liti  radaet  imàynibei qak  pnsnoSmi  tiîiitr  4u»  lA  ptopoté*, 
modifitDt  œ  théorème;  cw  éitt»  ont  h  fimne  «  Hhl  ^-^  t  (Stg)  : 

lûiMit«3s&eosf  «i/Iss  héù.^ji'oU  a*  xs é* -4- f *  et -^  zrttfigf  > 

MM  raeîoci  pKmciit  la  Ibron  xCoûtf^ttm^V""')*  ^  ^  ^^^ 
{X,56o) 

ea  lorte  que  nos  ncinei  {voduiioit  dstii  J'a  des  termeode  U  hrmt 
a  A^  cœ  A  f .  Ainsi  pourvu  que  k  ou  ^im*  4-  il*  )  aoit  moindre  que  la 
pbs  grande  noue  rétik  a^  le  tbdoi^ne  ci^cMU  «m  cncoie  vrai. 
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*   noissant  la  somme  des  puissances  i ,  2.,  3.  •  •  m  de  ses 
racines. 

Soit  Tëquation  xi^  •{- px*  ^  qx  -{- r  =  o ,  proposons- 
nous  de  trouver  P équation  au  carré  des  différences  de 
ses  racines  a^  h^  c\  soit 

cette  équation  ;  il  s'agit  de  trouver  P,  ^  et /t  :  ses  racine» 
sont  {a  —  *)%  (tf  —  cy  et  {p — c)».  Or 

I®.  leur  somme 5| ,  est  2  (y^ -^ab-^ac^^ he)  ;  d'où 

a*.  La  somme  iS,  de  leurs  carrés ,  (a-— 3)4 -|- etc.  , 
est  2^4  —  4  C^'^  ]  +  6  [fl*3*]  :  or  la  formule  (3)  donne 

/a/»— /4  cl  i  (A"— A)  pour  valeurs  de  [a^q  et  [a^ô»]^ 
dohc 

^,=  3/4— 4/3/. +  3/.». 

3®.  La  somme  5}  des  cubes  se  réduit  a 

5*3  =  376  —  Sfsft  +  iSyi/;  —  la/j'. 

On  connoitra  donc  5,  «S*,  et  Sz  en  fonction  dt  p^  f  et  r. 
Or  pour  appliquer  les  formules  ci-dessus  à  z'  +  Pz*...=o, 
il  faut  y  changer  p^  f  ti  r  en  P,  Q  et  il  r  elles  de- 
viennent 

Pb=— .y, ,  Q=—i  iPS.+S,') ,  «=-  i  (Ç5.+P5.+5i)  î 

et  comme  iS, ,  «S*, ,  ^3  sont  connus ,  il  ne  s'agit  plus  que 
d'en  substituer  les  valeurs. 

Si ,  par  exemple  ^  la  proposée  man<|le  de  a^.  terme , 
on  a  ;?  =  a,  x'  -f"  ?*  +  ''  =  ©  »  ^'<^ 

C'est   ainsi    que    pour  x**— a^  ««- 5=  a,    on    obtient 
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^3^  ,ar»  +  36z  4-643=0  pour    équation    au    carré 
Ats  différences  (  de  même  que  p.  55  ). 

On  trouve  les  formules  générales  pour  le  3«.,  le  4«.  et  5*. 
degrés  dans  la  Résolution  numérique  des  équations  de 
Lagrange ,  n^'.  38,  Sg,  et  note  III. 

III.  Second  degré.  L'équation  x^  +  px  +  g  =  o  ayant  * 
^  et  ^  pour  racines ,  on  a  a  +  ^  =  ""  Z'  ^^  ab=zg. 
Cherchons  la  valeur  z  de  la  quantité  a  +  mb  ^  m  éunt 
un  nombre  quelconque  :  les  relations  a  -{-  b:=z — p  et 
a  +  mb=:z  feront  ensuite  connoître  a  et  b.  Mais  le 
calcul  destiné  à  donner  a  +  mb^  devant  donner  aussi 
b-^-ma^  on  est  conduit  à  cette  autre  équation  du  a*. 
degré 

fz  —  (fl  4-  mb)^  [z  —  C*  +  md)^  =  o. 

On  ne  peut  donc  tirer  parti  de  ce  calcul  qu^autant  qu^on 
attribuera  à  l'indéterminée  m,  une  valeur  telle  que  l'équa- 
tion en  z  manque  de  a*,  terme.  Çn  égalant  son  coeiBcient 
à  zéro  9  il  vient 

a+b  +  m(a+b)=Oy  d'où  m=— 1  et  z^zrza^+b^-^^ab; 

Or  ab=  g i  a*  +  b^  =/; c=  /i'  —  âç  ;  donc  on  a 

z^zszp^ — 4^  d'où   a  —  ftsiVC/*'  —  4y) 

de  là  et  de  û  4-  *  î=r  —  />,  on  tire  poUr  a  et  3  les  valeurs 
connues  (i38). 

IV.  Troisième  degré,  a^  b  ei  c  élant  les  racines  de  i^ 
ar»4-^a?4-y  =  o,  onaa4"^  +  ^  =  ^»  (5o2).  Parmi 
les  six  valeurs  dont  est  susceptible  la  fonction  [a-^mb^nc]^ 
7n  et  71  étant  quelconques,  désignons-en  deux  par  z'  et  z^. 
Si  ces  deux  quantités  étoient  connues ,  l'élimination  don— 
neroit  aisément  a ,  b  et  c:  mais  la  recherche  de  z^  et  z^ 
doit  engager,  dans  une  équation  du  6'.  degré ,  ce  qui  ren- 
droit  ce  procédé  inutile  ,  si  on  ne  pouvoit  déterminer  les 
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arbitraires  m  et  n,  de  manière  i  donner  à  cette  équation 
la  forme  jfi  -|-  At?  -j"  ^  ^=  o*  Alors  en  posant  z^  =  u ,  on 
auroit 

v«4.^ii  ^  JB X3 o 9  d'où  «=:r3=:— iw<±v^(i-rf-— ^); 

les  racines  cubiques  de  ces  deux  racines  donneroient  en- 
suite deux  des  valeurs  r'  et  z^  de  la  fonction  \a'\'mb^nc\^ 
telles  que 

z^  t=i  a  '\'  mh  '\-  ne  ^     r"  =  a  -f-  me  +  rib^ 

et  le  calcul  ne  présenteroit  plus  de  difficultés. 

U  reste  donc  à  savoir  si  Ton  peut  prendre  ;m  et  n  tels 
que  la  réduite  ait  la  forme  ifi  -^  ^^  -f*  ^<^=  ^v  c.-a-d. 
tels  que  z'  et  z^  étant  deux  des  valeurs  de  z ,  les  quatre 
autres  soient  ax%  «'jt^,  az^  et  a,^z^  \  i ,  a  et  «*  désignant 
les  trois  racines  de  ^  -^  i  c=  o  ^  (5a6).  Pour  nous  assurer 
si  cela  est  possible ,  posons 

fkZ^  '=.h  '\'  me  -^^  na^     uM^  s=c  -f  '''^  +  ''^y 
aV  =  c  -|-  mfl  +  n^,     a'4?^  s=  5  +  'wa  +  ne. 

* 

Pour  que  ces  suppositions  puissent  se  réaliser ,  il  faut 
prendre  m  et  n  tels  que  ces  4  équations  soient  satisfaites , 
quels  que  soient  a ,  3  et  c.  En  mettant  ici  pour  z'  et  «^ 
leurs  valeurs  ci-dessus  j  ordonnant  par  rapport  à  a,  3  et  c  , 
puis  enBn  égalant  à  zéro  leurs  coef&ciens  respectifs  (SSy)  , 
chaque  équation  en  donnera  ainsi  trois.  Or  on  remarquera 

qu'elles  s'accorderont  entre  elles  en  faisant  mr=  — *-r=  a*, 

n  ss  ....*.  s=  «  :  ce  qui  prouve  que  si  on  prend  les  trois 

racines  cubiques  de  Tunité  pour  coefficiens  de  a^b  tic 
dans  [a  +  mb-j-  ne],  Téquation  qui  a  pour  racines  les  six 
valeurs  de  cette  fonctioa  aura  k  forme  jfi  -f-  Am^  -(-  £sso. 
On  aura  donc 
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r's=a  +  aç  + «t»^,  «"=a  +  a3  +  «'c,  tf  +  ft  +  i:ï=o,    * 
et  comme  i  +  *  +  **==  ^  »  ^'^  trouve 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu*i  exprimer  ^  et  r*  en 
fonction  de  ;?  et  ^  ;  ce  qui  revient  à  trouver  les  valeurs  de 
A  et  B^  et  h  les  substituer  dans  ;b'  =  —  J  -^  dfc  «tc-  !•*«  *« 
valeurs  de  la  fonction  [a  +  «c  +  «^*]  ne  produisant  que 
trois  cubes,  îr'^  et  «''',  notre  équation  ;r^  +  Az^  +  JS:=zoj 
est 

d»où     —At=z   (a  +  ae  +  a*by+(a  +  ab  +  a*cy 

B^{(a  +  mc  +  ••*)  X  ia  +  «»  +  ^*0}' 

Développant  le  calcul ,  et  mettant ,  chaque  fois  t{ue  Poc*^ 
caaion  se  présente ,  i  pour  «' ,  «  pour  «♦ ,  «'  pour  «*,... 
on  trouve  d'abord 

changeant  ici  3  en  c ,  et  c  en  > ,  puî»  ajoutant  le  résulut  à 
cdoi-ci  f  il  viendra 

—  ><  =  a/s  +  istofc  +  3  [a»»]  (»  +  «0  , 

et  comme  «  +  «•  =  ^  i ,  [a»*]  f^fift—fz  (par  1>  for- 
mule 3)  «  tfôccs—y, /.c=o, /.=— v,/i==  — 3^, 
on  obtient  enfin 

«cr  («•  +  »»  + lî»— lie— iiA  —  *0'=C/'«'-P)^—*7  P^ 
ainsi        u:=z^  =  UT  {-iq±VirrP'  +ir)} 

Les  racines  cubiques  de  ces  deux  quantités  sont  z'  et  z^  ; 
en  les  substituant  ci-dessus ,  on  trouve  pour  a ,  ^  tt  c  les 
valeurs  eonnues  (536). 


1 
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y.  Quatrième  degré.  Les  racines  de  x^'\'px*'{'Çx-{-rs=x^ 
étant  a,  bj  c  et  d,  on  a  a4~^~f'^~f'^=o*  Cherchons  y 
pour  imiter  le  même  procédé  ,  trois  dos  24  valeurs  de  la 
ionction  £a  -{-  lô  -]-  me  -{^  nd"] ,  ou  plutôt  '6  des  six  valenrs 
de  []a  -f-  ^  -{-  m  (r  -f-  d)"].  On  évite  même  encore  la  dif- 
ficulté du  G'',  degré  y  en  faisant  m  =  —  i  ,  car  trois  des 
valeurs  de  [[«4"  ^""-^  —  <^J  î'ont  égales  et  de  signe  con- 
traire aux  trois  autres  ;  d^où  il  suit  que  ^(a-\-b'^c  —  d)*^ 

n'a  que  trois  valeurs,  savoir ,  (^-4*^ — ^ — ^)*>  (û+<^-^-^* 
Cl  (a  4- J— 3  — 0*.  Or 

qui  se  réduit  à  —4/^-1-4  (fl^  +  cd) ,  à  cause  de  /7=  []fl3] 

et  de  u  -}-  ^  "l*  ^  4"  ^  =  ^*  Changeons  ici  ^  en  c ,  puis 
en  J,  et  réciproquement  ;  enfin  faisons  ,  pour  abréger^ 
z  -f~  ip  =  4^9  nous  aurons  pour  facteurs  de  Téquatioa 
destinée  à  donner  les  trois  valeurs  dont  il  s^agit 

a  —  (ab  +  cd)  ,   «  —  (ac  -f-  M)  9    m  —  (^*  +  ^)» 
Cela  posé  ,   i**.  la  somme  des  a^*.  termes  est  —  ;;. 

2^.  Celle  des  produits  ^  à  2  est  la  fonction  [^^^£3  j  V^ 
est  =i  (/;/,  — ayj/;  — /»•  +  2/4),  d'après  l'observation 
faite  p.  87  ,  et  le  n®.  54o.  Substituant  pour  ft/i-  •  •  leurs 
valeurs,  on  obtient  [a*^^]  =£  -*  4  '*• 

3".  Le  produit  des  seconds  termes  des  facteurs  est 
abcd  xf%'\'[a'*b*c*']  o^ 

on  a  donc        u^  —  pu*  —  Jl^ru  +  ^pr  -—  y»  =  o 

ou  plutôt         z^  -{-  8p z*  +  i(îz  {p*  —  4r)  —  64 ^'  =  o 

* 

en  mettant|je:-|-/'  pour  u.  Une  fois  connues  les  trois  racines 
rS  M^  et  tff'  de  cette  réduite  ,  on  obtient  aisément 
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a  +  d-^b-^cz^  ^zf'\ 

Jou  on  tire  les  racines  connues  (538). 
YI.  Elimination,  Soient  les  équations 

Pf  9i  f  '  ^^  ^  contenant  une  autre  inconnue  j^.  En  résolu 
Tant  la  2*.  par  rapport  à  x ,  on  auroit  en  y  deux  valeurs 
tf  et  3,  qui,  mises  pour  x  dans  la  t'«.  ,  donneroîent 
«■  4"  P^  +  ^  =  o  »  ô'  +  ^3  +  ^  =  o.  Enfin  on  tîreroit 
de  là  les  valeurs  Aty  correspondantes  à  celles  a  et  3  de  x  y' 
si  celles-ci  étoient  connues.  L'équation  qui  contient  toutes 
les  valeurs  de  jr,  et  à  laquelle  conduira  T élimination  At  Xj 
doit  comprendre  toutes  ces  diverses  valeurs  ;  de  sorte 
qu^elle  sera  identiquement  nulle ,  lorsqu^on  les  substituera 
pour  j^.  Cette  équation  Jinale  admet  donc  pour  facteurs 
a*  •\~pa  -{'ij  et  3*  -{-^54-  7 1  ou  plutôt  elle  est  le  produit 
de  ces  trinômes ,  puisque  tonte  autre  valeur  de  y  serait 
étrangère  aa  problème.  Cette  équation  finale  en^  est  donc 

0  et  3  sont  ici  engagés  symétriquement,  et  on  trouve 
a6=sf%  11+3=—;?%  o»  +  *»=5:/<  ==:;>'»— a 9'.  D'où, 

i9  —  ^y+W'-f9)(.P  —  P'"i  =  o. 

comme  ci-devaiit  (Sog). 

Ce  raisonnement  s'applique  à  tous  les  degrés.  Soient 
X  =  o  ,  X  =  o  deux  équations  en  x  et  y.  Désignons 
par  a^  b^  €••,  les  valeurs  inconnues  de  x  tirées  de  K'  =0, 
en  fonction  des  coefficiens  p'^  9' . .  •  En  substituant  ces 
racines  dans  X  =  o  9  on  a  autant  d'équations  Azszoy 
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£  =  o  ,  C  ==  o.  •  •  •  sans  «.  Or  ré4|uâiion  finale  en  y 
doit  s'accorder  avec  tous  C€s  rësuliaU;  elle  est  par  con- 
séquent leur  produit  ABC, .  •  £=  o. 

On  mettra  donc  dans  X  les  lettres  abc.  pour  jc  ,  et 
on  fera  le  produit  des  résultats  :  dans  ce  produit ,  abc  . 
entreront  de  la  même  manière ,  de  sorte  qu'on  aura  des 
fonctions  symétriques  de  ces  quantit«s^  fonctions  faciles  à 
exprimer  à  l'aide  des  coefficiens  p'^  ^'••. .  deX'  =  o. 
Ainsi  l'élimination  de  x  sera  opérée. 

Désignons  par  m  le  plus  grand  nomlKe  qu'on  obtienne 
pour  somme  des  exposans  de  jc  et  jr ,  dans  chacun  des 
termes  de  JK'  =  o  ;  en  sorte  que  y  n^entre  pas  dans  le 
coefficient  de  ^c"*  :  que  ^  soit  au  plus  au  1^.  degi'é  dans 
le  coefQcient  p^  de  x^"^'  :  au  a"*,  dans  ^',  etc.  ;  m  est  ce 
qu'on  nomme  le  degré  de  X^  Soit  de  même  n  le  degré 
de  X. 

Or  puisque  /.  ne   coatient  que  f/^  f^   que  q\  etc., 
fi  n'excédera  pas  le  x*'.  degré  tn  y ,  f^  le  a^. ,  yi  le  3*. . . 

Dans  toute  fonction  [«*^^r^.  •  .3  1  le  degré  àty  ne  pourra 
donc  excéder  le  nombre  «  ^  /i  ^  y  ^ .  « . .  qui  exprime 
le  degré  de  c^baque  t^m^e.  Or  ii ,  ^ ,  c...  ne  peuvent  entrer 
dans  le  produit  A^C. . .  au  plus  qu'au  degré  mn  :  lorsque 
les  assemblages  synécriques  de  tf ,  ^,  c...  seront  remplacés 
dans  ce  prodait  par  kufs .  valeurs  en  fonction  des 
coefGciens  p'^  q\  .,  on  n'aura  donc  pas  pour  jr  d'exposant 
au-dessus  de  mn. 

De  là  résulte  ce  théorème ,  que  h  degré  de  l'équation 
finale  ne  peut  excéder  le  produit  des  nombres  qui  ^x— 
priment  les  degrés  des  équations  proposées,  V,  un  Mémoire 
àtVoissony  ti*.  Jour,  polyt. ,  p.  199,  où  ce  théorème 
est  démontré  d'une  manière  analogue ,  pour  un  nombre 
quelconque  d'équations  et  d'inconnues. 
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PBACTIOHS   COHTlHUiBS* 

1.  Prùpositions  ghiirates. 

542.  LoRSQU^OM  veut  obtenir  h  Yaleor  approchée  d^une 
ijoantité  x^  le  moyen  le  plus  simple  est  de  chercher  d'à-** 
bord  rentier  s  qui  en  approche  le  ptns,  de  sorte  que  ^ 

ëUnt  >t,onaitji;s=a-fi.  —  ;  raisontiant de m^mé pour 

jp%  on  fera  j/  =  }  4.  — ,  h  étant  le  plifts  grand  entier 
contenu  dans  a/,  ^^  pr  conséquent  x^  >  i  $  de  même 
jp^  =  f  4-  — ,  .  . .  etc.  :  substituant ,  on  trouve 

.=.+-1-    *=.+  «        ^  (^j 


C'est  ce  qu^on  appeHe  une  Fraetiûn  èaniinue.  Prenons 
dans  la  série  des  valeurs  de  x  j/  x^...  trois  quantités  j^,  r,  «^ 
qui  aietot  un  rang  indéterminé  ^  de  sorte  qu'on  ait 


yszm+—,  c=ii+— ,«=^4. 


¥ 

m  n  p  étant  les-  plus  grands  nombres  entiers  contcnua 
dans  jr,  r  et  »•  Or  si,  négligeant  v^  on  suppose  u:=zp^  il 
est  évident  que  par  li  oo  rendra  alternativement.  .  .  • 


ffi  Algèbre* 

uxy.  i  i  •  x"  x'  tt  X  trop  petits  ci  tfbp  grands;  d'où  il 
suit  cpt  la  fraction  continue,  ainsi  limitée  au  terme  p^ 
sera  ^  ou  ^  «,  suivant  que  p  y  sera  de  rang  pair  ou  im- 
pair. Donc  si  on  la  borne  successivement  au  i*'.,  a*.,  3*..* 
rang,  les  résultats  seront  toar-à-tour  ^  et  ^  «.  Donc  x 
sera  compris  entre  deux  résultats  corisécutifs  quelconques» 

o  I  ab  -f- 1 

Les  deux  premiers  seront  — ^  a-^  "T"  ^==  — i**^  i  pour 

I  9  Q 

obtenir  le  3*.  a  4*  T  ■     '  >  ^^  ^^^  visible  qu^l  suffit  do 

changer  &  en  5  +  "T"  dans  -*-^-—  9    on  trouve 

.     .      -*»  De  même  en  changeant  r  en  c  -| r  >    on 

ac+  i  "  a 

,     .     ahcd-4'Cd+aJ'i'ab  +  i 
aura  pour  la  4-.  tcd  +  b  +  d 

MNP 
En  général,  soient  «T/J-tÇ/»  bF  >   ^''®**  fractions  pro- 
duites en  bornant  la  fraction  continue  tour-à-tour  à^=m, 
SSII  et  u:^/?;  il  est  clair  que  si  on  change  m  dans 

^^   en  m  +   —  ^  on  aura  .=-•   Représentons    par  Lm 

et  L'  m  les  termes  de  M  et  JIT  où  m  est  facteur,  il  faudra 
donc  remplacer  m  dans  M  et  M'^  d^abord  par  m  (ce  qui 

X  L       L' 

n'y  chai^  nen),  puû  par  —,  ce  qui  donne  —  et  -r-. 

Ainsi  les  termes  N  et  N'  som  Af  H et  W  +  —  ; 

.        N       Mn  +  L 

p        N  T 

De  même  pour  déduire  -rr  de  ^^7-  •  on  y  mettra  11  +  -^ 
r  P^      N'         ^  '    11 

pour  n  ;  on  derra  denc  laisser  N  et  N'  tels  qu'Os  sont  | 
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]poar  équivaloir  i  la  substitution  de  n  pour  n;  et  ensuite  le 

ï  •  M        M' 

changement  de  n  en  —  donnera  —  et   —  ;  donc  on  aura 

P  P  P 

iV  H ,  N'  H ,   d'où 

P  P 

de  s<^rte  qnè  —  ésl  la  lÉction  ifok  précède  —>  dansnotr» 

iérie.  Nous  tonnoiasOns  donc  la  loi  qui  les  gouverne. 
'    S43.   Toici  diverses  Conséquence^  qu'on  en  tire. 

i^.  £n  éliminant  p  entre  nos  deux  dernières  équations  ^' 
il  vient  M'N  —  MN'  z=z'—  (  jPiV»  —  PN)  ;  ces  deui 
membres  sont  les  numérateurs  des  difTérencês  entre.  .  • 

MNP 

ISr  >  Tv/  *'  p7  '  "  ^^^^  ^"  désigne  M'N  ^^  MN'  par  k  ^ 

on  aura  totir-à-tour  -{-kM.-^k  pour  le  numérateur 
de  la  différence  entre  deux  fractions  successives ,  en  ôtanC 
toujoon>  chacune  de   celle  qui  la  suit.  Or  tes  deux  i^\ 

étant  «  et  a  4*  -^9  cette  différence  est  -t-  >   dont  le   nu^ 

mérateur    est    I  ;    ainsi   j  =  x ,  et  PN  —  PN^  e^ 

N  P 

-f>  t  ou  —  1 1  suivant  que    -?»-    est  >>  ou  ^    -j^^    Donc 

les  produits  des  termes  en  àroix  de  deux  fractions  succès-^ 
siyes  ont  Vunité  pour  différence. 

a*.    FN'^PN'xss^t  preai^e  que  P'  et  P  n'ont 

pas  de  facteur  commun  |  puisqu'il  diviseroit  le  2'.  membre 

p 

s=:  I  :  de  sorte  que  —  est  irréductible.  On  en  dira  autant 

de  P  et  iV',  ainsi  que  de  Pet  iV. 


3*.  La  ralettr  ci-dessus  de  p  est  >  ou  <  ap,  parce 
qu^ellè  suppose  «s/^;  mais  si  on  remplace  ^  par  «^ 


on  a 


_     Nu+M 
*~    IV'ii  +  Jtf'* 

V.  Puisque  ^-^  =  p±,  et  que  déplus  «  est 

JV       P 
compris  entre  _  et  p^ ,  rerrèuHl' qu'on  commet  en  pro- 

tiant  l'une  dé  ces  fractions  pour  «y  est  moindre  que 
.JL-.;   etc6mmeF>JRP,onaaussi*<  j^l   ainsi 

terreur  Je  ehofUê  Jrmetion  ya  en  décroissant^  et  elle  est 
mmnire  que  Vuniti  Srisiè  par  le  carré  Ai  dinominatèur. 
Cest  pour  cela  qu'on  donne  le  nom  de  Camergenies  à  ces 
fnctions  consécutives. 

5*,   Soît  -1  une  fraction  pins  approchée  de  x  que  no 

P  If        9       P        ^  '    î 

Test  —,  ce  qui  suppose  que  ^f    —,   y,,  sdntamsl 

disposa  par  ordre  de  grandeui^  croissantes  an  décrois-*, 
santés  ;  la  différence  entre    les   deux   !■**•  devant  être 

« 

moindre  qne  celle  des  extrêmes  «  on  a 

•r,  le  numérateur  du  i*'.  membre  est  ^  tf  puisque 
N  N'  q^  sont  des  nombres  ennem  ;  ainsi  on  a  èfiniari^ 

donc  9  >  P,  et  chacune  de  nosjractions  approche  plus  ie\f 
que  toute  autre  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples. 
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e\  Soient^,  j^,  ^,  ....  2ç>>  p>  Iwfracuoni 
tnccesthres  provenues  d^une  fraction  continâe  tenninée  et^ 
dopl  ta  valear  ^>ule  e$t  par  conséquent  xr=:  —  ;  on  a 


B     j       i      e 

B       —I 

B'       A'  ~  A'B>  '■  C 

B!  ~  C'B" 

D         C          1        P 

N        ±t 

jy     C'^^'Ô^"'P' 

N'  ~"FW 

£n  ajoutant  ces  équations  ^  kurs  i*".  membces  se  détrui-t. 

ji  P 

sent  s  il  reste  seulement -j    dans  1^  i**.  9  et   r=-  dans^ 

ta  dernière  ;  on  trouve  donc 

x~L—dL^J^ î i-J i-    4-  " 

série  qui  ne  dépend  que  des  dénominateurs  A'j  B\.,^  F^ 
qu'on  sait  trouver  |  çt  4ont  les  termes  vont  sans  cesse  ea 
décroissant. 

Lonque  la  valeur  de  •  est  irrationnelle ,  die  iie  peut 
plus  s'exprimer  exactement ,  et  la.  fraction  continue  aussi 
lien  que  la  série  précédente  deviennent  infinies  ;  mais  pour 
cela ,  les  propriétés  démontrées  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu* 
Mous  aUons  les  appliquer  à  divers  exemples. 

a.  Éçuatitms  ditermini€$  4^*  premier  d€gri* 

544*  Toute  équation  du  i^^  degré  est  de  la  forma. 
ix=:l.  n  s'agit  de  développer  «  en  fraction  continue^ 
Pour  mieux  analyser  cette  application  9  nous  prendrons  un. 

^emple  particulier.  Soit  x  s=  ^^  ;  on  a  d'abprd  •  •  « 
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o;  s=  3  +-^7?,    cl,   divisant,  haut  et  bas  par  i8it  > 
ab4o 

a:  =  3+  -p-,  en  faisant  a/ s—- — ;  de  mâme ^» 

x'  •-  .1017 

'"*"78T7=*"+'  P'  *"  supposant  x*=  ^; 

ensuite  «^  =3  a  H — jr ,  «"'=  5  -t  —  •    <J'où 

a?'^'  7 

975a -       I 

~I6Z5~   "'"T4.—      I  975a[a645ji8i7J8a8  i6i  a3 

7 
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Nous  avons  indiqué  ici  les  divers  calculs,  et  on  voit  que 
Ja  Jractton  continue  a  pour,  termes  successifs  les  quotient 
que  produit  Vopiration  dU  commun  di^àei^^  entre  les  detix 
termes  de  làJra€tion  qu'elh  représente'^  ce  qui  donne  ua 

moyen  simple  de  convertir   -j-  en  fraction  continue. 

Lorsqu'on  borne  touxvàrtqur  h  fifaciiot^  coatinue  à  son 

'  •  '«       3  ■    4     A  ^    ^Q       4?  4 
x«'.,  3*.,  3*...  terme,  on  obue^t  — .  — ,  .--,  -:2  et  — -.; 

41       3  . .  16  .     ii5 
•t  on  sait  qîie  ces  résoUaUsont  de  plus  en  plus  approchés 
alternativement  par  défaut  et  par  excès,   et  déduits  à  leuf 
expression  la   plus   simple  ;   enfin  qu^ils  se  déduisent  les 

uns  des  autres  :  par  exemple  ,  —  s^ obtient  par  ce  calcul- 

a  X  4  +  3'^=  IX  Y  21X  X  +  i  =  ^«  ^^  mémC' ^., 

XI  X  5  +  4  =  59,  3  X  5  t}-  I  =  x6  donnent  -^. 

Au  lieu  de  cç  procédéj  qui  suppose  connues  les  frac-v 
iions  qui    prccident ,  on  peut   remonter  de  fraction  eç^ 
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fraction;  ainsi  poor  3  -f*  —      x  on  réduira  x  -4-  i  en^  {  » 

efy  comme  i  est  divisé  par  x  +  ^f  on  trouve  34^  ^=  ^l 
En  opérant  pour  la  fraction  continue  toute  entière ,  on- 
retrouve  sa  valeur  irréductible  f^l.  Le  moyen  que  nous  in^ 
diquons  ici  de  réduire  à  la  plus  simple-  expression,  ou.  de 
trouver  la  valeur  d^une  partie  quelconque  de  la  fraction 
continue^* revient  évidenmient  au  principe  dé)»  indiqué 
(36f  4^.).  Si  donc  on.  veut  avoir' la  firactbi^  qui  répond 
aux  quatre  quotiens  3^  x  9  a  et  5|  en  mettra  i  sous  S, 
en  dira  i  x  5  =  5<  qii^on  porter»  sous*  le  .3  ;  pui*.  ••«••• 
axS-|->i=:ix  qu^on  mettia  -3,     ij  ^f     S 

aous  i.^  11  X  i.  -f*  ^  c=  x6^  S9.    x6.    IL    5*      1. 

16  X  3  •+*  1 1^  =  $9  ;  d'où  ^. 

En  retranchant  chaque  fraction  successive  dé  celte  qui 
la  suit ,  on  a  -f"  I  et  —  I  tour-à-tour  pour  numérateur.  La 
différence  entre  x  eit  Timet  de  cesi  fractions ,  telle  q^e  -^  , 

est  moindre  que  —  =  ^  :  enfin  chacune  est  plus  appro- 

chée    que  toute   autre    conçue   en    termes  plus   simples, 
qu  elle. 

•  ♦  *      r      •  •  • 

7 

»i  ïi  ^»  tI»  tTÎ 

On  peut  suivre  ici'  tous  ces  détails  sur  ia  fraction  fjf  ; 
on  retrouve  pour  dernière  fraction  la  proposée  méme^ 
parce  qu^elte  est  irréductible. 

54S.  On  sait  donc  résoudre^ce  problème,  étant  domUê 

une  Jraciion  exprimée  par  de  grands  nombres^  troweràes 

Jrac fions  irréductibles,  çtd  approchent  si  près  de  la  propth^ 

sée  ,   fue^  toute  fraction  plus  simple  en  soit  aussi  piui 


io4  Algèbre. 

éloignée.  Ain^i.,  pour  le  rapport  approché  «  de  la  çîrçonfé* 
rence  au  diamètre  on  a  *§jf|j  ^  dont  on  trouve  pour 
valeurs  approchées  f  9  ^  9  ^  j  ^  9  parmi  lesquelles  «u^ 
rencontre  celles  d'Archîmède  et  de  Métius  (3^0  ).  On. 
peut  encore  mettre  cette  valeur  de  w  aous  cett^  fonne«  •  «  •  • 


3a.  J. L^^ 

7        7.106       jo6.ii3 
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Voici  «n  exemple  intérettant  de  ce  ^enre  de  calcuk* 
L'année  commune  ert  de  365  jours  ;.  mais  comme  la  terre 
pe  revient  ma  mém«  pomt  de  son  orhite  qu'au  bout  de. 
365*5^  48^49'-  environ,  on  voit  que  l'aonée  solaire  excède  la, 
première,  et  que  l'époque  de  leurs  commencemens  doit 
de  plus  en  plus  s'éloigner.  Le  rapport  de  a^j^  k  5*  48'  49^' 
estimf. 

96400 
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telles  sont  les  fractions  approchées  de  f||f|< 

Il  faudroit,  pour  que  l'année  commune  recommençât 
le  même  jour  que  l'année  solaire  (ozi  Tropique) ,  intercaler. 
90929  jours  de  plus,  sur  un  espace  de  86400  âunéea 
vulgaires  :  cela  revient  àrpei|-près  à  intercaler  un  |our  sur 
quatre  ans,  ou  7  jours  sur  29  ans,  8  jours  sur  33  ans ,  etc. , 
résultats  de  moins  en  moins  inexacts.  Jules-César ,  dans  sa 
réformation  (Jjidienne')  ^  fit  ajouter  1  jour  tous  les  4  ^ns  ; 
ipi.ais  ce  calendrier  dut  retomber  dans  le  défaut  qu'il  n'a- 
voit  évité  qu'en  partie  ,  de  laisser  l'année  solaire  aniici-* 
per  sujr  l'année  vulgaire  ;  ei^  Russie  ^  où  on  n'a  pai;  encore 
9dmis  la  réforme  nouvelle,  il  y  a  maintenant  12.  jours  de 
différence.  Dans  le  calendrier  Grégorien^  on  supprime, 
|ou$  les  4ao  ans  Vrob  anné^  bissextiles  séculaires  ;  ^t  sorte 
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ifa?x>n  Intercale  97  jours  sur  4oo  ans  ^  et,  comme  la  firaçUon 
^  n^esft  pas  l'une  de  celles  que  nous  ayons  trouvées ,  on, 
auroit  pu  faire  un  choix  moins  inexact.  Du  reste ,  Terreur 
devra  être  réparée  dans  quelques  siècles;  ^s=;}||g;  (en 
réduisant  au  numérateur  864Ô0'  =  s4^  ) ,  ce  qui  montre^ 
qu'on  suppose  Tannée  de  365.'  ^  slqq&*^  au  lieu  de 
365'  +  aogag*;  Terreur  est  de  a3*  en  excès  par  an.  Yoyex 
les  notes  de  Lagrange  à  FAlgèbre  d'Euler. 

On  sait  que  h  lunaison  00  le  mois  lunaire  est  de  Ag',53oS88^ 
Fannée  lunaire  est  donc  de  354'  y  367086 ,  c.-4-d.  que  U 
lune,  retarde  chaque  annéade  10',  875.166,  en  comparant 
cette  quantité  à  Tannée  tropique  qui  est  de  36&'  a4aflax  On 
obtient  les  fractions  approchées  ^,  ^,  Vt  ^f  ^y  •  •  •  • 
d'où  on  conclut  qu'il  iant  à-peo-près  intercaler  7  lunai- 
sons sur  a3Sf  pour  que  les  années  lunaires  comcident;  ou 
plutôt  an  bout  de  19  ans  les  lunaisons  retomberont  i-^eu* 
près  les  mêmes  jours ,  ce  qui  ne  fiât  qu'une  erreur  d'un 
j|onr  sur  3oo  ans.  TcUe  est  l'origine  du  Cycle  Lunaire^ 

3.  Équations  indéterminies  A$  premier  degrL 

546.  Cherchons  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x  etjr 
qui  satisfont  k  Técpation  indéterminée  «x  -^  fysrsc^ 
a  tib  étant  supposés  premiers  entre  eiax  (ix£).  Soient 
tf  et  ^  deux  valeurs  entières  de  ^  ^t  jr.,  on  a  a«  «^  3il  =s.r. 

Réduisons  -rr-  en  fractions  convergentes ,  et  soit  -^s^  celle 

qui  en  approche  le  plus  ;  i  est  le  numérateor  de  la  dilTé-. 

N        a 
rence  entre  in;  ^  "T'y  onff'a^^Nh^r:^  i;la  différence 

^ntre  ~  et  -^  a  ]  donc  ±  e  pour  numérateur  ;  ou 
f^  X  N'C'^  b  X  JVis  =:î:  C|  équation  qui ,  comparée  à 


io6  ALCiBRE. 

aa  —  ifi:=c  fait  voir  que  la  proposée  est  satisfaite  en  fiisant 
x-=N'c  tiyzsiNe^  si  c  est  positif:  cts   valeurs  6ont  les 

,     JV 
deux  tennes  de  la  fraction  approchée  ~  multipliés  par  c. 

Remarquons  qu'on  peut  toujours  obtenir  pour  le  deuxième 

membre  c  tel  signe  qu'on  veut;   il  suiBt  de  retrancher. 

Ne   -     «  a     .     iV> 

^de_,  ou-de_. 

Une  fois  qu'on  a  une  solution  ar=«^j^-=/8,  on  con*- 
noit  toutes  les  autres  (117)'  par  les  formules  â?  =  «  +  bt  y 
jr  =  /8-^a/.  Ces  valeurs  peuvent  d'ailleurs  se  simplifier  en- 
changeant  dans  l'une  et  l'antre  t  en  fziiAr,  ce  qui  donne 
XTsitt^hk  -{■  bt  ;  puis  déterminant  k  de  sorte  que  1»^. 
constante  t^±bk  soit  la  plus  petite  possible  :  cela  revient 
à  ajouter  ^  à  «^  ou  à  Feu  soustraite  un  certain  nombre  de 
fois.  On  en, dira  autant  pour^! 

Reprenons  les  exemples  du  n^.  120.  « 

I.  Soit  19X  4*  7^=  1^7^  Ia  fraction  convergente  ap- 
prochée de  -^  est  I  ;  donc  en  ntinltipliant  haut  et  bas  par 
117,  •^  — fj?-  a  117  pour  numérateur  de  la  différence, 
ou  i^x  35i  — 986  X  7=117:  comparant  à  la  proposée ,. 
on  a  «  =  35i ,  /8  =3:  •*->-  936  ;    d'où 

«  =  351—7^,    y s=— .^-l-19/r 

changeant  /en  f-f-  5o,  on  a  a:=i — *jt  tXyz=z  14+  *9  '• 

II.  De  même  pour  9x4-13^==  1000 ,'  on  a  |  pour 
fraction  voisine  de  ^  \  ainsi  gx  6000— *|3x  4ooo  =  2000  ;. 
d'où  et  =  6000  9  /S  =  —  4ooo  ;  et  partant  x  =  6000 — 13/ , 
/= — 4^00  4-9'  -  enfin  mettant  /+444  pour  I,  on  a- 

«=^28—13*,    ^  =  ~4-f.9/. 

III.  Pour  9^— 4*s=i5,  onaf  pour  fraction. appro-         ^' 
chée  de  |;  ainsi  9  x  i5-^4  X  3o=  i5,  d'où 

^=i5  +  4',     jr  =  3o-t'9^ 
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Ce  calcol  est  plus  rapide  que  celui  du  n*.  117,  et  cela 
'd^autant  plus  que  ropëration  du  commun  diviseur  entré 
41  et  ^  préfente  un  plus  grand  développement  de  divisions^ 
On  peut  s^en  convaincre  en  traitant  i3ix  -—  74^= 9« 

4.  Équations  ditermintes  du  second  degré. 

547*  Rédui^ns  en  fraction  cpi|tinue  les  racines  irration*   ^ 
nelles  de  Péquation  du  a*,  degré  ;  et  ne  nous  occupons  que 
des  positives,  puisqueies  négatives  deviennent  positives  en 
changeant  «  en  — -  x.  Soit  donc 

A  étant* positif ,  ^ ,  «  et  X:  dernombres  entiers.  On  a 

x=  ^    ^-  y  enfaisant  «*4*^A  =  ^f  ' 
or,  toit  a  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  on  fen 

^  «'        ^A  \/t+M'^Aa 

en  transposant  a  et  renversant  les  fractions.  On  rend  le 
dénominateur  de  x^  rationnel,  en  multipliant  haut  et  bas 
par  \/t  —  (  «  —  Aa)\   il  devient  t  —  (^Aa  —  •,)•  ou  / 
A  (Ar -«f'SA»  — y^a")  :   ainsi  A  est  facteur  du  déhomina-* 
teur  que  nous  représenterons  par  AB.  Il  vient 

.        ^t  +  Aa—it^t+fi 
B  B 

en  fabant  fi^^Aa^^m^  t — {^Aa^^ my z=s t -^ fT ^slAB , 

d'où  B  =  -~^=  k^^am  —  -rfa*. 

La  valent  de  x'  est  de  m2me  fprme  que  celle  de.ap  ;  on 
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if  peut  donc  h  supposer  s=#-| — -- ,  d'où  on  tîreroit  pa-^ 


reiUement  *^c=  i- — -pr —  }  on  feroit  «  =  c  +  -r^  •  •  •  • 

et  ainsi  de  suite.  La  méma  loi  qui  lie  B  tt  /^k  A  H«i,  et 
qui  sert  à  dëdiuirç  jr^  de  ^,  ^enrir^  à  tirei*  x^  ^ç  4^,  a;'''  de. 
^^  I .......  cette  loi  est 

/a=^fl  — «,  11'=      ^^    : 

donc  y  =  Mr*/a,  CS5      ■  p  ■  j •  •  •  • 

ainsi  C,  i>,  ....yi  ^,  ....  sont  entiers.  11  suit  de  là  que 

1"*.  Puisque  a  est  <  x  ou  ^a  ^  y/f  4"  «^  9  ^^  ^ 

i^-— «=5/S  <\//  ;  donc  /|  j^v^  son^  ngoiadres  qi|e  \/tf  q^i 
se  reproduit  dans  chaque  fraction  complète  ^/^  x^ 

A**  y-t*iSr=:^^  inf^î^ve  que  2|/l<£6  parce  que 
y  et  /8  sont  <  V^/  ;  ainsi  a\//  est  une  limite  que  ne  peu- 
vent atteindre  ^,  C,  D, eiby  c,  d^ 

11  pourra  arriver  que  «,  fi  ...  spi/enl  négatifs ,  ainsi  que 

Bf  C mais  ce  ne  pourra  avoir  Heu  que  dans  les  pre- 

mien  termes ,  pubqqe  x  est  positif,  et  compris  entre  les 
fractions  convergentes  successives^  lesquelles  ne  tardent 
pas  à  devenir  très-voisines  de  x.  Quant  à  la  valeur  de  x 
qui  comporte  le  signe  — *pour  ^t,  on  opérera  de  même  ; 
et  si  le  coefficient  du  second  terme  de  Ax*  —  2«x  — -  k 
est  impair ,  on  a  encore  les  mêmes  résultats ,  seulement 
f  9  C sont  pairs. 

Puisque  B,  C fi^  y\ sont  en  nombres  infinis  et 

resserrés  entre  les  limites  o  ^t  2^t  ou  j/r,  leurs  valeur^ 

doivent  se  reproduire  dans  x  s=  ■  ,  x'  =  -2— jj — r  • .  • 

or  9  dès  qu^on  retombe  sur  une  de  ces  fractions  y  on  doit 
visiblement  retronver  les  entiers  a,  è^  € dans  le  même 
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ordre;  ainsi  y  àp^ès  un  certain  nombre  de  tènties,  k  frac-    « 
kion  continue  doit  avoir  nne  période  qui  revient  sans  cesse. 
Pour  éviter  les  difficultés  de  l'impression^  nous  indiquerons 
ta  fraction  continue ,  par  les  termes  qui  li  composent,  en 
renfenuant  la  partie  périodique  entre  parenthèses.  Ainsi 

5.  (a,  S)  éttuivaudri  k  54 ,    i 

^3  +  etc. 
Soit  par  exemple  ax*^- 14«  + ^T^Of  ^^  troave 

a  *  m'  '  3  xf 

àinn  on  a  «  =  6,  (a,  3),  et  lés  firactioM  convergente» 
sont  ft,  ^1  ^,  Hi«**  '^°''  Taufire  racine 

« 

^ i —  —  t  +  --7,  On  trouve  «'s —i-f — =iH — r| 

*  ~    3  ^  ^  *  '  —       a      — *    » 

on  retombe  donc  snr  la  même  pëAodC  >  jttâ  i^  t>  l|  3  {««  9< 
De  m<me  1801  ic*  i*-  3g9t  x  -^  aali  A:  o  4otee 

*_   3991  + V37  _  ,  X  -L  • 


V37±l  =  5+,    enfin    >^3^+^=:^/. 

a  D 

donc  d;  =  I ,  g,  8  (i,  k,  5)  ;  et  on  a  pour  fractions  con-^. 
Vergentes  -f  »  ^?  li»  î»»  Hî**'  ^^  ^'-  racine  est 

3991  —  ^37  I  389  +  v^37 

a  6  ' 

enfin  -ï- — ^  qui  redonne. la  période  5,  i,  i  ;  on  a 

donca=iy  9,  a,  a  (5,  i,  1);  d'où  j-,  Y»  vi»  I7 ' 

Lorsque  la  proposée  est  a;'=  f ,  on  opère  de  même;  mais 
on  remarque  que  i^.la  période  commence  dès  le  2«.  terme; 
a?,  le  dernier  de  la  période  est  aa  ou  le  double  du  i*'.  de 
la  fraction  continue  ;  3**.  les  termes  de  la  période  égale-* 
ment  éloignés  des  extrêmes ,  au  dernier  près  ,  sont  égaux  ; 
de  sorte  qu'on  a  pour  y^/  la  valeur  a(b  j  c , •  •  •  Cy  b^  2a) ; 

4*«  pour  la  fraction  complète   '  ■  p       qui  répond  au  der« 

nier  terme  2  a  ,'  on  a  jP=:  i.  Nous  ne  pourrions  démontrer 
ces  principes  sans  nous  écarter  de  notre  objet  {V,  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre,  n^.  28).  On  peut  les  vérifier 
sur  a:*  :=3  Ci  I  •  qui  donne 

*—  7»  (»»  4i  3,  I,  %,  a,  I,  3,  4f  If  ï4) 
les  firactions  complètes  sont 

,c    V61+7  V61+5  \/6i4-7  V61+5  v/6i-l-4 
.=.V^6i, ----i,  — j— ,  — — .,  — ^,  — j—, 

V6t+6  x/6i+4  v^6i+5  V61+7   V61+5  V61+7 


Faactioss  continues.                   ItJ 
On  trouvera  de  même  que  a?»  =  19  donne 

4  (a,i,3,i,2»8>. 

548.  Passons  maîntenanl  au  problème  inverse  et  remon-^  a 

tons  d'une  fraction  périodique  k  l'ëquation  génératrice. 

D'abord ,  si  la  valeur  z  est  telle  que  la  période  commence 

dès  le  premier  terme ,  de  sorte  qu'elle  soit  (^t  A...m,n,p), 

soient  —  et  -^ ,   les    fractions    convergentes   qui    ré- 

N'         P 
pondent  aux    deux    derniers    termes  n  et  ^   de  la   x^. 

Pd  •+-  2V 
période  ,  la  suivante  est  p    ^^,  (54^)  ;    en   métunt  z 

pour  p,    on  a   donc    z=  p^  .   jv^->  (543,  3»)  ;  ^'oii 

F;r*  +  (JV'  — P)  r  =  iV^,  qui   est  l'équation    cherchée. 
Ainsi ,  pour  (  i,3,a,a),  on  a  f  et  f?  pour  fractions  con^ 

vergentes  répondant  à  a  et  2,  ainsi  z  =  .    _  j  d  ou 

17  r*  —  i5r=9.. 
Mais  si  la  période  ne  prend  pas  dès  l'origine ,  ou  si 

flp  =  fl,  6,...  e^f  {gyh...  n^p)j  en  faisant. 

g  =2  (g^  A,...  n,  p),  on  aura  ars=i  a,  ^, . . .  ^,/»  *•  Or, 

^ient  -=r-  >  "ïT  ^^*  fractions  convergentes  qui  réppndcnt 

à  e  ety,  on  aura  (54a),  *  =  p^^j^,  •  ainsi  il  ne 
s^a^a  plus  que  d'éliminer  g  entre  les  deux  équations 

ce  qui  donne  une  équation  du  â*.  degré  en  x*  Donc 
^oiiftf  équation  du  second  degré  engendre  une  Jracttùn 
continue  périodique  j  et  réciprùguement.  Soit,  par  exemple  , 
i,2,3,4t  (x»3,a|2)  ;  on  a  vu  que  17  r*  —  i5;r  =  9  donne 
jpour  z  la  valeur  de  la  partie  périodique  (  i,3|a,a)  ;  or, 
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*   Celle  qui  la  précède  est  192,3,49  et  oh  a  -^^  et  ||  pour  !e£ 

fractions  qui   répondent  à  3  et  4î   donc i, 

(3o  dî  —  43)  z  =  ib  -—  ysr  :  enfià  éliminûit  x ,  il  vient 

4117*'  -^  iiôâS*  -4-  ^49'  c=so.  • 

Bemarifaoïi^  qu^on  peut  prendre  tel  terme  qu^oii  veut 
'li'une  période  pour  son  origine,  de  sorte  que  a^  (I9394) 
équivaut  à  2^1  (3,4}!)*  ou  à  a,i,3  (49t»3). 

S.  Equations  indéterminées  du  second  degré. 

^  549.  Jlésolvons  d^abord  en  nombres  entiers  Téquatioft 
tny  =  Jb*  ±  48  f  oh  y  n'est  qu'au  i*'.  degré.  Si  a  a  le 
signe  +9  on  divisera  m  par  à ,  et  oii  prendra  le  quo- 
tient par  escès;  le  reste  sera  négatif;  de  sorte  qu'il  s'agit 
dans  les  deux  cas  de  rendre  «*  —a  divisible  par  m ,  a  éunt 
^  m  :  il  faut  évidemment  pour  cela  que  a  soit  le  reste 
de  la  division  de  x^  par  tn. 

Si  m  est  pair ,  le  carré  de  ;  m  rh  «,  étant  divisé  par 

m  donne  i>mdbi»4-  —  j   le  reste  dé  -*^  est    donc  le 
*  m  m 

même  lorsqu'on  &it  49c=:^l»t*«i4Biit«s:^in-{^«;d8 

sorte  que  si  on  suppose  m  =  o,i,2j...  m  les  restes  que 

donne  -:—    se  reproduisent  en  sens  inverse  ^  au-deU  de 
m 

«=£•>•  m«  C'est  afinsi  que  •—  donne  pour  restes  successifs 
■  •    .  ao 

0,14,9,695,6,9,4,1  et  o.  On  verra  de  même  que  si  m  est 

impair ,  au-delà  de  «  =  J  (m  —  i  )  les  restes  reviennent 

de  même  ai  sens  itiverse ,  mais  le  reste  moyen  parott  deux 

fois.  On  a  poui*  restes  de  <— ^  Oyi)4i99593,3,5,9,4fi   ^^  ^* 

An-delà  de  x  :=  m ,  tout  nombre  est  de  la  formte 
*B3  <iïid:  r,  rétant  <jn  :  d*où<  -  .  .  .  • • 
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—  =  mt^  it  a  <r  -{ ;  ainsi ,  i*.  le  reste  de  la  division 

de  «■=:(/dt77i)*  par  m  est  le  même  que  pour  «i=r;  2?.  tous 
les  restes  depuis  x=o,  à  0^  =  ^771  se  reproduisent  sans 
cesse  $  3^.  0?*  — -  a  ne  peut  élre  rendu  divisible  par  m 
^^autant  que  a  est  Tun  de  ces  restes;  4***  ^^'^  cr  =  r 
une  des  solutions ,  la  valent  générale  de  x  qui  satisfait  à 
my  =  X**  —  «  est 

±  Jc  =  ^772  :±:  r. 
Soit,  par. exempte,  x*  4*  4^  ^=  ^^y^  on  la  met. sous  là 

forme  y  =  5  4-  *— ;  or ,   on  a  vu  que  —  donne  L 

.10  ^        lo  ^ 

pour  reste ,  lorsque  jc  =r  a;  donc  r=2,  et  x=  lo  /rf-  a 

-est  la  valeur  générale  de  or,  et  ^  =  10/»  ±4^  +  5; 

d'où  zt:  jp  =  :4,8,i2,i8,....  et  ^  =  5,11,19,37 Tandis 

quW  contraire  io^=x*— 7  est  absurde,'  parce  qu'aucun 

nombre  mis  pour  x.  ne  donne  7  pour  reste  dé  jc*  divisé 

par  10.   On  verra  de  même  que  'j  y  =  «*  —  4  donne 

tt:  a:  =  7  ^  ±1  a. 

Lorsque  7n   est  très^rànd  le$  essais  deviennent  nom* 

breux,  et  on  a  imaginé  plusieurs  moyens  de  faciliter  les 

opérations  ;  comu^4  .nous  ne  pouvons  qous  étendre  sur  or 

sujet,  nous  nons  contenterons  d'en  indiquer  deux. 

I®.  Si  771   est  dccomposable  en  facteurs  premiers  entre 
eux ,  ou  771  s:  pqr,.,  pour  rendre  a:'  -^  a  divisible  par 

m •  on  rendra  d'abord  ■  y  ,  ■>  . . .  en- 

P  1  ^ 

tiers,  par  des  valeurs  m^x%  /^•»*de  r,    d'où,   faisant 

*=/7£i±:»  =  9v'±;t==-»«M  ^n  devra  concilier  ces 
équations  entre  elles  (121).  La  valeur  de  »  q^i  en  ré-» 
tultera  rendra  r*  —  a  divisible  à  la  fois  par  p^  ^,  r..., 
«t  par  conséquent  par  leur  produit  vi.  Soit ,  par  exemple , 
a.  S 
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— — r —  ,  comme  3i5  =9  x  5  x  79  on  a  — ^-  ■      *» 

quVn  rend  entiers,   en   donnant  respectivement 

3i  z  les  valeurs  v=±:i,;^:=±i,/  =  dl2  :  donc 
r  =s  9w+»=t=  5f-|-;^=7*-|-  /,  équations  qu^on 
accorde ,  en  faisant  r  =  91  (10  v  —  9  ;t)  —  9^  / 1  c*--^* 
que  x=3i5<±:i,  Ar  désignant  les  nombres  19  9  89,  27 1 
et  289  ,  ainsi  qu'on  le  voit  en  mettant  pour  g  ^xy  ^^  * 
leurs  valeurs ,  et  ayant  égard  aux  diverses  combinaison* 
de  signes.  Ainsi  âpc=:  19,  aG,  44y  891  ad6f  sqx ,  289, 296.... 

a*.  Lorsqu'on  met  pour  ^  .toutes  les  valeurs  entières 
dans  JT*  =  my  +  ^  9  ^^  ^^  ^'^î''  4°^^^  n'y  a  que  celles 
qui  rendent  my  -f-  ^  un  carré  qui ,  conviennent  k  It 
question,  et  que  y(^(7îiy  +  *')  =  *•  Or,  comme  on  n« 
cherche  que  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  |  m , 

on  ne  doit  employer  que  celles  de  j^  ^  --•  —  et  •  •  . 
•<  ^m  —  — .  Or,  on  peut  exclure  une    grande  partie 
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de  ces  nombres  par  cette   méthode. 

Soit  j"  =  JBf  +  F  la  valeur  qui  résout  l'équation. .  • 
a  -f-  my  =  Eu  ^  n  entre  les  indéterminées  j^  et  u  :  comme 
£11  -{-  n  =  x*r  «*  —  n  est  divisible  par  E.  On  %'oit  donc 
que  si  on  prend  un  entier  arbitraire  £,  et  qu'on  donne  ait 

une  valeur  pour  laquelle      '  jl,        ne  pubse  être  un  entier, 

yzszEt-^  F  ne  pourra  convenir  à  la  question. 

Ainsi ,  pour  x*  =  da  -^  97  y  f  comme  on  ne  cherche 
que  les  valeurs  de  x  entre  o  et  7  97  qui  répondent  à 
celle  de  y  entre  o  et  a4  9  H  s'agit  d'exclure  une  partît 
4es  suppositions  y  =3:  i,2,3....  24*  Soit  £  =  7,  il  ré^ 
fuite  de  l'équation  4a  +977!=^7V+''t  ?^^  ^^  ^^ 
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nombres  de  la  forme  y  z=:z']  t  -^  i  — une  peuvent  con-   * 
▼enîr  à  la  question  ,  n  étant  3^5  ou   6 ,  (  parce    que 

ar»  —  3    «•  —  5     jc»  —  6 

,  ne  peuvent  être  entiers);  ainsi 

7  7  7. 

on  exclut  les   lo  nombres  ^  =  7  /±:aetj'=7/-f-3. 

Pour  £=3,  R  n'a  que  la  valeur  a,  ce  qui  exclut  5  au- 
tres nombres  qui  sont  de  la  forme  3/  -<{-  1  :  11'  =  S  chasse 
tncore  ceux  de  la  forme  S  #  et  5  /  -f*  ^-  U  ne  reste  donc 
qjue  jr  =  &,  Il ,  1 4  et  ai  qui  donnent  22  -f-  97^  =  6049 
1089^  ^^o  c^  2o59  ;  le  second  peut  seul  être  un  carré  {^)  f 
il  donne  en  effet  x  sszSd^  d'où  x  ss  97  /  ±  33. 

11  sera  sug^erflu  d'ailleurs  de  prendre  pour  les  .divers 
nombres  E  des  ipuHîples  les  uns  des  autres  ou  des  divi- 
seurs de  m  :  c'est  ce  dont  on  se  peut  aisément  assiirer.. 
(  Vo/ez  les  Recherches ,  arith.  de  Gauss ,  p.  400 }.    • 

ûx*  -^  bx  -{"  c 
55o.  Si  maintenant  on  veut  que  — — —  soit  en--  ^ 

^  m  ,  ■ 

s  « 

tîer ,  on  muUipllcfa  par  ^  a  {ou  simplement  par  ii  si  ^ 

'  .    (;>  aar  4-  ^)*  +  4  «^  —  *'       r  •       • 
est  pair ,  et  on  aura      ■  :  taisant.  . 

^  m 

a.ax  "\'  hz=.z  et*»  —  Lac^mD .  on  rendra en- 

*  .  '  /»        . 

tîer;  soit  dz  z  z=z  mt  :±i  ti  ^  l'équation .  qui  satisfait  à  cette 

condition ,.  il  restera  à  résoudre  l'équation  du  i*'.  degréi 

,  3  jc*  -^  S  j?  4-  3 
aifX'^b:ss±i(nU  ±:  m)é  Soit  ■>     !  ■'     ■  j  tn 


(*)  Tout  notnfaffe  da  plnsictin  chiffrai  est  de  U  fonne  10  a  -4-  3^^ 
donc  le  Gtrré  100  «*  -¥•  ^ub  '¥■  b*  ne  p«ut  avoir  pour  imités  que 
ccllet  des  carrés  de  o ,  1 ,  a  , . . .  9.  Od  en  ooudot  que  tout  carré  doit 
être  terminé  par  aS ,  vu  par  1,9,4  précédés  dSm  chiffre  pair ,  on 
par  6  précédé  d^un  chiffre  impair  ,  ou  enfm  par  00  précédés  de  chiffres 
qui  satisbisent  à  Tune  de  ces  conditions  '  4^7  1  ^^^  i  ^^'^oo  ne  peuTent 
Itre  des  nombrei  carrli. 
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^    mulllplianl  par  12  et  posant  6  a;  —  S  =x,  on  a  ■   .  , 

7 
d*où  dt<2?=  7  «:t^i  9  donc  6x' — .5  r=:d;  C7  a±  1),  ce 

qui  donne  enfin 

•  'x'=  7^+1,  =7  f +  3,  c=  7/— ,6,  =7  «  —  4. 

LVqùation  iij^==3a?*-— 5jc  +  6  e$t  abevirik. 

55i.  Soit  proposée  Téquation  *az*  +  byz  +  «y*  s=  Jlf  y 
chcrcbons-rcn  toutes  les  solutions  en  tioitibres  entiers.' 
Sèit  H  =  6*  -*•  4^^  9  nous  distinguerons  quatre  cas. 

i*.  Si  JW  c=  o *,  le  frinômc  û«*  +  byz  -f-  cf*  est  un  carré  7 
donc  M  doit  être  posilrF  et  carré  ;  on  a  donCaii;nre  équation 
iny -^ /li:  =ri  dt' ft ,  ^ui  est  indéterminée  du  i"*.  degré, 
et  ttrtïjôurs  possible.,  ibrit  que  m  et  nsôpt^retniers  entre 
eux.  Soit'4-Jf*  — ^  20  iy  -4^  aS  j*'  =:  49  9  on  «n  tire.  .  .  » 
a  JT  -T-  5  y  ^±  7 ,  d'où  rï=a^d;:i  tt  z  =^5  t  zh  i 
quel  que  soit  /. 

^  *^,  'Sî^  D  <;  o  ,  en  rtiultipliant   la  proposée   par  «4^ 
^  ou  simplement  pài^  A  si  ^  est  pair),  elle  devient 

faisant  ^  az  -^^  hy  x=.'t^  on  trouve  /»  4"  ^J*  =  4^-^^» 
aitîsii  itf  doit  -^ ire;. positif.  On  fera  ^  =?a,  x ,  a. . . .  ^ 
daos  '4  ^^  "***  •%'''  9  *^  ^^  '^'^  bornera  àii^{'<  4  ^-^  9'  ou. 

-  /  4  «Ma    ■  .     '  1       • 

«y*^  V  (  ■"! —  )  r-pow*  quéi  sort  tjeéx  \  |mis-t)nine  pren^ 

dffr  eue- les  ré»i4tals  carrés  exacts,  sUl  en^  eo^  :  leur«- 
r^ines  donneront'  f  ;>  d«i«. reste  ^  et  ^  ont  le  sigrie  ±. 
On  déduira  r,  mais  :il  'faudra' ne  "cohserrer  que  les 
valeurs  de  /  et  j'  qui  rendent  7  —  hy  divisibles  par  2  a' 
!l^ar.  exemple  ,  %  z^^  —  2  zy  •{-  7  jif  ==  2^  devient 
(  6  z  —  a  j-)*  -|-  80  j'»  =  3^4;  et  supposant  &  r  —  2yr=:t; 
on  a  r^  :=  4  (8i  —  20^*),   équation  .qui  n'admet  que. 
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y  t=io  €t  zfc  a  ;    on   a   donc  /  =  i:  18  et  ±2..    Ainsi    ♦ 
on  fait  y  z=z  o    qui   donne  rssJ^S,    on  ^  =  H-  a  y 
d'où   z  =  ±i. 

3'.  Si  D  >  0,  et  de  plu$  est  un  carre  exact,  alors.  .  . 
ûz*  +  hyz  -}-  cy^  est  le  produit  de  deux  facteurs  ration- 
nels^ de  sorte  que  la  proposée  a  la  forme 

(fnr+  ny)  x  (m'z  -f-  n'j^  )  =  M.  Si  donc  on  décompose  M 
en  facteurs  fy,g:=:f  x/^''  =  ...=:  i  x  M  ^  on  élimi- 
nera ^  et'  r  entre  des  couples  dléquations  de  la  forma 

on  aura  soin  de  ne  prendre  que  les  valeurs  entières  de  z  tXy^ 
et  de  combiner  convenablement,  de  toutes  les  manières 
possibles,  les  facteurs  de  M  en  faisant  varier  leurs  signes. 
Ainsi  2-2*  —  ^yz  +  7  ^"^  t=:  38 ,  donne  2)  =  20  ;  en  éga-* 
lant  le  1*'.  membre  à  zéro ,  on  en  obtient  les  facteurs 
rationnels,  et  on  a  (r — y)  x  (2*  — 7J'')t=  38.  Or 
38  =1  X  38=i9X  2,  ce  qui  donne  quatre  systèmes 
dVquations.  Mais  il  n'y  en  a  que  deux  qui  donnent  des 
solutions  entières ,  qtii  sont 

d* une  part       z — y:=z  2,     2 r  — 7^=19, 
et  de  l'autre     z — j^  =  38,     2,z  —  7jr=;i; 

onar=  —  i  ety=  —  3;  puis  r  î=  53  et  ^  =  1 5. 

A  ces  deux  solutions ,  il  faudra  en  joindre  deux  autres 
qu'on  obtient  en  changeant  les  'signes,  parce  qu'on  peut 
prendre  négativement  les  facteurs  de  38. 

4**.  Il  ne  reste  plus  que  le  cas  où  D  >>  p  n^est  point 
un  carré  ;  jusqu'ici  le  nombre  des  solutions  a  été  fini , 
mais  maintenant  il  est   infini  :  c'est  ce  qu'on  va  voir. 

Pour  faciliter  la  comparaison  de  ce  qu'on  va  dire  avec 
ce  qu'on  a  vu  (547)  *  ^^^^  mettrons  Tcquation  proposée 


\ 


^  soûs  b  forme 

Les  racines  de  Tëquatlon  Ax^  —  a  «  x  £=  ft  sont  réelles  , 
et  on  sait  les  développer  en  fraction  continue  périodique 

(547).  On  a  a?6=-2-— -i — ,  en  faisant  I  =«» 4. y^A=:J>. 

Soit  p  Tun  quelconque  des  termes  de  la  fraction  continue , 

î— - —  la  fraction  cotnpUte ,  —  la  fraction  convergente 

qui  y  répondent  ;  enfin  —  celle  qui  précède  —  ,dans  la 

m/ 

'  •       1        •                   gp  ■4'  u  ,     .  _ 

série  :  la  suivante  est  -^ :  mais  si  on  v  remplace  p 

par        p       f  on  aura  la  valeur  exacte  de  a; ,  (54^,3''.)  ;  ainsi 

^  yWl)  +  ^)  +  ^P' 

En  réduiisnt  au  même  dénominateur,  et  égalant  entre 
eux  les  termes  irrationnels  qui  ne.  peuvent  être  détruits 
par  les  autres  (494)  9   <^c^tc  équation  se  partage  en  deux 

.  'Az=xiM+w)  +  ^P,Dj+u{i^P+wy:t=^Ai^z+Pa) 

entre  lesquelles  éliminant*,  puis  mettant  a^-^Ak  pour  D^ 
et  divisant  tout  par  A^îX  vient 

Az'^  —  3  êtjrz  -^  Aj*=  ±  Pj 

en  observant  que  zv  —  ^  =  +1  ^^  —  '»  suivant  que  p 
est  un  terme  de  rang  impair  ou  pair. 

Il  suit  de  là  que  pour  résoudre  en  nombres  entiers 
rcUe  équation  indéterminée  entre  y  et  z^  il  suffit  de 
développer  en  fraction  continue  l'une  Ats  racines  de  Féqna- 
don  Ax^  •—  2  «ex  =  &9  puis,  si  parmi  les  valeurs  com^ 
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pKtes  y     "^*^    '      ^  ^  ...  on  en  trouve  une  dont  * 

le  dénominateitr  sok  P«  on  terminera  la  fraction  con- 
tinue  à  Fcntier  a,  iniaiediatement  avant  p  yii  y  est  con- 
tenu j  et  la  fraction  continue  a^  hy  e.  ,  .  n  aura  pour 

fraction  convergente  -«.  On  aura  donc  une  solution  de 
la  proposée  ,    po«rvcr  que   —  soit  de  rang  pair,  lorsqu'il 

y 

y  a  -^Pdans  la  proposée,  et  de  rang  impair  dans  le  cas 
de  +R 

Cette  solution  ne  sera   pas  b  seule*;  /car  toufes  lee 

fractions        p     ■    qui  auront  P  au  dénominateur   joui-* 

ront.de  la  mCme  propriété  ;  si  donc  p  fait  partie  die  la 
période,  on  aura  une  infinité  de  solutions  ;  mais  comme 
il  seroit  difficile  de  les  trouver  toutes  par  cette  voie ,  nous 
len  allons  bientdt  indiquer  une  autre  qui  donnera  la  loi 
qu^elles  observent. 

Tout  ce  qu'on  vfent  de  dire  pour  Téquatibn  (ij,  peut 
se  dire  de  toute  autre  dont  le  coefficient  die  jrz  est  pair  j 
e'il  n*en  étoit  pas  ainû,  comme  pour  ai?  4*  fy'  4^9^*  =^Mf 
en  faisant  le  calcul  sur  ax"^  •{'  hx  '^^  c  z=:  o^  on  trouve 
rh  7  P  au  lien  de  P  ;  de  sorte  qull  faut  que   BT  soit , 

là.  moîtii^  du  dénominateur  de  ■  ■  ■.  p^  ^■» 

Nous  omettons ,  pour  abréger ,  la  démonstration  qur 
lait  voir  que  les  solutions  obtenues  par  cette  voie  sont 
les  seules  que  comporte  l'équation  ,  de  sorte  qu'elfe  seroir 
absurde ,  si  on  ne  rencontroit  aucun^e  des  fractions  com-** 

pUtes     •■  ^       dont 'le  dénominateur  saùsfit  à  notre  con^ 

£lioa.  Toy.  TTkionc  ibs  nambrts ,  n*.  75.. 
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■*        So\i  z  =:  My  jr  r=  $  un  système  de  valeurs  cônnoes  qm 

satisfont  à  az^  -}-  fyz  -^  cy-"  =  M  ;  faisons  z=:»t  +  ku, 

y:rz  fit  '\^lu^  t  et  u  étant  de  nouvelles  indéterminées, 

et  A ,  /  des  arbitraires  dont  nous  disposerons  en  ^lant 

à  zéro  le  terme  tu^  ce  qui  donne 

*(2fll«+^/8)+Z(ac^4^«)==o,et^f/«+(fl*•+3/i^+c^)w"r=J^ 

or  A  et  /  doivent  être  entiers ,  ainsi  ifc  =  ih  (2  r/8  +  *«)., 
^  =  H^(aû«+^/8),  d'où  ûA»  +  ^tt -f  c/»  =  — jDM; 
ainsi  en  faisant 

h  proposée  devient  V  —  JD«*  =  ±n  ,  suivant  que  M  a 
le  signe  +  ou  — .  Or  il  est  facile  de  trouver  l'un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  qui  y  satisfont ,  en  suivant  ici  tout  ce 
qui  vient  d'être  démontré  pour  or*  +  byz  -j-  ry» —  M  i 

ainsi  on  réduira  y^  D  en  fraction  continue 

o  (^,  c,...<r,  ^,  2,  a)  \  on  sait  que  chaque  fraction  com- 
plète qui  donne  le  dernier  terme  2  a  de  l'une  quel- 
conque   des  périodes  a  i   pour   dénominateur  j  donc  les 

fractions  convergentes  —  qui  répondent  au  terme  h  qui 

précède  2,  a,  donnent  autant  de  solutions  t:=pj  u  :=a^ 
Seulement  il' faut  distinguer  deux  cas;  si  le  nombre  des 
termes  delà  période  (6,c,  ...^,atf)est  pair,  la  pro- 
posée n'est  résoluble  que  lorsque  le  2^.  membre  est  -f-  i  ; 
mais  il  peut  être  + .  ou  — ,  lorsque  ce  nombre  est  im*- 
pair  ;  il  faut  prendre  la  période  un  nombre  de  fois  pair 
pour  -f-  1  ,  et  impair  pour  —  i. 

Mais  il   suffit  de  chercher  la  fraction   convergente  la 
J>1us  simple,   et  les  antres  s'en  déduisent;    car  soit 
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En  développant  la  puissance  m,  et  partageant  Téqua** 
tion  «  en  deux  à  cause  des  termes  irrationnels  (494)  9  on 
peut  en  tirer  des  valeurs  de  /  et  z<  et  les  substituer  dans 
t*  —  Du*  =1  ib  I  ;  mais  ce  calcul  se  simplifie  en  remar-. 
quant  qu^on  a  aussi  t  ^^  u  y/  D  r=:  {p  —  y^D)'^,et 
qu'en  multipliant  ces  équations  entre  elles ,  on  trouve 
t*  —Du*  s=  (^'  —  Z?^')'"  =  ('±1  i)'",  pourvu  que  p  et 
9  satb&ssent  à  la  proposée.  Ainsi ,  nos  valeurs  de  /  et 
de  »  y  satisferont  aussi ,  quel  que  soit  m  ^  si  elle  con- 
tient -f-  I  ;  mais  si  elle  a  —  i ,  la  même  chose  aura  encore 
lieu ,  pourvu  que  m  soit  impair,  afin  que  ( —  i)"*  =  —  i . 

Par  exemple,   pour  ^   19,  on  a  4  (^i»3,i,2,8)   la 
période  ayant  6  termes  /*  •«*  19  zi'  =;  —  i    est  absurde  : 

soit  donc  /*  —  19  k*  =  i 

comme  ^  est  la  fraction  convergente  qui  répond  à 
Tavant-demier  terme  2,  on  a  /?  =  170,  y  =  89  ;  d'où 
t  ^  u  ^ iQz=  (170  +39  ^19}*"  qui  donne,  en  faisant 
m  =0,1,2. ..  et  égalant  entre  eux  les  termes  irration- 
nels, f  :=  I  ,  170,  $7799,  ...  u  z=z  0,  89,  iS^Go,... 
De  même  ^i3  donne  3  (1,1,1^1,6)  t  la  période  » 
5  chiffres;  on  peut  résoudre  ^"  -  i3  «'  =it  i-  Si  on  a  -  i , 
comme -!^  répond  à  3,i, 1,1,1 ,  fyr=  18,  ^  =:5,  d^où 

^  +  mVi3=(i8  +  5  ^i3)-, 

m  étant  pair  (mais  pas  =  o)  :  on  a  ts=i  18,  23382,.. . 
tf  :=  5 1  648S , . . .  mais  si  la  proposée  est  <*  -~  i3  u*  c=  i , 
on  prendra  fi||  qui  est  la  valeur  de  3,i, 1,1, 1,6,1, 1,1,1 , 
4'où  p  =  649 1  7  =  180,  et 

/  +  M  V' x3  =  (649  +  i8ov^  i3)« , 

quel  que  soit  m.  Donc  /  =  x ,  £49 9  842401 ,  •  ••   ut^,  o  , 
180 ,  23364o. 
Soit  2  iT*  —  lijrx  -J-  17  jr»  r=:  2  ;  en  réduisant  en  frac- 


♦  aê  z'*+  bzy  +  c'j*  =  AT  ,  z,  y  et  ilT  ^tant  preroienl 
entre  eux. 

3®.  Comme  le  dénominateur  de  chaque  fraction  com- 
plète est  toujours  <  a  ^  D  ,  si  on  avoit  ilf  >  a  ^  B,  «ïtf 
procédé  ci*des5us  ne  pourroU  résoudre  b  proposée  :  on 
feroit  alors  y  c=:  nz^  Mu ,  n  étant  indéterminée  ;  il 
vJendroit  ^ 

a^-  bn+  en* 

— ! — -jJ r'-f  (b+2en)uz+  cMt^  s::  i. 

Donc  si  on  prend  pour  n  tous  les  nombres  qui  rendent 

431  "f-  ^n  «4*  ^A* 

... entier,  ou  aura  à  résoudre  autant  d'équa- 
tions a'z*  4-  b'uz  +  ^«'  ^=  I  qui  rentreront  dans  les  cas 
ci-dessus.  Seulement  il  faudra  ne  prendre  que  les  va- 
leurs n  '^  M  <f  puisqu'en  remplaçant  n  par  n'-^uM  et 
u  par  u  -^  »Zj  y  ne  change  pas,  ce  qui  fait  voir  que 
71^  My  ne  donne  pas  des  valeurs  différentes  de  z  eXjr: 

,   Ainsi  pour  2  x*  —  o^y^  =  loiy  on  fait  x=zny -^^  loSzj 

et  on  trouve  que  n  étant  <  io5,  il  faut  que  — ^ 

io5 

soit  entier,  ce  qui  donne  n  =  8,   f3,   2,2   et  4^.  On 

a  donc  à  résoudre  les   quatre  équations 

y*  —  i2yz  4-210  r*  =  1 ,  3^*  — Sa^r-f-aior*  5=  i  / 
gjr» — QSfZ  +  aïo  2*  =  I,  et  35^^*— 17a  j^xr  -f-aio  «'s=  i^^ 

^       Prenons  maintenant  r  équation  générale 

ê 

qy*  -j*  3ary  4"  ^**  +  4^  +  ^-^^  +•/=  o-  •  •     (3)  >  .     ' 

et  faisons  toujours  D  =r: ,  ^*  —  4  ^'^  -  on  peut  par  une 
transformation  la  ramener  à  la  forme  précédente  ;  car 
soit  y  ^=1  ky  ^tt;  a;  =  /x'  4-  ^  ;  Ar,  /,  « ,  fi  étant  des 
constantes  arbitraires,  on  chasse  les  termes  en  x'  etj'^ 
•n  posant  (425)  * 
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Ç 

aky^  +  bklxy  +  c/»«'>  +  -i  s=  o  , 

Q  étant  =  tJ*  +  ae»  —  bed  +fD. 
Etiin,   A  et  /  éftant .  «pùorê  arl>itrair«s ,   on    chasse  im 
dénominateur  Z),  en  faisant  A:=  /=  — ,  ce  qui  donne' 


0        • 


on  ne  devra  prendre  ensuite  pour  x   et  y*  que  les  valeurs 
qui  rendront  jc  et  ^  entiers. ,         . ,       .  *     , 

Pour  appUfuq'  lott^  cçs  pré5:çp(cs  ,à.  un  ^e^epiple,  sqif 


jr»  +  8  JJ  +  X»  ^  4  j^  -f  2  ïc  4-  I  =î  o, 


.•> 


on  chasse  les   i"*.  puissances  de  j;  et  j^,  en  faisant  .  .  . 


r  .        .  t 


'•   "r,  . 


y'^e  Or'  +  Q 

j'  =^i-__,,jP=_i:y3  iLvîeniy »+8xy +a:''=-i5.36; 

mais  à  cause  du,  facteur  carré  36  >  on  feray'^  ;=r  6r, 
jc'  =  6  x" ,'  d^'ou  eî  4-  ^♦'«^^  +  ^**  =  —  i5.  Comme* 
i5  ^  2  ^  D,  on  posera  x^  =:  m^  ««m  iS'i?  ;  d'ailleiirs.  ,^^ 

t  '-f*  8  H  ^  II*  '  >    '  .   * 

■  c      Tk'cst  entier  (n  étant -<i5)   quVn  faisant 

ji  =  1 1  ,  on  â 

xff  c=  II  V—  i5z,     d'où  14*^*  — Soi'jr -}-  i5z'  =  -^'il 

f  ;  »   •  .    '.  ..." 

Cette   équation  se  résout  en  dcveloppïitit  ^ 31: — 

en  fraction  continue;  et  (outre  la  solution  (^  =  i  ,  r  r=  i, 
qui  ne  fait  pas  partie  de  la   période   et  qui  ne  rend  pas' 
«  et  /  entiers  ),  on   trouve  vtas  4  et  z  =«.  3*,  .d^où.  «  . 
f  =  4/  +  t5ii,  ^ssS  ^4- 11  1^;  donc      . -.      •  ,^ 


iJiS  Algèbrb. 

a*  +  3             Son—- 8<  — a 
*=--5— ,r  = 5 » 

u  et  t  ayant  le  double  signe  zh,  et  leurs  valeurs  satis-  ' 
faisant  à  r*  —   i5  u*  :=  i  et  comme  /»  s=r  4t  ^  =  >  t 
on  a  ,  quel  que  soit  m^t-^  1/^60  =  (4  +  <  ^60)". 
On  en  conclura  aisément  xt:^  i  ^y  =  z\  ou  :c=— -i, 
jr  s=  0  et  =  la;  etc. 

553.  On  pourroit  demander  les  valeurs  de  j?  et  j-  qui 
^erbient  simplement  rationnelles  :  pour  cela  ,  reprenons 
Péquation  générale  (3) ,  en  b.  résolvant  par  rapport  à 
jr^  on   a   une   escpression  de  la   forme 

d'obtenir  les  valeurs  de  x  qui  rendent  Dx*  -J^mx  -{-  p  un 
carré.  Soit  (zx  +  u)*  ce  carré ,  on  en  tire 

Dx*  +  ma:  +  /^  =  ^***  +  ^  ^^^^  +  «'• 
Il  se  présente  trois  cas. 
1®.  Si  D  est  un  carré  positif,   on  déterminera  z   en 

posant  D  z=z  z*  ^  d'où  x  = 1—;  ainsi  quel  que  soit 

*  -m  — AZii  ** 

i£y   j;  ^^  ^  seront  rationnels. 

a**.  Si  p  est  un   carré  positif,  on  fera  p  rrr  u*  ,  et 

on  aura  x  =  ^   ^    qui  remplit  la  même  condi- 

tion  quel  que  soit  z, 

3^.  Enfin  y  si  Dx*  -(-  '''•^  -{-  p  est  décomposable  en  deux 
facteurs  rationnels  (a-^^x)  (c-f-dlr),  alors  on  éga- 
lera le  radical  à  (a  -{-  ix)  u;   on  en  tirera  (F.  n<*.  717) 

nti  — —  ^  • 

c  -{-  J!xr  s=  («  +  **)«•,  d'où  x  =  _— — . 

Ces  cas  sont  visiblement  les  seuls  pour  lesquels  j^  et 
m  puissent  être  rendus  rationnels  ;  car ,  non-seulemcutr 
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Dx*  -|-  nue  4-  p  ^oii  être  exprimé  par  un  carré ,  ea  fonc-    ^ 
tion  d'une  nouvelle  inconnue  ^    maU  il  faut  aussi  que  la 
valeur  de  x  tirée  de  cette  relation  soit  rationnelle. 

Pour  partner  un  carré  a*  en  deux  autres  x*  et  jr*  y 
il  but  que  «■  +j*  s=2  «S  d'où  y  =  ^/  («»— a?*)t 
or  0*  —  jp*  =3  ( a  4*  ^ )  (a  —  x)  ,  on  fera  donc  le  radi«* 
cal  =  (a  —  x)zj  d'oà  a  -f-  *  =  (^  "~  *  )^»  **"** 


o  (r'—  i) 
—  — ^ — ^ L  et  y  = 


2a£ 


On  auroit  pu  aussi  supposer  le  radical  =  rot  4*  ^  9  ^^ 
on  auroit  obtenu  les  mêmes  résultats. 

Pour    qu'un    nombre    a    soit  la   différence    de    deux 
carrés  jt*  et  j^» ,    il  faut  que  ^  =  ^(«*  —  *»*)f  *'ors  on 


égale  le  radical  hx^^£jt%onax=s  — J—^^^y^^ 

Les  théories  qui  ont  fait  le  sujet  de  cet  article ,  servent  . 
de  base  à  la  recherche  des  propriétés  des  nqmbres  :  nous 
ne  pouvons  les  développer  ici  ;  et  nous  ne  ferons  pas 
difficulté  d'avouer  que  notre  exposé  auroit  besoin  de 
beaucoup  plus  de  dé^eloppemens  ;  mais  comme  Ils  nous 
écarteroient  trop  de  notre  objet ,  nous  renverrons  à  la 
Théorie  Jes  nombres  de  Legendre  et  aux  Recherches 
arithmétiques  de  Gauss,  ouvrages  qui  font  l'admiration 
des  analystes. 

6.  Résolution  des  Équations  numériques, 

554*  Soit  X  =  o  une  équation  donnée  que  nous  sup-*»- 
poserons  préparée,  de  manière  qu^il^  n'y  ait  qu'une 
racine  comprise  entre  deux  nombres  entiers  successifs; 
et  que  pour  chaque  racine,  on  connoisse  l'entier  im-^ 
médiatement  moin4re.  On  a  déjà  vu  (5i8|  4^.)  les  moyens 
de  satisfaire  à  ces  conditions. 


130  AieiÊAC. 

Soît   donc  û  <  qoe   rane   èts  nciûcs  ;   en   faSsamC 

# 

a:  =  a  -J ,   a/  sera  >  x  ,  et  X  =  o,  deviendra  JC  =iOf 

cqoaCron   dont  ^  est  Tmconnue  ;   elle  oit  qa'ilne  ra- 

tAXM  ^   1 9  pdU^e'  5*n  en-esûtoit  plusieurs ,  •,/>,..» 

1                1 
X  aaroit  autant  de  valeurs   a  -^  — ^  ^  •\ > 

comprises  entre  a  et  0  -f-  i ,  ce  qui-  est  contre  Thypothèse. 

En  raisonnant  de  niénie  poar  X^  z=  o ,  on  trouvera 
rentier  h  immédiatement  plus  petit  que  la  valeur  de  x'^if 

et  on  fera  x'  =  à  +  -^^   ar^nVdm^ttant  aussi  aucune 

^     xil  ^ 

racine  ^  i  :  on  continuera  ainsi,  ar^  =±:  c  -{"  ~:;r'*  *  *  * 
ç^"  s=^  -| 1^ ,  / .  .  et  on  en  conclura  ip=  a,  h^  e,  dy„. 

X 

i   puis  les  fractions  convergentes ,  dont  on  connroitra  pbur 
chacune  le  degré*  d*«pproximatîorï.  '  * 

Soll ,  par  .exemple  ,  x'  —  x'  *—  a  x  -f-  i  =  o  ;  on 

sait  (  page  54  )   que  x  =   i    et    ;i;  =  2  donnent  des 

résultats  de  .signes  contraires  ;  de  même  x  =  oetx:=i: 

enfin   au.Vsi  x  =  *^i,  et  x  =  —  a.    On  voit  donc  que 

notre  équation  satisfait  aux  conditioiis  ci-dessus,  puisque 

'•  •  >  .  .  .       » 

sc$  trois  racines  sont  entre  i  et  '2  ,  o  et  i  ,  —  i  et  —  a. 

•  Cherchons  la  i**.  ,  et  faisons  xc=i-j — ^y   ce  qui  donna 

la  transformée  —  x''  —  x'»  +  ax'  +  i  =0 ,  dont  la  ra- 
cine ^  1  esi  comprise  entre  i  fta  ;  on  fera  donc.  .  .  .  . 

af*  ï^  1  -}---:  >   ^*  ^'^^^^   de    suite.  Voici    le  calcul   dani 
Jequel  nous  avons- supprimé  les  accens  ponr  «%  x^,  ^  * 


^j\  -    .       *^ 
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Proposée. . .  j^— <c^— ax-f  is=o  ;  eniier  inunëd. <  «. .  1 

i**.  transf.— ^ — ar*-f*jur4-is=ro .••••.•••••   x 

^* «5—3  «*  — 4* —  1=0 4 

3* —<r'+ *<>;»'  + 9«?  +  i;=o ao 

4* lôiar'-r-Sgiar*  —  4o:|:  — z==:,o a 

5* ..-197*' +  568x« +  695  «+ 181=0 3 

6' aoSgx^ — iai6ar« — iao5« — a97=:o ^i 

La  valeur  de  x  est  donc  traduite  en  la  fraction  con- 
tinue i,i,4»ao,a,3,i  .  ...  et  on  en  déduit  les  fractions 
convergentes  |,  f,  f ,  |H,  J^^,  J,3- ,  .^,  ...  on  est , 
par  exemple ,   assuré  que  J^  est  >  «  et  n'en    diflftre 

pa«  de  - — ^,  4e  sorte  que  4a  vakur  2^x939  est  eju^cte 
jusqu'à  1^  6*.   décimale. 

Pour  b  racine  comprise  entre  o  et  x  ,  on  irpi^ve  de 
même  la  fraction  continue  0,2,4920,  ...  et  même  des  la 
seconde  opération ,  comme  on  tombe -sur  la  seconde  trans* 
formée  ci -dessus,  on  doit  retrouver  les  mêmes  termes  sub- 
séqncns  ^le.  la -fraction  .continue  o,;i,4»^o»*»3,i,6,2o,5,a.... 
Les  fractions  convergentes  sont: 

•»4»î,Ti^,  m»^.  TïïT^.--d'où  *  =  o,445a54. 

Enfin  pour  I9  racine  négative  ,  on  changera  d'abord  j> 
en  —  JT  et  on  cherchera  la  racine  comprise  entre  i  et  a 
pour  «5  -f  ^»  •-  a  fc^ — I  =r  e ,  qui.est  précisément  la  !■•. 
transformée  ci-dessus ,  ainsi  on  ,a  la  fraction  continue 
ii  4^  20 9  a ,  •  •  •  et  les  fractions  convergentes  -— v  t  —  ^9 
-^7-flf»-5^.-?H---  d'où  *=- 1,246987. 

Quoique  cet  exemple ,  que  nous  avons  déjà  résolu  par 
h  .méthode  de  Newton  (5i8) ,  offre  use  particularité  qui 
ne  se  .retrou vei'oit  pas  dans  un  autre  ,  qui  consiste  en  ce 
qu'on  n'est  obligé  de  chercher  les  transformées  que  pouir 

*•  9 
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Tune  des  racines  ^   cependant  on   voit  que   la  mëtiiodé 
demeure  la  même  dans  tous  les  cas. 

J>ans  Tequation  «^  —  2« — 5  =  o,  qui  n'a  qu'une 
seule  racine  réelle  ,  laquelle  est  entre  a  et  3,  on  trouve,  la 
fraction  continue  2,  xo^  I5  1 9  2,  i ,  3..«  et  les  fraction^ 
convergentes  ?,  ^,  îf  i   ff ,  Vt,   J^,   Iff,  —  .  ainsi 

555.  La  longueur  de  ces  calculs  les  rendroit  rebutans , 
si  on  ne  réussissoit  à  les  simplifier  par  des  procédés  faciles* 
Voyons  4'a bord  des  moyens  pour  passer  de  la  proposée  à 
sa  transformée ,  ou  de  celle-oci  à  Féquàtion  qui  la*  suit. 

Faisons  xs=:a  -f-^  dans  Ax^  -{"  '^*'"""*  +  •••  4*  ^=  ^  t 

le  résultat  ordonné  à  4a   forme •• «..^ 

A^  4-  By-j-Cy^  4-  .,..  (7y*=:o  ;  et  on  sait  que  (Soi  ) 
A'  tzzAar  +  JBfl'"-»  4-  etc.  +  y/  ;  que  B'  est  le  dérivé  de 
A'  \   O  la  moitié  de  celui  de  B^ ,  etc.  Donc  pour  faire 

jc  ==  a  4 — "t*  ^^  jsuffit   de   mettre   ici  —  pour  j  et  on  s 


y^'  4.  _  +  —L  4. ... =  0,  ou  ^'ar"»  +  5'«"*-'4-...  4--rf=o* 

Ainsi  pour  passer  de  la  3'.  \  la  4^*  transformée  dans  le 
I*'.  exemple  ci-dessus ,  on  fera  0^=04-  "*7  >  *  étant  =  20; 

d'où 

-/<'  =  —  o'  4"  ^<>  ^*  +  9^  +  '  ^^=  *8*  » 

£'  =  —  3fl*  4-  4o«  +  9  =^  —  391 , 

C  =  —  3fl  4r 20  =  —  4o ,  D' *=  —  I, 

et  on  a        i8i  x'^ — 391  x'*  —  4^*'  —  1=0. 

La  difficulté  de  la  recherche  de  l'entier  le  plus  voisin  de? 

x^  ^  x^  j  est  beaucoup  diminuée  par  le  procédé  sui^ 

vant. 


ï'aÀCTIOKS   CONTINUÉS.  ïti 

N     P 
•     Soient  p  le  dernier  entier  et  -tt-  ,  -=-  lés  deux  dernières   * 
r  N^^  P' 

fractions  convergentes  calculées  ;  pour  pousser  plus  loin  Tap- 

proximatîon, ilfàudroit mettre;? -{ podr  rincohnue  dans 

*  .    .  Pz^-N 

la  dernière  transfoftnëe  (543,  3*.)  ;  ainsi  *=="n7"" _£~j\^* 

cette  valeur  mise  pour  œ  dans  la  proposée ,  donneroit  II 
transformée  dont  il  s^agit  sans  passer  par  les  intermé- 
diaires ;  et  on  voit  qu'on  peut  de  même  passer  aussi  d'une 
transforn^e  à  une  autre  d'un  rang  quelconque  ,  pourvu 
qu'on  connoisse  iV,  iV' ,  P  et  jP. 

^  .       ^  N  —  N'X  r-     ^ 

Or,  puisqiron  a  zz=  — =f ^  ,  en  faisant  en  partie 

la  division  et  remarquant  que  P*N  —  PN'  =  liz  i  ,  on 
Irouvé 

p 

en  faisant  t^rzx  —  ■s;^^^»  différence  entre  «  et  Sà  valeur 

P 

approchée.  Soient  ^  ^  /^  ....  lés  différences  entre    -p     et 

tes  autres  racines  de  la  proposée,  jpour lesquelles  r  est  ^  i  ; 
puis  z'  z",..  les  valeurs  de  z  correspondantes  dans  lés  trans- 
formées A^z^'  +  B'zf*^^  -{- =  0 ,    ce   qbi  doniie 

B' 
•—  -r;=z  -l-x'  -(-  ^^  + Nous  aurons  le»  m  •—  i  va-» 

leurs 

^ —      P'-^JT'i*»'  *  —       P»       /•»  i^  •  '  "  ' 
■    ,  ,  A''(m  — i)      B'        I    /  1  I  \ 
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^    Or,  les  différences  y  J ",....  sont  par  supposition  ^i  ;  de. 
plus  P  croit -à  mesure  qu^op  approche  plus  de  x\  ainsi , 
lé  dernier  terme  de  notre  équation  ne  tarde  pas  k  devenir 
mgligeable ,  tt  on  a 

W'  (m— i)    •  B' 

'  =  — F Â'' 

Ainsi  ^  après  avoir  obtenu  ^,  ^^  et-la^.  transformée 
'ihns  noire  exétnplb  ci-dessus ,  on  voit  qne  notre  formule 

«eVlènt  r  =  fiî  +  tlif  =  fHlMÎ>   «  «I"»  <ïon««  "<>"- 
sèiilfcttient  Tènfier  i  y  mais  encore  la  fraction  cof^nue  i,  6, 

10 9  5,  5 dont  les  quatre  premiers  termes  conviennent 

à  la  transformée  ;  de  sorte  que  i ,  6,  lo ,  5,i  font  suite  à  la 
fraction  trouvée ,  et  qu^on  aura  sur-le-champ  la  neuvième 

transformée  en  faisant  z  =r  ^,.  Z   «  et  de  le  d'autres 

ûbzy  +  oi 

termes  de  la  fraction  cpntinue. 

Oh  poùrrdit  demander  jusqu'à  quel  terme  de  la  Traction 
continue  provenue  de  r ,  on  peut  pousser  le  calcul ,  sans 
c'eiMr  d'atofar  des  valeurs  propries  à  celle  de  s;  mais  nous 
ne  nous  étendrons  pas  sur  cet  objet,  qu'on  trouvera  déve- 
loppé datte  fo  TMorîe  dés  Nombres ,  de  Legendrtf  n*.  io4  ; 
on  peut  aussi  consulter  la  Résolution  numérique  de  La- 
grange  y  pag.  98. 

Lorsque  la  proposée  adiriet  des  racines  -commensu- 
rables ,  la  fraction  continue  se  termine  ;  autrement  elle  va 
à  VrnftDî.  Làr^i^'ielle  contient  une  période ,  nelte  îâ^met  un 
facteur  rationnel  du  second  degré  :  le  retour  des  mêmes 
chiffres  ne  sufllroii  pas  pour  conclure  que  la  période 
tMXr. ,  pxiisqu'e  les  transformées  ijui  donnent  ces  chiffres 
doivent  avoir  non -seulement  une  même  partie  entière, 
mais  encore  la  même  racine  ;  aloss  elles  doivent  -avoir  «r 
commun  diviseur  Ju  deuxième  degré  en  x. 
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Ainsi  pour  x^  —  ax'  —  gx'-f-aaoc—  aas=rO|  oa  a    * 
3  poar  entier  approche)  puis 

!'•.  transf.  — *    lo»*  +    aaç'  +  xjx*  -^  lopç  ^  ir-o...3 

a« 58x'^  —  3i4^*  — 3i5x* —  q&p  — 10=0.. .6 

3* •— 4%4^^4-i2^^^^^+6S6^^'-^iç^7^'i-^8=o...3 

On  tire  it  cette  dernière  z  =  ^  +  4}f;  =  4Hff  » 
valeur  qui /développée,  donne  la  fraction  continue  3,  6.... 
Le  retour  d^chiffireft  3  «^  6  fait  présumer  la  période,  et  on 
s'en  assure  en  cherchant  si  la  premièce  et  la  troisième 
transformée  ont  un  facteur  commun  (ce  qui  a  lieu  ici, 
pubqu'il  est  ax*  —  6x  —  i  )  :  on  ce  qui  est  pln^  coiirt  en 
traduisant  en  équation  (54^)  la  fraction  continue  3,  (3,  6,) 
ce  qui  donne  x^  —  11=0,  et  essayant  la  division  de 
la  proposée  par  x^ — 11.  On* a  donc  ici  les  racines... 

x  =  ±3(3,6),x=:i±:v/  —  «• 

556.  On  peut  appliquer  aussi  notre  procédé  à  Textraction 
des  racines  de  tous  les  degrés,  ce  qui  revient  à  la  résolution 
de  Téquadon  x"  —  ^=0.  Soit,  par  exemple,  x'sziy,  on 

trouve  la  fraction  continue  a,  i ,  x ,  3,  x38 on  en  tire 

X  =  ^^ff  ;  et  si  on  veut  une  p|«s  grande  approximation  , 
on  passera  ik  une  cinquième  transformée,  'pour  laquelle  on 
aura  une  valeur  de  z  qui  continuera  la  fraction  de  cette 

manière  i ,   x ,  3 en  la  terminant  à  favant-demier 

nombre,  on  a  a;s=:f^  =  a,  57iabi5a,  valeur  dont  la 
dernière  décimale  est  trop  foible. 

Notre  procédé  peut  s'appliquer  *mtme  aux  équations 
plus  compliquées.  Ainsi,  soit  io'=2g,  on  trouve  que  x 

est  entre  i  et  a ,  et  on  fait  jr  =  x  +  -r  ^  d*oà f  • .  • . 


10*"^  «/  :=  ag,   ou  xo  x  xo'^csag;  divisant  par   10 
et  élevant  à  la  puissance  o^ ,  on  a  enfin  xo  =s  (^99)".  I^ 
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I 


inême ,  comme  x'  est  enlvc  :i  et  ^  on  (ait  x'r=  2  -f>  — -  ;  d*o\ 

x" 

«,4i  X  *,9'^=io  et  (^)''  =  2,9. 

En  continuant  ainsi,  on  trouve  x=i,2,  6,6,  1,2, 

ï  ,  it,  on  en  tire  ensuite  les  fractions  convergentes  , 

ft,  comme  celle  X|ui  répond  au  dernier  terme  est 

if^:=:  1,  46:^3983...,.  on  a  une  valeuc  ^:i; ,  mais  appro^ 

chëe  à  moins  de  -      -  ;  ainsi  les  six  premières  décimales 

sont  exactes. 

De  même  lo'rx^S  4<>nne  la  fraction  continue  i ,  2,  x, 
3,4ti7«^****ct  ^A  fraction  convergente  ^1^=1,  3617276.... 
est  exacte  jusqu^aux  (lix-millionnièmes. 

Ainsi  on  sait  ré^soudre  par  approximation  toute  équation 
10'  =  3  et  même  a'  ^bj  c^ est-à-dire  qu  op  a. ur\  nouveau 
procédé  pour  trouver  les  loganthraes  des  nombres  di^ns 
tous  les  systèmes ,  et  pour  en  constiruire  des  ta})Ies. 


CHAPITRE     IV. 

uirnoBE  des  cqefficjens  indj^terminés* 

Mo  ta.  Les  sujets  que  nous  allons  traiter  ne  font  pas  partih 
de  ceux  qu'on  exice  des  candidats  pour  l'Ecole  pofy^ 
technique  ;  nous  nous  dispenserons^  d'après  cet  avertis^' 
sentent ,  de  mettre  des  *. 

557.  Soient  F  et  F'  deux  fonctions  Identiques  de  x, 
F'^^F'  ;  et  supposons  qu^à  Taide  (]e  quelqu^artilîce  d^ana- 
lyse,  on  soit  parvenu  à  préparer  cette  équation  de  manière 
à  ordon'ier  les  deux  membres  par  rapport  à  :r;  de  sorte  , 
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par  esbcmple,  qu^elle  soit  sous  la  forme 

a  -f"  ^*  +  ^^^  + =  o'  +  b'j;'  4-  ^'*'  +  etc.  ; 

comme  il  suit  de  la  nature  même  des  équations  identiques^ 
que  les  deux  membres  F  et  F'  ne  doivent  difîérer  que  par 
la  manière  dont  ils  sont  exprimés  analytiqueinent  (dans. 
Pun,  par  exemple ,  les  calculs  ne  sont  qu'indiqués,  tandis, 
qu'ils  sont  exécutes  dans  l'autre  )  ;  it  s'ensuit  que  lorsque- 
ces  deu3(  membres  sont  mis  sous  la  ménde  forme ,  la  seule 
^iflerence  qui  les  constituait  a  dû  disparoîlre ,   et  chaque 
terme  d'une  part  devra  se  repro4uire  de  l'autre  dans  le 
même  état.  Ov^  conclut  de  là  qu'on  a  asrza'  j  b:=b'  ^ 

c:z=:c' de  sorte  que  toute  équation  identique  se  partage 

en  autant  J^ autres^  qu'elle  contient  de  puissances  dijfi^ 
Tentes  JIff  x   (  *  ). 

558.  Cela  posé,  une  fonction  F  de  a:  étant  donnée , 
supposons  qu'on  veuille  la  mettre  ^ous  une  autre  forme  • 
qu'o;i  soit  qssuré  lui  cons^enir;  pour  cela  ,  on  représentera 
les  coeffîciens  des  divers  termes  par^,  B,  C,...  qu'il  faudra 
déterminer ,  et  c'est  en  cela  que  consiste  la  méthode  dont 
nous  allons  nous  occuper.  Pour  y  parvenir,  on  établira 
Végalité  entre  la  fonction  donnée  F  et  la  somme  F'  des 
termes  qu'on  suppose  la  reproduire ,  puis ,  à  l'aide  du  caK- 
cul,  on  préparera  cette  équation  F-sriF'  ^  de  manière  à  en 
ordonner  les  deux  membres  p9r  rapport  à  x  ;  cornpgrant 


(*)  Oh  peut  encore  démontres  ce  théorème  cpmme  il  suit.  Notrt 
équation  devant  subsister,  quelque  Tireur  qu'ion  attribue  à  or,  e^ 
faisant  x  =  o ,  on  trouve  a  =  a' ,  ce  qui  prouve  déjà  que  les  termes 
sans  X  s'entre-détruisent  j  notre  équatkm ,  divisée  par  x ,  se  réduit 
donc  à  5  -♦-  car  -4- . . . .  =  5' 4-  ex  -4- . . . .;  mab  il  suit  de  ce  qu^oi^. 
vicnt^  dire  que  b^s.h'\  doncqp  a  a^nssi  c  H-  dlr +  ....=: c'+cTx.-i- . ^J| 
ct^sinai  dç  fuiu%. 
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ensuite  ces  divers  termes ,  tfn  en  dëdùirsr  autant  d'équa^ 

tions^  lesonelles  donneront  les  valeurs  de  A,  B^  C, 

Pour  faciliter  rinteliigence  de  cette  méthode ,  il  convient 
de  râppli<|uer  à  dés  exèmplti. 

f .  Dicompositioh  des  Fractions  ratioûneUèÈ* 

55g.  Proposons-nous  de  décomposer  ta   fraction 

^-^- ;--  éti  deux  autres  dont  elle  soit  la  ^onfime  : 

(x — a)  (jc  — 6) 

avec  an  peu  d^atteiition ,  il  est  aisé  de  prévoir  la  forme  de 

•  j  '      h 

cellèft-ci  ;  elles  iotit —  et  >, ,  A  ii  B  étatit  iri- 

:c— -a         X  —  à 

dépendans  de  x  et  indéterminés  :   c'est ,  au   reste ,  ce 

que  le  calcul  va  prouver.  En  réduisant  ces  fractions  au 

même  dénominateur  {x  —  <i)  {x  —  &)  ,  il  ne  restera  plus 

qû^à  établir  ridehlite  ehtire  les  liùmeratéurs  j 

ou  Ax-|-Z=(-<l  +  ^)  ^  —  (^^4"-^^);  or»  ilsuildecfe 
qu'on  connoit  (SGy),  que  cette  équation  se  |)âriage  eh 
jdêuz  autres  dû  pi'emier  degré 

A+B  =  k    et    jib  +  Bat=:  —  l^ 

dou  ^S=:—     I  y  XI  =  ' 

p^— a  h — a 

Sbït  proposée  là  fractioki  r^ \  ^  ^    „  ;  on  la  «up- 

^+B   .       C  -.^  ... 

posera  = =-r-  -J-  .  :  en  effet ,  en  réduisant  au 

mâme  dlfnonàiniikteixr  «  otk  titouviêTa 

kA^+lx+m=:{A+C)x^+{B'^Ab—2mC)X'^(à'C—Bt) 

et  ridenlité  sera  établie  en  faisant 

kz=:A+C^    ItszB^Ab-^aiaCy    m^a*€^Bb 
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équations  Au  premier  âégfé  qtli  détefrfiifi6rtlut  A  9  M 
et  C. 

SI  on  avoit  eu  -r r-r; tT"  ?  driâuiwt  dû  faire 

(jf  —  a)^  (x  —  à) 

cette  traction  na  *— 7 '4*  •  ■  +  -: r*    **  ♦  •**  ^'^ 

(x  —  «)'  x— *d  ^ 

.     .  .       V 

néral,  soit  la  fraction  irréductible  -p,  dan»  laquelle  m  entre 

à  un  d^gi'ë  moindre  dans  V^nt  dafts  K«  et  Ks±:Px  Q^ 
P  et  Q  cunt  deâ  polynômes  ftetnittê  entre  euk  et  où  x 
est  aux  degrés  p  et  ^;  on  pourra  supposer 


U       Aa^*  +  Ba^*  ...  ^  t  ,   A'x^'  +  ....'^L' 
y-  p  +  q  • 

• 
En  efîet ,  réduisons  au  éénonynatenr  commun  F,  et  pour 

cela  multiplions  Axi^*  -f" P*'  Q9  ^^  A'x^'^^  -)- par 

P,  nous  aurons  visibleitient  deux  polynômes  de  degré 
p  -{-  9— -  z.  Ainsi  V^  qui  est  au  plus  de  ce  même  degré , 
devra  être  ideiltique  à  leur  sommé ,  qui  fonne  un  poly- 
nôme complet  de  ce  degré ,  attendu  que  AB étant  in- 
déterminés, it  ne  peut  éprouver  de  réductions.  On  compa- 
rera terme  à  terme  ces  deux  expressions,  et  on  en  déduira 
p  +  ç  équations ,  nombre  égal  à  celui  dès  inconnues  , 
puisque  les  termes  de  nos  numérateurs  sont  en  nombre 
p  ei^  :  c^est  ce  q«M  prouve  la  légitimité  de  la  décomposition 
itarfiqiiée. 

si  P  et  Ç  «MA  èû^i-Hnêiaës  ^  produits  de  dMrx  fiictênrs 
premiers  entre  ieuk ,  ofi  pourra  de  nouveau  décomposerais 
dernières  fractions  en  d'autres  «ssujéties  à  la  même  loi ,  et 
ainsi  de  suite.  Ceb  revient  à  décomposer  la  fraction  pro^ 
posée  en  autant  Vautres  que  le  dénominateur  a  de  facteurs 
inégaux  I   le*  numérateurs  partiels  étant  .des  polynômes 
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complets,  d'un  degré  moindre  d'une  ynité  que  leurs  dinomi-^ 
nateurs. 

56o.  La  décomposition  de  la  fractioa-  rationnelle  -^  est 

réduite  à  celle  du  dénominateur  V  en  ses  facteurs ,  puisque 
par  b  division ,  on  peut  toujours  faire  en  sorte-  que  son 
degré  soit  plus  élevé  que  celui  du  niiniérateur  U.  Il  peut  se 
présenter  quatre  cas. 

1.  Si  le  dénon)idateu!c  V  s^  d^s  facteurs  mégau;E  t%  t^étW^ 
pu  F=  (jc — a)  (a:— f  ô).....  x  iS";  on  posei«i 

1*.  Soit  par  exemple  ■  9  en  égalant  le  déno^ 

minateur  à  zéro  ,  on^x  =  2etx  =  —  i^ce  qui  donne 
pour  sts  facteurs  x^^etx-f-t.    On  fera  donc 

a- — Lx  A  B. 

+ 


d*où  on  tirera   yf  =  — .2  =  ^,   de  sorte  que  la  fraction, 
proposée  s=  ■  —  — — ; — t* 

-.       ,  L  A'.B 

.  a*.  De  même  pour     .  s=   ■    .     ■   +  '        *. 

^         a*  ^^x*  a  +.  a?  a  —  x 

on  trouvera   Tidentité    i  s=  (5 — ^)  x  +  tf   (B-f-^).; 

on  supposera  que  le  premier  membre  coi>tien|L  o  x  x, 

et   comparant  terme    à  terme,   il  viendra  B  —  ^  =  0., 

a(B  +  -^)  =  i,  d'où  JBs=^=-î—  et       • 


+ 


a*  —  x*        aa(a>H-a:;        aa(a— *x) 
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3^.  Onfcra  _J1 =^  +  -^-4.-£«  ,   e» 

on  Iroavcra  I  n^ ^a> -f  tfor  (B-frC)+x*(C  —  A—B)^ 
ce  qui  donne  i  =^a',  ^+  C=o,  C-^  A  —  ^  ==  o  ;^ 

d'oàw^=.^-^,  J»  = ^,  C==-i-:  ainsi 


jr(a» — X*)        a*x        xa^a-^x)       2a*{a^x) 

II.  Si  le  dénominateur  V  a  des  facteurs  inégaux  et  ima'* 
ginaîres  du  premier  degré ,  qui  se  conjuguent  deux  à  deux 

en  facteurs  réels  du  deuxième  ou • • 

y=  (x*  +px  +  ç )(jc»  -{-  //x+  /)  ....  X  S.  On  posera 

U           Ax  +  B              Cx  +  D  P 

"  x*-i-px  +  j"^  x^'  +  f/x+f'       s' 


^Pour,    ^^-^^^       ^ -iL,  4,  ^"+^ 


(l+jr)(i4-ar»)  i+x  i-^-x» 


,  on 


5*.  De  même  en  faisant — ; ir: 1 « 

jr  — ri       X — I      x^'+x  -|- 1 


on  troore  A=:Czs  —  Bs=z\, 


IIL  Si  J^a  des  facteurs  réels  et  égaux,  ou  F=fx-  a/  S  » 


on   pourra    laire  -^= -i +  "F  '  ™^^  " 

scia  préférable  de  poser 

t/  A  B  T         r 

n  ea  en  effet  vMLle  qu*en  réduisant  an  même  dénomina- 
teur, les  réiîjlLats  sont  équivalens  de  part  et  d*autre. 

x'  -4-  x'  -}-  2 

€••  Aiog  pour  la  fraction   — ^--z — ; — rr  quoi- 

^  x(x— 0'Cx4-x)*    ^ 
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qa  on  puisse  la  dccompôser  en 1-  ■■  -|.  ' y 

d'où  A=z,  !?  =  —  },  c=^E=i,  i>«=— !;  î» 

sera  préférable  de  faire 

xi  +  x^+2  _  A         B  €  D  F 

or*— ax'+x         X  "^(x+i)»"^x  -f.  i  "*"  ^o:- i)»*^*- i' 

a  1  &  il 

qu'on  trouve  = -^-^ Jt.» — (-  ■  ^^ ■.,'*' . 

a:       (x+i/       x+i        (x — i)»      x-i 

7*.  On  a  de  même 

I  1  ax-4-3      ,  X 

x(i-j-x)' (i +x4-x')       fe        (i+«)*        I  +  X  +  ** 

» 

I  I  a  X 

ou  îsr  — •  — ^      I    ■■'  *     — —      ■  ■■»  ■  J«  1  111. ^ 

X  («  +  l)*         X  +  *  X  +  *  +  ** 

IV.  Pareillement  si  Fa  pour  facteur  (x»  +/ix  +  ^  )*• , 
ceux  du  premier  degré  de  x*  -^  ^  -f-  y  étant  supposes 
imaginaires ,  on  fera 

u     Ax^-'  +  Bx^^^  -f ...  +  r     P 

1    A    ^  Ax  +  B        ^         Cx+D 


8^.  Ainsi ,  on  fera 


(i+x)x*(x^  +  a)(x»+0' 


et  on  trouvera -^  =  Ti ,   B=  — C  =  i,  i)  =  — E=ç, 

Au  reste,  nous  donnerons  des  moyens  plus  expéditîfs 
pour  déterminer  les  coei&ciens  C7i5). 
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a.  Séries  RiatrrerUes, 


S6i.  Proposons^QOus  àt  dérdoppcr  en  Sérét  (4â5,  !•), 
Oh  «st  audtë  par  la  divîsioii  ât  n  parr  i  -f-  «j; , 


que  cette  série  procède  saîvaat  les  paisiances  croînantes  et 

positives  de  x ,   c.-âi.-d.  qa^elle  a   la  forme «  • 

A -{•  Bx -{- Cx* -{^ Une  s'agît  donc  que  de  détcnniner 

les  coefficlens  AB  C ...  exU  loi  qu'ils  observent  entre  eux. 

'L'MeDtité  — ^ — ,  ^  A  +  Bx -4-  Cgt^  +....  étaaalmalû^ 

1  +*x 

pliëe  par  i  -{-  «x,  donne 


a  =  A+    B 
+  A^ 


X  +    C\^^    D\x^  4-  .... 
+  ^«1      +  Cm]     +  .... 


On  ifn  conclut  A:=a,  B  -)-  ->^«  =^  o 9  ^4"  ^ «=o...  ;  la 
4**.  de  ces  équations  détermine  Aj  la  s?*.  A ,  etc ...  On 
)>eut  d^aillenn  trouver  A  direcHement  en  faisant  x  =  o 
dans  lâi  fraction  proposée  et  -dans  son  développetneirt. 

*On  remarquera,  diaprés  la  nature  même  du  calcul, 
que  si  Jlf  et  A'  sont  Attïx  eoéfficfn»  racccssHs  île  tiotre 
série ,  on  a  IV  -|-  Mm  =  o ,  d'où  N=  —  mM  :  ainsi  tout 
coefficient  est  le  produit  du  précédent ^r  —  m;  ou ,  si  on 
veut,  un  Urme ^uêlcofUfue  se  trow^  en  multipliant  celui  gui 
le  précède  par  — mx.  Ce  multiplicateur  est  le  terme  qui, 
en  signe  contraire ,  accompagne  l'uni  le  dans  le  dénomina- 
teor  de  b  fraction  proposée.  On  a  donc 


ï=fl  (i  —  «jr-f-«'jr»  — ....di«''j:*...). 


On  nomme  Sénés  Ricurrentes  celles  dont  chaque  terme 
se  déduit'des  précédens ,  en  les  multipliant  par  des  quan- 
tités invariables  ;  ct%  multiplicateurs  constituent  ce  qu'on 


uppelle  V Echelle  de  relation,  Corome  on  peut  ramener  à  là 

forme ,  toute  fraction  rationnelle  dont  le  dcnomî- 

I  +  «.r 

lia  leur  est  du  i".  degré  ,  oh  Volt  qù^elle  engendre  làitjours 

une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est  le  terme 

—  mx. 

Le  Terme  générai  (4^î)t  ou  le  (w-f-i)'  terme  est 
■■f;  a«"x''  ;  on  prend  le  signe  supérieur  quand  n  est  pair  y 
rinférieur  lorsque  n  est  impair.  Puisque  tiotre  série  est  une 
progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  —  at  ,  il  est 
<très-^îsé  d^ax'oir  la  somme  des  n  -}"  i  i"*«  termes  ^  ou  le 
Terme  SommaioireJ  (  487  )  :  on  trouve 

^  i+kx  _ 

on  prend  les  mêmes  signes  que  pour  le  terme  général. 

562.  Si  au  contraire  Y  la  série  a(i— «x-j-»*)  ^toît 
donnée  ainsi  que  sa  loi ,  il  seroit  aisé  de  trouver  la  frartion 
génératrice ,  qu'on  nomme  la  somme  entière  de  là  série  : 
en  effet,  le  numérateur  est  le  premier  terme  a^  et  le  dé- 
nominateur est  I  —  Téchelle  de  relation ,  ou  1  -)-  41a:. 

Par  exemple , ^  en  faisant  jp  =  0  donne  §  pour 

I*'.  terme  ;    puis  ,   mettant  la  proposée  sous  la   forme 
- —  I  on  a  §  X  pour  Téchelle  de  relation ,  et  par  consé^ 


quent ,  la  série  |  1 1  -(-  f  x  -f"  (3  *)'•+-.-*..}  le  terme  gé- 
néral est  (^)"'^'^9   et  le  terme  sommatoire  est 

3 — ox 

Réciproquement f  si  la  série  est  donnée,  le  I'^  terme  % 
est'le  numérateur,  et  i  —  f  «  est  le  dénominatear  de  la 
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fraction  génératrice,  qui  est ^- —  ou .  Si  donc 

^  I  —  §x  6 2X 

X  =  ^ ,  on  trouve  k  ]^our  somtne  de  la  série  suivante , 

continuée  à  l'itifinî  |  1 1  ^  |  -f  (J)»  -f-  .... J 

563.   Si  on  suppose  a;  =  2,  on  trouva  de  tnéme  »- a 

pour  la  somme  dc||i-f-|-}-^-(-  ....  |  Ce  résultat  offre 

un  paradoxe  remarquable ,  car  on  ne  conçoit  pas  comment 

la  somme  de  plusieurs  quantités  positives  peut  être  —  2. 

Mais  ceci  s'explique  en  remarquant  que  la  série  étant  dit^er- 

gente  (4^5)  ,  on  ne  doit  pas  regarder  la  somme  des  !"*• 

termes  comme  formant  une  portion  de  celle  qu'on  cherche, 

attendu  que  la  somme  des  termes  qu'on  néglige  peut  être 

négative  et  même  excéder  celles  des  n  premiers   termes  : 

c'est ,  en  effet ,   ce  qui  arrive  ici ,   où  les  termes  négligés 

ont  pour  somme  m^s  an  — ^ — ^— *•  y  qui ,  pour 

âc  =  2 ,  devient  —  2  C^)*^'- 

£n  général ,  lorsgu^une  séné  est  divergente  ^  il  Joui  Vent-- 
ployer  en  totalité ,  parce  que  son  ensemble  représente  là 
fonction  dont  elle  est  le  développement. 

564:  Cherchons  la  valeur  de  la  fraction  o,3333...  oh 

récrira  sous  la  forme  -^  +  7I0  "+"  T^+ 

(de        jc*  \ 

1 -f- 1 U  ...  ),  x'éunt  =  I.  La  fraction 

3  3 

génératrice  est  >  j  donc  o,333  ....*  = =i' 

©  10  —  X  lo — 1 

Soit  p  la  période  d'une  fraction  décimale ,  p  étant  corn-» 

posée  de  k  chiffres ,  cette  fraction  équivaudra  à. 

^/i4.J^  +  — ,  +  ...UxéUnt=i  :  or  la  fraction 
10'   \         10*   *   10»*  '       K 

génératrice  de  cette  série  est  — ^— j>  résulut  déjà  connu 
(5a  et  101,  8*.). 
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565.  Dcvcloppoos  maintenant  .  •   forHae  à 

)a/giielle  on  peut  iramejQer  toute,  fraction  rationnelle  du 
a*,  degré  :  on  Terra  ^  coùMiie  n*.  .56 1 ,  qu'on  peut  Tégaler 
à  -^  -f-  5;r  4-  .Cjc*  ^..  Multipliant  pgr  i  +  «c;r  +  /Bx» ,  on 
troQye 


a-f.3x  =  ^4-9 

*+  C  ' 

ar'+\» 

x». 

-4-jtf«^ 

+  £« 

^  C« 

•♦ 

■ 

+  -4  A 

+  «J3., 

cToù    j^Kistf,  £4.^t=:^,iC+A»4->tf]Sr=o,  etc. 

La  i**.  donne  la  valeur  de  A  qtiîon  auroit  pu  d'ailleurs 
trouver  directement  eniaisant  x=:o  dans  la  fraction  propo- 
sée 4  la  2*.  donne  B  =  b^^am.  Quant  aux  autres  coefficiens 
C,  jD,..«.  sans  nous  arrêter  à  les  déter^^iner  ,  il  est 
facile  de  voir -que  si  A/iVf  sont  tFels-GOtfffioieiiSoSWiOQssifs 
quelconques  de  notre  série,  ils  sQnt.Iié.^entre  eux  par  la  re- 
lation P-f  «liV-}-  fiM^=zo^  d'où  Pzzz-^mN — /$M;  en  sorte 
qu'up  coefficient  se  déduit  toujours  des  deux  qui  U  précèdent 
multipliés  respectivement  par  -^«i  ^t  — /8  ;  ou  plutôt,  le 
développement  de  toute/inaction  dont  le  dénominateur  jest 
i  +  «X  -+-  ^x^  forme  tme  ^érie  récurrente  dont  VécheUe  de 
relation  a  deux  termes^  — ax^  —  /Sar*:  ce  sont  les  quantités 
qui ,  Wlees^e  ^ ,  ibrmcntce^clénomiqateiir. 

566.  Réciproquement  lorsque  la  loi  de  la  série  est 
donnée  ^vec  ses  deux  premiers  termes,  ;il  est-ladle  de 
ostrQU¥V  la  «fraction  ^^énératricie  ;  ,(vir ,  les  éqiiatioos.  . . . 
^ :;=  ^  et  £  -f"  «^«ts^  ^  qikjl^B  «ont  connus ,  donnent 
a  ^Xhy  et  par  conséquent  le  njumératetir  a  -f^3ap  :  le  déno- 
minateur est  r=:  I  moins  'les   deux  «tecmes  jde  l'échelle , 

ou  =  I  -^.9^  +  /3«'. 

o  ^—  "  X 

Par  exemple,  ■    a    pour  premiers  termes 

X  ^"^  X  ^^  a 


forme 
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—  t  -f- 1  jf  ;  ce  qni  suit  des  valeurs  de  ^  et  JB ,  oo  mime 
de  la   division.  De   plas^   en  donnant  à  la  proposée  la 

i4^rjZ-'j.^^  »  ®"  reconnoît  que  — A«  et  +A»* 
sont  les  termes  de  l'échelle;  donc 

Si  an  contraire  on  donne  — ^  i  -^  |  ir  ^  et  rèchén^ 
•^^«  et  |âB*;  en  faisantj^= — t  MB==:f ,  hos éqtiatioh^ 
donnent  «=s-**i  et3ss=a:le  namërUteu^  esl  a  Je  — - 1 V 
et  le  dénominateur  1  «^  |  âp  -«'  ^^''.  Là  àolkime  de  ta  sém 
infinie  -^  i  -{*  |  —  {...  (dont  Téchelle  de  relation  est 
-^s<t^)  àe  iroiivé  en  faisait  «ss  k  dans  la  fraction 
génératrice;  cette  somme  est  i. 

De  miême  x  =:  5  donne  —  1  pour  aomme  endère  de  If 
série  ()ivei:gente  — 'H-t? — •4^  +  «»«  ^«**  Téclielle  de 
relation  est  —  f  et  i*.  (  K  n\  563.  ) 

567.    Pour    obtenir    le    terme   général ,    on  décom- 

posera  la  fraction  proposée  (55g)  en  deux  antres  ■  i-    'i 

el  -— ,  dont  on  sait  trouver  les  déviéloppéttleili  À 

les  termes  ginéiaWi  (SAi).  Ainii  lé  fraèHon  ci--dess«i 
^4-i™  —  -^-^—^  (B6dî  i'.)-  i^«*  <<riéi  qiki  feii  rl- 
snltent  sont 

chaque  terme  de  la  suite  qu'engendre  h  fraction  proposée 
est  la  sdmihe  deè  termes  de  même  #aag  daftà  ces  pro- 
gressions j  et  le  (»H-x)*  terme  est  (-^dt^i  x**.  L'e 
signe  su^érieiir  l  Itéa  setikiÉem  qbaàd  h  ei<  îm^ir. 
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On  verra  de  même  que — — -- —  se  décompoié 

3  I 

en  >■      +  __ ,    ce    qui    produit    les   séries 

5(i  +3x  +  9x«...3''x")  et— i(i  +x  +  a?*...4.a:"); 
donc  le  terme  général  cherché  est  ^a:"(3"+*--. i). 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  toute  série 
ricurrente ,  dont  Vèchelle  de  relation  a  dettx  termes ,  est 
décomposabU  en  deux  progressions  par  çuotient ,  de  sorte 
^e  chaque  terme  résulte  de  l'addition  de  ses  correspon-^ 
dans  dans  deux  séries,  de  la  forme 

Af  (i  +kx  +  A'x*  +..  Oi     -^(i  +  fx+  ^'^*  +•  ••) 

On  peut  donc  parvenir  k  ces  séries  composantes  en  cher- 
chant  directement  à  déterminer  ilf ,  JV,  ^  et  /.  Ce  procédé 
présente  quelqu^avantage ,  sur-tout  lorsque  les  facteurs  du 
dénominateur  sont  irrationneb  ou  imaginaires. 

Soit  Â  -f-  Bx  -|-*  Cx*  -f-  etc. ,  le  développement  donné 

de  la  fraction  cherchée  — ;   il  est  clair  qu^en 

comparant  on  a  ,  • 

« 
On  seroit  conduit  à  des  calculs  très-pénibles  ,  si  on  pré- 
tendoit  obtenir  deux  autres  équations  par  la  même  voie 
.  C  =  Mk*  4-  ^^ 7  ••  •  ™^î^  au. lieu  de  cela ,  on  use  de  cet 
artifice  remarquable  ;  les  cottfficiens  Mk^  et  iW'  des  S**- 
termes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme,  suivante 

Jtf**  =  MACA  +  /)  — AfAZ,  Nl-^Nlik+l)—Nkl; 
en  ajoutant  on  a 
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Aihst  on  obtient  le  roeflicient  C  en  moltipliant  B  par 
«4-^9  et  >4  par— ^/;  or  on  sait  qu'on  Tauroît  aussi 
en  maltipliânt  1? par  —  «)  et  A  par  — fi  ;  donc  ^-f-/= — • 
et  itlzszfiif  ïe  qui  apprend  que  Ar  et  f  sont  les  racines 
de  rëquation  k^  -{■•  ttk-^-fiz^o.  On  trouve  cette  équation 
ten  égalant  à  zéro  le  dénominateur  1  •^  mx  •^-  fix^  de  la 

fraction  génératrice  ,  et  mettant  -—  pour  x.  On  en  con- 

tlura  iVet  JV,  et  par  suite  le  terme  général  x^Ç^Ik^+Nt^ 
et  les  deux  progressions. 

Soit  proposé  '  'c  '  ^  s=s  i  +  ai:  —  «•• . .  novs 

I  ■■■^  3tX  ■^"  O  "X 

aurons  Af -f  Ntsz  1 ,  Mk -f  A7  =  a ,  Ar  +  ^=2  »  ^^=  ^  î 
les  racines  de  Téquation  A*— ai+5=o  sont  ferri+^V — *» 

/rrii  — 1  V-^'j  «nsi  jy=   ■       , ,itf='        /i    f  , 

4  4    ' 

et  on  obtient  pour  le  terme  général 

expression  d^bà  les  imaginaires  dîsparoissent. 

568.  Ces  procédés  he  sont  plus  applicables  Içrsque  \è 

'dénominateur  de  la  fraction  pi'opdséé  est  un  carré  par-: 

.       *  fl  -4-  hx 

fait;  mais  alors  on  a-..    -^      >■    <   qui  équivaut  à*..»». 
•  {i  +  mxy  '    ^        ^ 

Ç^a-\-hx)  (i  +  •Jc)""'  j    or  en  dév/eloppallt  (i  -{-  «à;)""» 

par  la  formule  du  binôme  (4^4)  9   orr  a  pour  les  termes 

de  rang  n   et   («  +  i) ,    ^  n»'*^^  x^^  rt:  («  +  *)  •''^''  t 

to    multipliatit   par  â  4- ^J>^  9  on  trouve  •  pour  (n-f-O* 

terme  j  qui  est  le  terme  général  cherché 

en  prenant  le  signe  supérieur  loiyque  n  est  pairi  et  l'înfé-» 
mur  dans  Ib  caa  contraire. 


l4^  ALGftBRK. 

C'est  ainsi  que  le  dëveioppetnent  de  ■       ""^  ■     a  pour 

terme  général  3"+»  x"  (3»  +  ji)  :  en  fanant  tour-4-*tonv 
R=:o,  ifa,3...  on  obtient  le»  divers  tenues  de  la  série 
tpH  est  6  +  Ifix  +  at&x^  -f-. ,  • . 

Puisque         7* ~  se    décompose   (  56o  ,  III.  )  en 

le  développement  n*est  plus  formé  de  deux  progressions 
par  quotient  ;  et  il  est  dair  que  ces  séries  sont 

{l «X  -|-     «'X'»..  ±«"JF* A 

(a  —  — — \|i— a«x  +  3«»x*à..±(ji+  i)«"x"} 

ce  qui  fournit  un  nouveau  moyen  d^obtenir  le  terme 
généra), 

56q.  Il  e^t  aisé  niaintenant  de  trouver  la  somme  d'une 
portion  de  série  récurrente  du  second  degré ,  puisqu'il 
s'agit  simplement  d'avoir  cette  somme  pour  deux  progre»- 
sions  par  quotient.  Soit  proposée,  par  exen^ple,  la  suite 
— ^  1  +î*~}:fc*  4*  ^  X»»  • .  ^ont  l'édidle  dé  relation  est 

— -  ---*  et  -4-  *-*^  y  et  qui  se  décompose  tù  deox  pro<^ 

gressions  i  +  jx  +  Jx*  +...  et  -^a(i  —x-f  «*•••)• 
On  a   (  i44)  P<>tt'  ^  somme  des   n   premiers    termes 
X»  — a"  a(dt*"-ri) 


a"~*  (x  —  a)  x-f-  I 

570.  On  raisonnera  de  même  pour  les  fractions  des 
degrés  supérieurs  au  a*.  ;  et  sans  pousser  ces  coii^dératioM 
plus  loin ,  on  voit  que  le  développement  de  la  fraction 
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a  4-  bx  -4-  ex* 
■     .  '  ■  .        1"    e$l    une  série    rccunrente    dont 

Téchelle  de  relation  est  composée  de  trsis  termes 

mi^êbx ,  —  |B«*  «t  -—  y x^.  Et  ainsi  des  autres  fractions. 

3.  Méthode  irwerse  des  Séries, 


Syi.  Bësigùons  par  y  une  fonction  de  ^  développée 
en  une  série  donnée  ;  la  méthode  qui  apprend  k  en  tirer 
U  valeur  de  x  ordonnée  suivant  Us  puissances  de  ^^ 
tst  celle  qui  «s  nous  occuper;  on  l*a  nommée  Af^/AoJ!r 
inverse  des  Séries^  ou  Retour  ê^s  Sidfe»:  on  sn  saisira  mieux 
Tesprit  par  des  apppticaiions. 

I^  Soit  proposée  Féquation 

X  X*     ^      x^  -**      . 

,=.—  -  — +  3- --^4- eu. 

et  soit  dediandée  la  valeur  de  x  exprimée  çn  fonction 
dej".  Supposons  que,  parle  procédé  qui  va  nous  occuper 
bicnt6Cf  on  sçsoit  assuré  quc^  ne  peut  recevoir  que  des 
cipossm  entiers  et  positifs  ;  on  en  conclura  que  la  fomit 
de  la  série  cherdiée  tsl  x  ^=1  Ay  '\-  Sj*  4~  0^  +  ^^^-  ^^ 
ne  mel  pas  ici  At  terme  sans  jr^  parce  que  x  3=0  doit 
donner  y^=.o.  Dorénavant  nous  mettrons  pour  ce  terme 
sa  valeur  qu'on  peut  toujours  obtenir  par  le  même  moyen. 
D'après  cek  9  si  dans  la  série  proposée  on  substitue  pour 
x  Y  jr%  jv'^.  •  •  •  cette  suite ,  son  csrté  ^  son  cube ,  etc. ,  on 
aura  Péquatiou  identique 

j  =  yfy  4"    -^^+      0^+    I^  J^  +  *tc. . .  •  pour  a; 


—  ï^y  ^ABf  —  i^y^  —  etc.^        _  , 

—  ^Cj4_etc.r"       ^ 


X* 


+  ^.4y+^*i[r*+etc +^.^3 

^\A'^y^ — «*c — -^arî 


\Bp.  AiGiBRE. 

Oa  la  partage  en  diverses  équations  ^^=1,  B  —  i>^=.Q^,^ 
C  —  -^B  +  5  -^^  =  o  »   elc D'où  on  conclut 

^  = T9B  —  9    O  — -r— 5,   -0=-: 5-T;,elÇ, 

I  1.2  1.2.0  1.2.0.4 

^e  sorte  qu'en  substituant  on  trouve 

«=r  — +  ^  +  -J^+  .   ^^  ,  +  etc, 

I  1.2  I.2.0  Z.2.0.4 

II.  On  verfoit,  de  même  qu'ea  renvecsanl  la  série 

^  =  «  —  a:'  4*  *'  —  x^  +  *^^"i    ^ 
çlle  deyienl    jp  as jr  4.^»  -}-  jr*  +  ^  -{-.  etc* 

III.  La  série  jzrj: — ^4. —_ !__.  4.çtc. 

x.2.0      1.2.0.4.5       1.2...  .7 

^oit  être  renversée  en  sup]K>sant  a;=yfy+JG?y^-f-Ç^+  etc. 
et  omettant  les  puissances  paires  de^,  ainsi  que  relava, 
être     démontré  ;    on    trouve    par     le     calcul    >i  =  1  ^ 

5=— r?   C:=      '      ,  etc.,   d'où  01?  tirç.       , 

2. 0  2.  «^«O 

•^"^   2.3'*"IT5'^2.4.6.7"^2.4.6.8.9'^''*' 

lY.  £n  général  soit  xs=ra^4*^*+  ^4~  ^^^m  ^^  ^"^^ 

X        3a;'      2h^ — ac    ,  .  5  abc  —  a^d — 5.3'    ,   , 
a         or  a^  al 

Soit  aus^i  jc  =  cy  -|r  ^  +  cy^  +  <fy'  +  etc. ,  on  a 

X,       hx^      33* — ûc    _     Sabc — 4^d — 123* 

J x^A a:7  +  .... 


a        a^  a?  <i 

572.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  donne  liea 
à  deux  difficultés  ;  la  première  consiste  h  prévoir  la  forme 
^  la  série  cherchée  ;  la  seconde  tient  à  ce  que  la  loi  de& 
^oçflîciens  ne  peut  se  déduire  que  par  induction.  Mais  ofH^ 
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evite>Ia  première  en  représentant  aussi  les  exposans  par  des 
lettres  «,  i6,  y..«  qu^on  détermine  par  la  condition  que- 
chaque  terme ,  après  le  calcul ,   en   trouve   d^autres  dé- 
même  exposant,  avec  lesquels  il  puisse  être  ordonné. 
Soit  ^  =  i  X'  +  3  x^  -f"  i  ^  +  •  •  •  • 

on  supposera  xz^Ay^-j-By^-^-  C^*-|-"*-  ^"  ^^  mettant 
pas  de  terme  sans  y ,  parce  que  jc  =  o  doit  donner  jr  :=  o  : 
A  /8  y .  • .  sont  des  exposans  croissans  et  indétenpinfss.  On. 
cherchera  x^^  a?.,*   et  substituant,  on  remarquera  que- 

1*.  Les  exposans  de  x  dans  la  valeur  de^  étant  en  pro- 
gression par  différence ,  «  /S  y .  .^  doivent  Jouir  de  la  même 
propriété ,  puisquVn  formant  x',  a^»  •  •  les  développement, 
satisferont  encore  à  cette  condition. 

2**.  ILsafTira  de  déterminera  et  /S,  puis  mt  en  con-^ 
dura  y . . . . 

3*.  ht  terme  du  a*,   membre    on  ^  a  le    plus 'petit 

« 

exposant  est  j  -^'j^**;  il  doit  s'ordonna-  avec  le  i*'.  mem- 
bre j-'  ;  donc  ia  =1  et  J  A}  =  i ,  d'gù  •  =i  et.^ 7=^2^ 
4^.  Les   termes  dont  après    ceux-ci  les  exposans  sont 

moindres ,  étant  ABjr*^  et  i  A^jr  *,  m  s'ordonnant  con-^ 
duisent  4  «  4"  /8  ?=  3it ,  d^où  /S  =  |  :  ainsi  la  raison  de  la- 
progression  est  1^,.  et   on   doit  supposer • 

1  1  2l 

X  t=  Ay'^  +  By*  +  O"*  +•  •  •  •  o»  trouve  eafin.  ••••#••: 

Par,  b  naéme  raison,,  oa  voit  que  dans  IVxemple  US 
on  ne  doit  introduite  que  des  puissances  impaires,  et  qu« 

pourj  =  x  '  —  {x"  —  ^x"  —  -^x' — -J^jc...,    on  doit* 
«vpposer  X  =  Ay^  +  By^^  +.  Cy^. . .  Le  calcul  donne* 

I  i^  i.  I 

^?     ^     y     ^ 


1$^  Ai^Aqi^b- 

1^78.  Si  cm  ^voit  j^  =  a  +  *«  +  f  «^  ...  il  feudroit , 
pour  pliis  ^ç  cpmmodi^é  daqs  le  calcul^  If^sser  a  dans 
1^  prçqi^er  meml^re   ç(  diviser  p^r  ^;  cai^  ensupposant 

^;      ^r=sr,  on  aoroit  j?  =  x  -j-  *^  x*  +•  ••  î^  faudrpit 

^suite  développer  si^iplçmeot  x  ep  (onctioa  4(i  ^^  A^ 
reste,    Y*  n*.  670. 

i^.  iS'^n>5  Exponfntielles  et  I^arit]kmiigt^. 

574.  CVrchons.  i  dévelopo^  en  série  leai  fo^ctioiu^ 
Transcendantes^  et  prenons  d'abord  V Eapafi^tielie  a^» 
Pour  cela  ^  faisons  a  =s  i  -f-^i  puis  employoïps  l^a  foriaiule.  du^ 

binôme;  nous  aurops.  (i  4;jr)*=ii  ^o^^  x.  jr*  +  •  •  • 

Il  ^t  aisé  de  voir  ^ue ,  i^,  le  terme  sans  op.  est  s. 

a®,  jr  n'a  que  des  exposans  entiers  c^t  positifs. 

3*.  Enfin  en  désignant  par  k  le  coefficient  de  47* ,  on  a 
cette  série  dont  h  nature  même  du  calcul  rend  la  loi 
manifeste 

A  — V— il4.il  — il  4.  U\ 

Supposons  donc  a's=:  1  ^  kx  -^  Ax^  -f"  ^^'  +  •  •  •  >! 
s^agii  de  déteiminer^,  Ji..«  Remarquons  que  les  cpefKciens 
kAB,*»  ne  varient,  point  avec  « ,  de  sorte  qu'en  çhanr 
géant  x  en  x ,  on  a  encore  a*  c=  i-f*  Arx-j*-^'^  -f-fr'  4~  •  *  • 
tn  supposant  que  jb  surpasse  »  de  t ,  ou  sr  =  x  -|-  1. 
Branchant  nos  dévefopptqiens,  on  a  a^—- o'ssff'^— -a", 
ou  * 

Cette  équation  a  ses   deux  membres  ^visibles  par  j  on 
«  — »^   puisque  ^' s  Ot  qu  jr=s^,  les  rend  nuls.  On 
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pie^  ce  lacti^r  <i|i  tviieiic^  en  «ubstituant  pour  é  sa  vileor 
](  4*  fc' "fr  ^  -^r  ***^  ^  ou  tiottve  en  £vuant  par  i 

La  loi  résulte  encore  da  calci|l  mtme ,  puisqu'on  n^a  (^) 

que  des  termes  de  la  formt-^ -=z*^+xx*~*4-... 

z  —  X 

Çoomie  \fi^  cfçi  ^  U^n  ^  ^t\  que  soil  r ,  faiaons  »=câP 
9^  l'sFOf  nom  aqPQn% 

♦:    iki'  =  i(i4.    **+    ^a;-+    JB«.^+...) 
=     A+ai<x  +  3Ba:*  +  4Cjij»+  ... 

Comparant  leime  à  tenoe,  ^n   tpovte    ^=  -< y 

B^ss^  ""-^3    Css:  m  yiy*.#>  enfin  on  obtient 

•-==.  +  *»  +  -—.+  _,  +  -—^  + (a) 

aérie  ckercMe ,  et  dont  la  loi  est  toujours  évidente  jus* 
^*à  lllnfini. 

SyS.  L'équatbn  (i)  fait  connoître  k  lorv}ue  a  o^  jf  e^t 
donné  :  pour  résoudre  le  problème  inverse  ,  faisqps  ^q^i 
dans  (a)  9  nous  aurons 

•=^  +  *+-T-t^^r^^ (3, 

En  sorte  que  chaque.  yalfiMf  de  a  cépond  à.  une  vahnr 
connue  de  Ar ,  et  réciproquement.  C^est  ainsi  que  k  :=  i 
donne  ppiir  la,  yaleur  qorr^spw^ISt^  4f  «9 

e=  1  +1  +  Jrf  J  +...5=a,7i^a8  i8a84  59... 

Il  est  rrai  qu*^l  faut  que  nos  séries  soient  convei]gentf s 
£our   résoudre  ce  4qP^  proi^l^sfif  :  il  ccSivienl  donc 


»54  ^iciBRC; 

d^obtenir  aa«  autre  relation  entre  a  et  ^,  qui  soît  titîîe 
dans  tous  les  cas.  Pour  cela  ,  faisons  Ar  =  i  dans  la 
série  (^),  a  n^y  sera  plus  arbitraire  et  prendra  la  valeur 
e  que  nous  venons  de  déterminer,   et  il  viendra 

^  =  ,  +  ,  +  -  +  ^+^3^  +  ...    (^ 

Or  A  et  «  entrent  de  la  même  manière  dans  (2) ,  de 
sorte  que  si  on  change  ici  a;  en  k  ^  on  devra  tomber 
sur  la  série  (3)  :  donc  on  trouve  entre  e^  a  tl  h  ^^^te 
relation  a  =  0*. 

Dans  les  calculs  où  les  logarithmes  sont  appliqués  à  Pal— 
gèbre,  on  a  coutume  de  préférer  la  base  e»cra,yi8...  ;  on 
les  nomme  alors  Népériens,  du  nom  de  l'inventeur  des 
logarithmes  dont  on  consacre  ainsi  la  mémoire.  On  leur 
applique  aussi  la  dénomination  impropre  de  Naturels  et 
d^ Hyperboliques {Voy.  n**.  7489  U)-  Nous  désignerons  doré* 
navant  ce  système  par  le  signe  log ,  pour  le  distinguer. 
Ainsi  ^  le  signe  Log  z;  désignera  nn  système  dont  la 
base  est  arbitraire  ;  Lz  supposera  la  base  xo ,  ou  les 
logarithmes  de  Briggs  employé6  dans  les  tables  ;  enfin 
pour  log  z  la  base  est  «  =  2,7182818. . . 

576.  De  réquation  ussre*,  on  tire,  en  prenant  les 
logarithmes  de  part  et  d'autre  dans  un  système  quelconque,. 

Log  a  z=z  k  Log  ^.  .  .  .  ^    (4)  » 

,                       ,        Log  a       fc                  i- 
donc  ,»•...    «  =  V    "■    =  fofi  *  =  î"" > 

Log  e  ^  Log  e 

suivant  que  b  base-  est  quelconque,  est  e  ou  a 

I 


*• «       Loff  tf  =    — -  =   ; . 

^  k         log0 

3t^.  En  mettant  pour  k  sa  valeur  log  a  dans  (2}  ^  il  vièni- 


r 
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#*  =  I  +  a?log  tf  + S-.  +  - — I h  .  ,  ,       (Jî), 

4*".  Si  dans  (4)  9  on  substitue  pour  k  sa  valeur  (i) , 
^^  I  +  J^  pou^  ^9  on  obtiei^t 

I-Og(l+jr)=Log#(jr_Ç  +  ^_^+...),  (C), 
et  sUl  s^agit  de  logarithmes  népériens ,  comme  log  «=51, 

•»«[(« +j)=J'-^+^-^+...    (15).     • 

Les  séries  ji  eiB  servent  à  trouver  le  nombre  a'  ou  e*  qui 
répond  à  un  logarithme  donné  quelconque  ou  népérien  i 
les  suites.  C  et  D  résolvent  le  problême  inverse  ;  mais  il 
faut  que  ces  développemens  soieqt  convergens  (563). 
Byj,  En  comparant  les  formules  C  et  D,  on  trouve 

I-og(i  +;y)  =  Log#  xIog(i  +j?)  : 

donc  dans  tout  système,  le  logarithme  ^'im  nombre  est 
le  produit  de  son  logarithme  nipirîen  par  le  module  ; 
c^est  ainsi  qu^on  nomme  (iSa)  le  facteur  Log  e  ^  qui 
est  constant  pour  tous  les  logarithmes  d'un  même  sys*- 
léme.  Réciproquement  on  change  les  logarithmes  népérien;^ 
en  ceux  d'un  autre  système  en  les  divisant  par  le  module. 
678.  Si  nous  voulons  employer  la  formule  C,  au  calcul 
des  tsJïJles  de  logarithmes ,  il  fauctca  la  rendre  coi^vergente  ^ 
et  déierroiqer  le  module  Log  e.  Pour  cela ,  changeons 
^  en  —  y  dans   C,  il  viendra   h   série  négative  .... 

I-og  (  «  —  J)  =  —  Log  e  (y  +  ^  +  T"  *  )'  ^^^ 
chant  de  C,  on  a  Log  (i  -^ y)  —  Log  (  i  ^^y)  ;    on 

Lo«r^  =s  aLog*  Ay  +  ^  ^  ^ +,  .  .^ 


Poar  faire  servir  «çtti^  çërie  k  la  dé termi nation  du  toga^ 
nikme  cPun  nombre  c^i^elcoaque  positif  iV,  H  faudra  nieètre 

fOKVff  $4  valeur  y        tirçc  de  iV  =  — ^*^  >  donc^  sera 

^  I  et  notre  série  est  déjà  convergente.  Mab  comme  elFe 
Pest  "d^aatant  moins   que   N  est  plus  grand ,    on  évite 

cet  inconvénient  en  faisant  ■       ^  t=z ,  d'oii.  .  .  • 

I  —y       z—  I 

yr±: .  Mettons   »     ■  ■   podir  Lo|c  e  et  cette   va- 

,     a^-i  TSga   ^      .   ^        /    *    \ 

leur  de  ^ ,  le  premier  membre  deviendra  Log  ('        ■  )  » 

ou  Log  ^  —  Log  (  f  ^"  1  )  t  c.-rà-^.  U  différence  di  entr^ 
Us  logarithmes  de  deuu^  uombiçe^  consécutil^  z  et^— ^  \  ainsi 


On  peut  mai^tea^qt  cidcuW  totts  Ifc  iogaijidmiês  népë- 
rîens ,  puisoÛQ  log  a  devient  log  «  ou  i.  Soit  d^abord 
^s;=:a,  comme  log  1 1=0 1  (iSOf  i*0  )  ^  devient 

»  « 

é'oii.  •  •  •  •  • • log  2  s=  0,6931471^ 

de  même  r  =  3  donne  pour  A  une  valeur 

qui  ajoutée  à  log  a ,  conduit  ^. .  •  •  log  3  =  1^0986 laa^ 

an  doublant  log  a,  il  vient lôg  4  >=  i93â6ag436 

^  c=  5  conduit  de  même  à. log  5  =  1,60943791 

et  ainsi  à^  suite.  On  remarquera  qu^à  mesure  que  z  croit, 
la  série  devient  plus  convergente  :  lorsque  r  surpasse  100  , 
If;  pceoiier  tierme  suffit  pour  donner  le  Ipgarithme  avec 
7  décimales. 
yei|Qu&-ei|  aux  k^ridupci  tabi|Uins  ;  il  l»ffira  de  cat 
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Cttkr  tog#,  ee  ipii  h^a  plus  de  difiiirdté,  pnilifuê  \h 
logantlnnef  nëpëriem  âont  tout  coiin^is«  Par  éxempU^ 
si  la  hue  du  système  est  5 ,  le  uodidle  ÏMg  ê  «M»  .  « 

r =  ; — ^  i=r  o,62t32r4Q.  bâtis  lei  tables  ordinaires , 

logfl        logS  ^^ 

h  base  est  lO,  et  le  «lodiile  est  ^■"  ■  ;  «n  (i]élitattl  l6g  ft 
è  log  5,  on  a  pour  module    '  ô^ 'êftc     ^l*^^  ^Q^  f*^^ 

3Lp  002DO^OÛ 

encore  la  série  ci-dess«s  plus  convergente.  Nous  aurons 
donc  pour  la  base  iO|  M  étant  le  module  ou  £  e , 

Mm  o,4342i9448«9  ^LMt=st  î^edy^a 4i3t  i3  oo63«. 


5«  iSMéi  "^'*^' 


4- 


579.  Proposons-nous  de  développer  sin  x  et  cos  é  en 
,  It  HybH  étiif(t2=2: 1 ,  6  et  t  solkt  \a  ^tewi'  Atl 
tenue  consUiit  ddtté  cha(!tin  de  eeè  dëttftdppetflens ,  ^oi 
ont  par  conséquent  UftMiie 


ain  «s=  Aat'  +  Ar*  +  • . •    coe *  =  1,+  Mx^  +  •  •  • . 

divisons  It  1^.  par  jb  ^  nous  aurvnsi 

e=3  Axf^^  +  ^je*"* ....   Or ,   on  sait  que  plds  à 

X 

décroît^  plus  cet  arc  approche  de  son  sinus  (^6)  ,  en 

sîn  X 
sorte  que  i  est  la  Unité  de  ;  la  valeur  de  ce  rap«f 

port  doit  donc  être  de  la  forme  i  —  a  ,  '  4  décrmssatit 
indéfiniment  avec  x  \  la  méthode  des  limites  ptouve  que 
AxT^^  ^  ^.,  ne  pèlit  être  =  x  —  « ,  à  moihs  qu^oti 
n'ait,  1*.  fl  =£  I ,  en  sorte  qu^  n^y  ait  ailcun  exposant  né^ 
gatlf  pour  :r  ;  A*.  y|  â»  1  ;  S""*  enfin  en  metuni  p^if 


fin  X  et  cos  ;i^  leurs  valeurs  a:  -f- . . .  et  i  -|-  Mx^  «f*»  ^  t 
dans  sîn»  x  -|-  cos*  a:  se  i  ^  on  trouvera  m  :=^. 
Concluons  de  là  que 

un  X  =  X  +  Ba^  +  Caf  -^  . . ,  ' 
cosa:  =  I  4-  Mar»  +  iVa;"  + . . . 

Il  s^dgit  maintenant  de  déterminer  les  exposans  et  le^ 
coefficiens.  Observoiis  qu'en  changeant  x  en  x  -(-  A 
dans  P  çin  or  -(-  Q  cos  x,  et  e0e<çtuant  le  dévelop{>e-> 
ment  de  deux  manières ,  les  résultats  doivent  être  iden- 
tiques, eii  sorte  que  lés  coelEcîens  dès  thèmes  puis- 
sances de  h  doivent  Pétre  aussi.  C'est  ce  double  calcul 
que  lious  alloùs  exécuter  en  nouf  botiaanl  à  la  première 
puissance  de  h, 

La  quantité  P  sin  «  -{^  Q  cos  x  =;^ 

P(a?  +  jBx* +  Cj:* +...)  + Ç  (i  +  Ma:*  + iVx» 4- ... ) 

Changeons  x  en  x  4-  À  ^  et  ne  prenoiis  que  le  coefBcienI 
de  la  première  puissance  de  A  ;  x  donnera  i'  ;  a^  deviendra 
(x  -j-  *)*  t  et  donnera  bxh'^  j  pour  x^ ,  on  aura  ex!""^^  elc* 
Donc  ce  coefficient  est 

P(i  4.  *jBx*-»  +  i:Cx^*4-...)  +  Ç  (2itf:i?+/il^x"-»4.'...). 

Di'un  autre  côté. ,  reprenons  P  sin  x.  4"  Q  cos  x ,   et 

mettons  x  4-  ^  pour  x,  nous  aurons 

P(siaxcos  h-{'Sinh cosx)  4" Ç(cos  xcos A— sin xsinA). 

Puis  ,  remplaçons  sin  h  et  cos  A  par  leurs  valeurs  déve-: 
toppées  h  4-  BV*  4-  •  •  •  •  1  I  +  -^^*  4*  •  •  •  »  "*^*s  commtf 
nous  n'avons  besoin  que  du  coefficient  de  A* ,  il  est  visible 
qu'il  suffit  de  mettre  h  pour  sin  A  et  jo  pdnr  cos  A  ;  ce  qui 
donne  pour  ce  coefficient  Pcos  x  -^  Q  sin  x.  jSubstituons 
maintenant  pour  cos  x  et  sin  x  leurs  valeurs ,  nous  aurons 

P(i4-i»fx»  +  iVx«4-.-.)— Ç(«  +  JBx*4-  Cx^..)< 
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L^identîté  entre  nos  deux  coefficiens  de  h* ,  derant  avoir 
Heu  queb  que  soient  P  et   Q  9  on  a  *      * 

:lMx  +iiiVa:^'+pPjc'*-^  +...  t^—x  —  Bx^  —  Cx'  — ... 

Ces  séries  ofîrent  une  loi  facile  à  saisir ,  et  qui  résulte 
du  calcul  même.  En  comparant  d'abord  les  exposans,  on 
trouviî 


•  •  • 


d'où  b  =x:ij  n=z  i^  c  t=S^.  ..Iol  série  du  sinus  ne  con- 
tient donc  que  des  puissances  impaires ,  celles  du  cosinus 
sont  paires  (*).  Les  coefficiens  comparés  donnent 

aitf=—  1,  3J5  =  Jlf ,  4  JV=—  jB,  S  C=  2V,... 

donc  M=  —  I,  JB  =  —  — -,  JV=— ^,C=    ^  .  ,,»> 

■  a. 3  a. 3. 4         a.o.4.5 

enfin  il  vient .  les  séries 

a. 3       a«3.4<o       a.3.4-5.6.7 

a  a;,0.4  a.3.4«5.6. 

dont  la  loi  est  connue  k  Tindéfini ,  parce  qu'elle  est  visible 
d'après  le  calcul  ci-dessus. 


(*)  Si  on  «ât  fuppofé  que  le&  exponos  a,  &,. . .  «mt  toos  entien 
4t  poûtiCs ,  comme  en  changeant  x  en  —  x  le  aiwu  doit  conaerver  Is 
même  valeur  avec  un  signe  différent  ^  il  en  auroit  résulté  que  le  dére- 
lappement  de  un  x  ne  contient  que  det  puiatances  impaires  :  de  mi6me 
on  Terra. que  cosx  n^en   contient   que  des  paires  ^  ainsi 

dnx  :=:  X  -^  jBx»  4-  Ct»  +  .  . .    cos  x  =:  i  -4-  3fx*  +  iVx*  +  .  .. 

La  dénumstratioii  ci-dessus  seroit  alors  derenue  beaucoup  plus  simple  j 
mus  nous  FaroBS  juf  ée  plvi  rigoumite  dt  «vtu  nualàrt* 
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58oi  U  rhulU  6é  en  këriâs  jîvei^tos  fènmilcÂ  trii^iàipbr- 
tantes,   et  que  nou6  alionà  eh  Jédbl)*è. 

I".  £n  le$  remparaot  à  Tëquation  ji,  on  voit  tjut  leur 
somme  prodoit  la  série  de  ^,  aux  signes  prè»  de  d^tiK 
en  deux  rangs.  Or,  si  on  change  x  %n^  x  ^^i  dans 
lé  dëVislop^efiieilt  dfe  e^ ,  cette  anomalie  des  signes  devra 
dfeipatoîtVfc,  pWkcfù'é  les  y>àîttàî^és  àc  y^—  î  ,  ïànï  perîoi 
diquemenl  y' — i,  —  x  —  x/ — «  et  -f-  x  ;  il  est  rfonc 
évident  qu^on  aura 

«  ::fs  cils  dé  d:  y — l.mïX..i    (ff). 

2*.  En  ajoutant  et  soustrayant  les  oeux  équations  com- 
prises dans  la  formule  (//),  on  obtient 

cos  X  =  '  9  sin  X  c=  ■'  ••••(*) 

expressions  du  sinus  ^ t  du  comuus  d'un  arc  x ,  qu'on  ne 
doit  regarder  qae  comme  un  résultât  analytique ,  dans 
lequel  les  imaginaires  ne  sont  qu'apparentes,  et  d^où  elles 
doivent  dis^arolire  jpâr  le  calénl  itiéifae.  Un  en  tire 

3^.  Bn  ehang^M  xenftic,  Féqûation  (H)  déVteht 

tf  =sco8  iurd2 y-— I.  sin  lur; 

«r  le  !•';  fnèrobré  éf^t  là  {iifièaiticè  n  dé  iifelai  de-Ia  même 
«fqiîdtîdti  (ff)  ^  dôhc  oh  a  ,  quel  que  soit  n, 

«os  yw  rîi  y^*«-  i.rin««ts=  (toiirifc  V"^  *•  f»*^  *)"-.•  CH- 

4*.  £n  employant  les  loçurithmes  ^  on  tire  de  Fëqua- 
lion  (Hj 

de  «  i/-^  *  =  log  (cos  X  db  ^—  X.  sin  «)  ; 


Axm  retranche  Tune  de  Tâulre,  les  deux  équations  coin-« 
prises  dans  ceile-cî ,  on  a 

^Voso?— y-i.swvc/         \i — y-iaangof/ 

à  cansé  de  sin  x  =  cos  or.  lang  j:.   Or ,  le  développemenC 
de  cette  fonction  a  été  obtenu  précédemment ,  paisqu'on 

a  donné  (578)  celui  de  log  /  ^  j  ;  il  .s'ensuit  qu'en 

âcipprimant  le  facteur  a  y-—  1 ,  on  a 

^tangx-^  +  *^'^'"  _  Jî!!ël±  +  etc. . .  Z    (Jtf) 

o  5  j 

expression  de  Parc  développé  en  fonction  de  la  tangente. 
Appliquons  maintenant  ces  formules. 

58 1.  Sôit  a  un  arc  du  cercle  dont  le  rayon  :=:  i  y 
et  dont  j  soit  la  tangente  :  la  formule  L ,  n®.  àS^ , 
donne  pour  celle  du  double  de-  cet  arc  ,  tang  2  a  =  ^  , 
puû  tang  4  A  =  777-  Soit  B  cet  arc ,  ou  tang  B  t—  ii^z 
il  surpasse  Parc  de  So"*  dont  b  tangente  est  t ,  et  on  a 
pour  la  différence  de  ces  arcs 

r  n       r     X       tane  B  —  1         ,  . 

On  peut  donc  regarder  Tare  de  5o*  ou  |  v ,  comme  ta., 
différence  de  deux  arcs  B  ti  A  dont  les  tangentes  sont 
fî?  *^  TÏÏ9'  Si  on  met  tour  à  tour  3  et  g^  pour  Ung  x , 
en  quadruplant  le  I*^  résultat,  on  aura  les  longueurs 
des  arcs  B=^a  et  j4  ^  et  par  suite  leur  différence 
ou  j  T.  Donc,  il  vient  pour  le  rapport  approché  v  du 
diamètre  à  la  circonférence 

2.  II 
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Cette  série  très^orivergente  ^  a  ëtë  donnée  jpar  fibcliin  f 
géomètre  anglais  :  elle  conduit  d'une  manière  fort  simple 
k  la  valeur  de  sr ,  n"*.  âso. 

58ft.  Les  formules  F  et  G  servent  à  la  formation  des 
tables  de  ûnùa  ,  cosinus ...  ;  car  x  désigne  alors  la  lon^ 
gneur  d'ua  arc ,  qui  est  une  partie  commenstirajble  du 
(jnadrans.  Soit  donc  ^  le  rapport  de  ces  arcs ,  ou  celui 
du   nombre  de   degrés  de  Tun  à    loo**,  on  a   x  =:  c^  j 

€  désignant  la  longueur  du  quadrans  ,  ou.  •  .  • 

c  =  1 9 57079  63^67  *  *  *  '  donc 

c'  q^  c*  q^         iA  a^ 

un  jc  =  cv  •"•  ■  ■  ■  oT*'"»  *^os  jc=i  ■■         '  ■  I  ■      '     ;  etc. 

i.A.o  i,a      1.2.0.4 

Ces  séries  sobt  cotivergétites  puisque  ^  est  ^  i  ;  ainsi 
pour  avoir  le  sinus  du  ^  du  quadrans ,  on  fera  ^  =  ^ , 
pôUr  celhi  de  S*" ,  on  fera  ^  =r  -4-  ou  ^,.  etc. 

583.  Dans  la  formation  des  tables,  on  ne  comprend 
pas  les  sinus,  cosinus,...  mais  leurs  logarithmes;  or, 
on  peut  obtenir  directement  ces  logarithmes,  par  le 
procédé  suivant. 

Les  arcs  sont  disposés  dans  les  tables  suivant  une 
progression  par  diflercnce ,  dont  /  désignera  la  raison  ; 
un  arc  quelconque  x  est  donc  un  nombre  n  de  fois 
Tare  ^ou  a;  =:  n  J";  la  série  (F  )  devient  donc 

sin  (n/^)  t=n^^  1 r-  +  «c.  \ 

Si  donc  on  fait      jr  =  — +  etc. 

21.3       21.3.4.5   ' 

on  a  sin  (;i^)  =711/(1  — ^)  ; 

donc  X  sin  (  n  /  )  s=  X  (  n  /)  -  m  (y  -f-  è^«  -f  ly  +  etc.) 


Tables  de  sinus. 
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m  Cosignant  te  module  Le^  (p.  iSy)  ;  en  remettant  pour^ 
sa  valeur  f  on  trouve 

£n  raisonnant  de  mém^  pour  cos  x  «  on  a 


L  cos 


(.,)=_(f^y_(|^)^|^y.„. 


Représentons  parvtf,  B^.,,  A* ^  B\  C%  ...  les  coeflî- 
ciens  de  a''  ,  n^ , . . .  ces  séries  deviennent 

Xsîn  («/)=-£  n/^—  (^n*  +  5/i*...) 
X cos  (/I|^)  =  —  {A'n} 4-  B'/i'*  +  C'/i6... ). 

Les  coeflicîeAs  A^  1?, . . .  A'^  B\..  sont  constans  et  faciles 
à  calculer  d*avance.  Dans  les  Tables  de  Borda  /"=  lo^» 
ainsi  J"  est  la  loo  ooo*.  partie  du  quadrans»  et  comme  (Z20) 
on  connoît  L^^  on  trouve  £/=  5,19611  ^18779  en  ne 
poussant  le  calcul  que  jusqu^à  9  décimales.  De  plus  y  le  mo- 
dule m  et  son  logarithme  sont  connus  (p.  157)  ;  on  a  ^ona 
le  tableau  suivant  : 


Pour  les  sinus. 

Lit=,  _5,i96ii  9877 
LA^=^  11,25187  a8i5 
LS  s=i  22,16699  i3i4 


Pour  les  cosinus. 

LA'  =  ri, 72899  4069 
LB'  =  21,34308  2873 
LO  =  01,16129  1069 


IfS 


Comme  ici  le  rayon  est  =  1  ,  et  que  pour  éviter  ] 
logarithmes  négati&,  on  suppose  dans  les  tables  JjR  =r  1 
il  faudra  ajouter  10  au  logarithme  trouvé. 

Ckerchoitii  ,   par  exemple  ,    le  log.  sin.   5*,   comme 
V.  =  5ooox  10^  V  on  a  Ji  £:::  5ooo  \  d*où 
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^Ln   ^=^     739794  0008 
LA  =  11,25187  28i5 

4,64981  2823   quiestlelog.de  o,aoa44  ^49' 
i^Ln  =  14,79588  0016 
LB  r=:  22,16699  i3i4 

8,96287  i33o    quiestlctog.de  0,00000  0092 
Somme =  o,ooo44  6583 

Complément  de  cette  somme.  •  £=1,99055  3417 

Z^  augmenté  de  10 :=  5,19611  9877 

Ln  ••••••• =  3,69897  0004 

Donc  X  sin  .5<^ • =  8,89464  3298 

On  trouveroit  de  même  X  cos  5°.  =  9999865  9147  •  on 
en  concluroît  ensuite  ,  par  la  soustraction ,  les  logarithmes 
de  la  tangente  et  de  la  cotangente. 

On  ne  peut  étendre  Tusage  de  cette  table  à  tous  les 
arcs,  parce  que  ,  n  étant  de  plus  en  plus  grand  ,  les  séries 
deviennent  peu  convergentes  :  en  se  bornant  ainsi  aux  trois 
2*".  termes  et  à  9  décimales,  on  peut  calculer  les  sinus 
et  cosinus  jusqu'à   Tare   de   i5^   De   plus,    la   formule 

2  sin  dp  cos  x  c=  sin  2  x  donne  • 

X  sin  2  j:  =  £  2  4~*  -^  sin  x  -^  Z  cos  x  —  xo  ;  elle  sert  à 
déterminer  tous  les  sinus  de  rang  pair  :  quant  aux  autres , 
on  emploie  la  formule  suivante. 

En  divisant  par  sin  x  la  valeur  de  sin  (  •ar  -f-  ^  )  ^  on 

cos  X 

obtient  cos  i  +  «n  ^«  "» ou  cos  J'  (  1  +  cot  x,  tang  t  ) , 

sm  X 

donc  on  a 

Or  le  X*'.  membre  est  X  sin  (x  -{-  ^)  — *  -^  stn  x,  ou  la 
différence  À  entre  deux  logarithmes  consécutifs  :  de  sorte 
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^e  si  on  iptrodoit  le  rayon  jR,  au  lieu  de  Tunité  (SBOfS"*.), 


•n  trouve 


r 

^=Xcos  J^-f-  Ç  ^  ^^     jcot  X—  r?'     "f — Jcol*x+cic. 

Cette  série  est  due  à  M.  Deiambre ,  (  Voyez  la  préface 

des  Tables  de  Borda).  £lle  est  de  la  forme 

A  =  -/^  +  5  cot  jc  —  C  cot*  X  +  etc. ,  ^ ,  B , . . .  étant 
des  constantes  qu'on  peut  calculer  d^avance.  Ainsi,  lorsque 
^=  10^  ,  LR  =  lo ,  le  !•'.  terme  A  on  L  cos  ^=  o  , 
iorsqu^on  ne  veut  que  9  décimales  et  le  suivant  sufllt  : 
on  a 

A  ==  ^  cot  Xf  iformule  où  LA  c=  16,8^290  418^1 
en  changeant  /^  en  ^«  J'y  on  auroit  sin  (a;  —  f). 

On  sait  que  sin  So*  = et  tang.  5o*=cot.  5o^  =  R; 

ainsi  on  pourra  trouver  les  logarithmes  des  sinus  de  5o^  xo^ 
et  49**  99^  90^  ;  et ,  comme  ces  arcs ,  que  nous  désigne- 
rons par  «  et  jd ,  sont  complémens  Pun  de  l'autre ,  on  a 
sin  M  =  cos  /8  :  on  en  déduit  les  tangentes  et  cotangentes 
de  a  et  /S.  Voici  le  calcul. 

LA  =  r6,832^  4198 
£  cot  5o*  =  I  o 

LA  =    6983290  4i88      d'où  A  =  0,00000  6806 

L  sin  5o^  =  9,84948  5ooa 

On  a,  en  ajoutant  y  cos  /8  =  9^84949  1808 

«t  en  retranchant,  L  sin  fi  =zL  00s  «  =  998494?  ^'9^ 
Donc  en  soustrayant  (£  tang  a  =:X  cot  /3  =10,00001  3€ia 
ces  résultats,  on  a  \L  cot  as=.L  tang /S  =:^  9)9999^  6388 

On  calculera  de  même  les  sinus,   cosinus,  etc.  des  arcs 
complémentaires  5o^  20^  et  49^  99'  80^  j  et  ainsi  de  suite , 
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.  en  allant  jusqu'à  85**  d^une  part,  et  i5*  de  Tautre.  On 
peut  aussi  vérifier  les  résultats  dVspace  en  espace  par  les 
procédés  connus  (p. 34o,  t.  I) ,  ou  en  prenant  une  autre 
valeur  de  ^  qui  fasse  retomber  sur  les  mêmes  arcs. 

584-  Si  on  suppose  dans  Téquation  (//)  que  a;  =  fcv , 
k  étant  entier  et  quelconque  ,  comme  sin  a?  =  o  et 
cos  j;  =  -f*  I  ,  ou  —  1 ,  suivant  que  k  est  pair  ou  impair, 
on  trouve 

0  ^  =4-1,  ou=:— i; 

d'où  dbA»v/ — I  c=:logi,  ou  =  log —  I  ;  multipliant 
par  le  module  m ,  et  ajoutant  L  a,  on  a 

L  a± kmv y/ —  i 

pour  la  valepr  du  logarithme  de  a ,  ou  de  —  a ,  h  étant 
un  nombre  quelconque  pair  pour  La ,  et  in^pair  pour 
X  —  a  ;  donc  tout  nombre  0,  dans  le  même  système^  une 
infinité  de  lingarithmes ,  qui  sont  tous  imaginaires  s'il  est 
négatifs  et  s'il  est  positif,  un  seul  est  réel  (*). 

585.  En  développant  le  2*.  membre  de  l'équation  {K), 
et  réunissant  les  termes  où  sin  x  est  élevé  à  des  puissances 
impaires ,  on  obtient  un  résultat  de  la  forme.  •••..... 
cos  nx  -f*  y/ —  I-  sin  nx  P^  Ç\/—  1  ;  or  ,  les  termes 
réels  ne  pouvant  détruire  les  imaginaires  (  494  )  f  ^'^^^ 
équation  se  décompose   en  deux  autres,    cos  ax  r=P, 

(*)  De  L(a)*  =;  £  (•- «)>  on  tin  a  £a  =  a  L^-^  a];  U  ne  iaudroit 
point  en  oondure ,  comme  le  prétendoit  d^Alcmbert,  que  tout  nombre 
poiitif  a  le  miême  logarithme  que  t^il  ëtoit  négatif.  Car  il  su|t  de  notre 
Ibrmule  que  le  logarithme  de  a  est  Za  ^ ^m  «  v^— I ,  et  Z^  ^ /m  ir v/— I , 
k  et  iétut  pairs  :  en  ajoutant,  on  trouve  donc  a  La'^(k^i)mny^'^i 

pour  le  double  du  logarithme  de  a.  On  auroit  de  m£me 

9l^±(k''^r)mn  t/-i3saZ^«,  k'  ttt  toit  impain  :  U  est 
liisé  de  voir  que  cette  dernière  expres^on  çst  comprise  4suM  l'autre  | 
timdis  que  U  réciproque  n'a  pas  Ueu* 
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et  sîn  nxz=:Q  i  donc  quet  qoe  soi|  n 

li'n-i)             .  n'7i-i)fn^a)^ifr*3)  _.  . 
cosnx=c" :£r"-«5^+— ^   ; :i:^4i4_  e|c. 

2.3  â.3.4*^ 

5  étant  le  sinus  et  c  le  cosinus  de  Taré  x;  ainsi 

sin  2j:=25<?  Cos  2jc=<?'—  ** 

sin  3x=35C*—  s^  cos  3«=^---  Sw» 

sîn  4*=4jc'—  4^5^  cos  4*=^—  6c*5»+^ 

sin  5a;=55r4 — ior*£?'-|-J*       cos  5jc=c* — lOc^s^  +  Scs^ 
etc.  ,etc, 

on  en  déduîroit  aisément  les  tangentes  et  cotangéntes  de 

586.  Proposons-nous  au  contraire  de  développer  sin  x 
et  tù%  X  suivant  les  sînu4  et  cosinus  des  arcs  20;,  Sx» 
4x;....  Pour  cela  soit 

cos  x+^— I.  sinx=r/t  cos  X— v/"""'*  ^^^  xz=iz ^ 
Poù         arCosx==y+r,  a^ — i  sin  x=j^— r  : 


« 


en  ëlmranl  à  la  puîssaoca  m ,  et  remarquant  que  yzzs,  i , 
on  trouve 

VIA    ^^^ÉKK  w 

a*"  cos  '"x=^+  iny*»"^ +''*    ■       /""'*••• + ly*""** 

(2v/-i)'"sin'"x=^ — iii^"^-:|-m ^j'-'"-^...  zh  ly""^"  ; 

mais  réquation  (  A  )  donne  y^  =r  cos  kx  -J^  x/-^  i .  sin  Xrx  ; 
on  peut  donc  mettre  pour  j**,  ^"*"^»  — •  leurs  valeurs. 
Mais  on  remarque  que  dans  la  première  les  imaginaires 
doivent  se  détruire ,  ce  qui  revient  à  faire  ^=r  cos  kx  ;  \\ 
en  seroit  de  même  de  la  seconde  si  Texposant  m  étoît 
tel  que  (^Z — i)"*  fut  réel  ;  c'est,  au  reste,  un  fait  dont 
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on  peut  s^assurer  directement  par  le  calcul.  Ainsi  on  a 
a'^cos'" X s=  cos mx  -f-  m  cos  (m  —  a )  x 
-|-m.  — — —  cos  ,m  —  4)^»-»--+  Pcos(m — a»)  j? 

(2^^ — iY'ûn"'x  =z=  cos  ma; —  m  cos  (m  —  a)  * 
-f-;ii.  .  cos  (m  — 4)  *•  •  •  rfci'cos  (m  — an)  dp 

et  si  (^/ — i)'*  n'est  pas  rW,  il  faut,  au  contraire,  pour 
que  les  termes  réels  disparoissent,  faire ^*  =  v^ — i.sin  hxi 
donc 

(2V/— 0'»     .  ^  .  .    ,  . 

-r  sm"*  X  =  sm  mx  —  m  sm  (m  —  a)  « 


j.  m  ■  sin  (m  —  l^)  x...±.P  sin  (m  —  2n)« 

2 

Jusqu'ici  m  est  quelconque;  les  coefficiens  sont  ceux  d« 
b'n  >mc ,    P  en  est  le  terme  général. 

IMais  lorsque  m  est  un  nombre  entier,  les  séries  se  ter* 
minent  ;  et  tous  les  termes  p*bur  lesquels  an  est^  m,  ayant 
des  arcs  négatifs ,  il  s'ensuit  que  ces  termes  sont  positifs 
jusqu'au  milieu  du  développement ,  et  que  tous  les  suivans 
5ont  négatifs;  il  faut  alors  se  rappeler  que  cos — a  et:  cos  « 
et  sin -^  A  =  «■»  sin  et.  On  voit  de  plus  que  les  termes 
également  éloignés  des  extrêmes  sont  égaux  ;  car  celui  de 
rang  (ti  4*  ^)  ^  partir  de  la  fin ,  ajant  m — n  termes  avant 
lui ,  le  terme  général  devient  P  cos  —  (wi  —  a/i  )  ,  ou 
P  sin—  (m — an)  ;  on  sait  d'ailleurs  que  le  coefGcient  P 
ne  change  pas  (4^1?  4^0*  Ainsi,  les  termes  de  rang  {n  -f-i) 
à  partir  des  deux  extrémités ,  s^ont  les  mêmes ,  puisque  le 
sinus  a  seul  changé  de  signe,  et  que  les  signes  alternent 
dans  la  dernière  série.  Ainsi ,  çn  ajoutant  les  termes  égaux  9 
et  divisant  par  a ,  on  a 
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a*"^*  cos^xtszcosrnx + m  cos(m-*a)ap-}-  m .       ■  co5(m-4)*+  •  •  • 
±  a**—»  sin"'x=cosm«— m  cos(m-a)jr-|~  ***'' co$(m-4)a:+  ••  •■ 

di  a"*"*  sîn'"jp=:  ainmjc—  m  sin  (m-a)«-f»  m . — 5m  (m-4)  *+•  •  • 

a 

tëries  qui  ne  doivent  sVtcndre  que  jusqu^à  ce  qu^on  ren- 
contre un  arc  négatif. 

Dans  la  i''. ,  si  m  est  pair,  coonine  il  y  a  voit  m  -{-  i 
termes  dans  notre  développement  ci-dessus ,  celui  du 
milieu  n*a  pu  être  double  ;  ainsi  on  ne  devra  prendre  que 
la  moitié  du  dernier  terme ,  lequel  est  sans  cosinus. 

La  2'.  ou  la  3*.  ont  lieu  suivant  que  m  est  pair  ou  impair; 
et,  comme  les  puissances  de  y — i  sont  périodiquement 
^ — I  »— i»— V  —  '  et  -4-1,  on  doit  prendre  le 
signe -f-  lorsque  m  est  de  la  forme  4^  ou  4^  -f"  '  «  ^* 
signe  —  s^emploie  lorsque  m  est  a jr  ou  aAr  -f- 1 .  Dans  là 
seconde,  on  ne  devra  prendre  que  la  moitié  du  dernier 
terme ,  qui  est  dégagé  de  cosinus  .par  la  même  raisoii 
•que  précédemment. 

On  peut  donc  former  les  tableaux  suivans  : 

a  cos*  xs=cos  a  x-|- 1  ; 

4  cos^  â;=cos  3  jp -|- 3  cos  jp  ; 

8  coa^  a;=cos  4  ^+4  cos  a  «  +  3  ; 
16  cos^  jr=co5  5  x-^5  ces  3  ««^  10  cosx; 
etc. 

a  sin*  «z=  —  cos  a  jr-f- 1  ; 

4  sin'  xs=  -—  stn  3  «-4-3  sin  dP  ; 

8  8in^jc=        cos  4' — ^cos  ax^'i'S;  ^ 

16  sin^  «=       sin  5 xmmS  sin  3 «-f-  10  sin  x  ; 
etc. 
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ANALYSE  APPLIQUEE  AUX  TROIS 

DIMENSIONS. 


CHAPITEE  PBEHIEa. 


TRIGONQMÉTBIE    SPHlUlIQVE. 


I.  Notîom  Jbndamentales, 

S87.  Trois  plans  JOC  AOB  BOC  qui  pa59ent  par  U 
centre  de  la  sphère  ,  la  coupent  suivant  des  grands  cercles 
qui  forment  un  triangle  sphirique  ABC\  on  a  aussi  la  pyra- 
mide AOBC.  L*angle  A  du  triangle  est  celui  qpe  forment 
deux  tangentes  aux  arcs  AB  ACy  ou  Pangle  dièdre  (^71) 
BAOCUaTC  ou  cété  AB  mesure  Pangle  plan  AOB. 

Les  problèmes  de  la  résolution  4^  triangles  sphëriques 
reviennent  à  leurs  analogues  poup  la  pyramide  AOBC  ^ 
puisque  les  angles  dièdres  de  la  pyramide  sont  les  angles 
du  triangle ,.  et  les  angles  pkns  e^  sont  las  cAtés.  Nous 
désignerons  les  côtés  par  a^b,  c^  et  les  angles  opposés  par 

A  m    By    C, 

Il  s^agit  de  trouver  trois  de^  six  angles  ABCuhc  ^ 
étant  dormis  trois  4*^ntre  eu^, 

U  peut  arriver  qu'un  triangle  sphëriqne  ait  des  qoadrans 
pour  les  trois  côtés  ;  c'est  ce  qu'on  voit  aisément  en 
coupant  par  un  plan  l'un  des  angles  trièdres  qui  forment 
un  parallëlipipède  rectangle. 
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La  somme  des  cdtés  d^on  triangle  sphérique  est  moindre 
que  quatre  droits  (â8o),  on  m^b  -^ç-^^D. 

588.  G>upons  le  tétraèdre  O  par  des  plans  perpen-  8. 
diculaires  aux  trois  arêtes;  ils  détermineront  un  antre 
tétraèdre  O'  :  leurs  laces  seront  pei^ndîculaires  deux  à 
deux.  Or  Y  dans  le  quadrilatère  ^0£^'^  Fangle  plan  O 
est  supplément  de  AA'B^  qui  mesure  Taogle  dièdre 
AA'O'B  :  il  en  seroit  de  même  des  autres  angles  en  O, 
ainsi  que  des  angles  plans  en  O'  relativement  aux  angles 
dièdres  du  tétraèdre  proposé.  Donc  Ton  de  ces  tétraèdres 
a  chacun  de  ses  angles  plans  supplément  d*un  angle  dièdre 
dans  Vautre  ;  c^est  pour  cela  qu'on  le  nomme  liiraèdre 
supplémentaire. 

11  est  aisé  de  voir  diaprés  cela  que  ^  i*.  les  six  problêmes 

de  la  trigonométrie  sphérique  sont  réduits  à  trois  ,  puisque 

si  on  donne,  par  exemple,  les  trois  angfes  ABC^  et 

qu^on  cherche  les  côtés  a  b  et  r,  on  résoudra  le  triangle 

qui  a  pour  côtés  les  supplémens  a'  b'  c'  de  A  B  C;  et^  . 

lorsqu'on  aura  trouvé  les  angles  A'B^  O  de  ce  triangle  , 

leurs  supplémens  seront  les  .côtés  cherchés  ab  c. 
r 
a*.  Chaque  angle  dièdre  étant  moindre  que  deux  droits, 

la  somme  des  angles  éCun  triangle  sphérique  est  moindre 

que  six  droits  ;  mais  etle  est  plus  grande  que  deuM  droits ,  car 

la  somme  à''{-l/'\r€f  des  côtés  du' triangle  supplémen— 

taire  est  moindre  que  quatre  droits ,  ou  «^  4  ^  î  prenant 

les  supplémens,  on  aura 

6D— (a'  +  ^+f')>aI>,     ou  A+B  +  C>2D 

589.  D'un  point  quelconque  A  de  l'arête  AO ,  me-   9 
nous  AD  perpendiculaire  sur  le  plan  BOC  du  tétraèdre 
0\  puis  DH  DC  perpendiculaires  sur   OB  0C\   enfin 
AH  AC  j  qui  le   seront  aussi  à  ces  lignes  (a66,  V.)* 
On  voit  que  les  angles  ACD  AIW  mesurent  les  angles 


1^2  Amaltse  d*es  trois  dimensions. 

dièdres  désignés  jpar  C  et  B  :  de  même  les  anglis  plan* 
en  O  sont  AOB  =  c  ^  AOC  =  b ,  BOC  =  a.  Cela  posé  y 
on  tire  des  triangles  ACO  ACD  rectangles ,  Tnn  en  C^ 
l'antre   en  D, 

jiC=AO  sîn  AOC=AO  sîn  bj 
AD=zAC  sin  ACDxnzAO  sin  C  sin  b. 

De  même ,  les  triangles  AOH  ADH  rectangles  en  H  et  Dy 
donnent 

AH=AO  sin  AOB=AO  sin  r, 
^  AD^AH  sîn  AHD=AO  sin  iî  sin  c. 

Egalant  ces  valeurs  de  y^D ,  on  a  sin  B  sin  ^ =sin  C  sin  t. 
Donc  en  général 

sin  jB        sin  C  ,  . 

-:r-r-  =  -: ...    (l) 

sm  b         sin  c 

les  sinus  des  angles  d*un  triangle  sphérique  sont  propor^ 
tionnels  aux  sinus  des  côtés  opposés. 

590.  Menons  CE  perpendiculaire  sur  OB ,  et  DF  sur 
CE  ;  Pangle  DCF  sera  =  EOC  =  a,  (195,  7».  ) .  Or  le» 
triangles  rectangles  AOC  ACD  et  FCD  donnant 

AC=:AO  sin  bf  DCznAC  co|  C=AO  sin  i  cos  Ç; 
enfin  Fpz^DC  sin  az^AO  sin  a  sin  3  cos  C 

D'un  autre  côté        0H=  OE  +  FD^ 
ou  AO  cos  czzzOC  cos  a'{-FD=iAO  cos  u  cos-i-f-^-D. 
Donc  (*)    cos  c=cos  a  cos  6 -{-sin  a  sin  b  cos  C  ...(a). 

Cette    équation   appliquée    au    triangle  supplémentaire  , 


(*)  11  seroit  aisé  de  prourer  que  les  équations  i  et  3  sont  mto 
conséquence  de  cette  proposition  :  en  sorte  qu^elle  doit  être  regardée 
•omme  le  fondement  unique  de  toute  la  Trigonométrie  sphérique* 
#^.  Jour,  de  PEc.  polyt.  n».  6^  p.  a8i, 
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ilevîenty  en  y  mettant  pour  les  cÀtés  a  b  c\  200^— -^ y 
aoo«  — jB....  et  pour  les  angles  A  B  C^  aoo*  —  a,  .... 

—  cos  C=  cos  >f  cos  B  —  sîn  A  sin  B  cos  c...    (3)  ; 

chacune  de  ces  relations  en  fournit  trois,  en  échangeant 
les  lettres  qui  désignent  les  faces  et  les  angles.  On  a , 
par  exemple , 

cos  ^=rcos  a  cos  c-^-sm  a  sin  e  cos  B. 

S91.  On  en  tire  une  autre  relation  importante;  car, 
mettons  dans  (2)  pour  cos  b  sa  valeur  que  donne  cette 
dernière ,  et  ensuite  i  —  sin*  a  pour  cos*  a ,  il  vient ,  en 
étant  le  facteur  commun  sin  a, 

cos  c  sin  £r:^sin  c  cos  a  cos  £-j-sin  b  cos  C\ 

,      ,        .        .  ^   .  .    _       sin  fi  sin  c 

•r .  les  équations  (i)  donnent  sm  b  =  — : — 7^—  •  comme 
*  sm  C 

cos  ^     .      . 
cot  cr=-: — .  il  vient,  en  divisant  par  sm  €• 
sknc     .  ^ 

cot  e  sin  ixscscos  a  cos  jB-|-sin  B  cot  C  •  •  •  •  •  (4) 

Les  équations  i ,  a ,  3  et  4  servent  à  résoudre  tous  les 
triangles  sphériques  ;  mais  comme  elles  ont  besoin  de 
quelques  modifications  pour  y  appliquer  le  calcul  loga-^ 
rithmique ,  i!  convient  de  développer  les  divers  cas  qu'on 
peut  rencontrer. 

a.  Triangles  spHériçues  rectangles. 

592.  Si  l'angle  C  est  droit ,  c.-à--d. ,  si  les  faces  a  et  b 
du  tétraèdre  sont  perpendiculaires;  nos  quatre  formules 
deviennent 

(5)  ...  sin  3c=sin  c  sin  B        cos  cs=zco$  a  cos  b  ...  (6) 
(7)  ...  cos  c=:coi  A  cot  B    cot  c==:cot  a  cos  B ...  (8) 
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Si  y  au  contraire  ,  B  est  droit ,  3  et  4  donnent  ' 

cos  C=sin  j4  cos  c  ...  (g)       cot  C=:cot  c  sin  a  ...  (lo) 

Ces  équations,  qui  se  prêtent  aisément  au  calcul  loga- 
rithmique ,  senrent  à  résoudre  tous  les  triangles  rectangles  : 
c'est  pour  cela  qu'on  y  ramène  les  triangles  obliquangles , 
en  les  décomposant  en  rectangles  par  des  arcs  perpen- 
diculaires, ainsi  que  nous  le  verrons. 

SgS.  Comme  les  inconnues  sont  des  arcs  dont  on  ne 
détermine  le  nombre  de  degrés  qu^à  l'aide  du  sinus  ,  co- 
sinus .... ,  les  solutions  sont  doubles.  Pour  distinguer  celle 
qui  convient  au  cas  qu'on  traite  ,  on  recourra  aux  ex- 
pressions des  autres  lignes  trigonornétriques  ,  et  on  aura 
égard  2k  leurs  signes. 

On  lève  encore  la  difficulté  en  remarquant  que  les 
côtés  les  plus  grands  sont  opposés  aux  angles  les  plus 
grands ,  et  réciproquement.  Cela  se  démontre  comme  pciur 
les  triangles  rectilignes.  Il  sera  de  même  aisé  de  voir  que 
les  triangles  sphériques  soilt  égaux ,  lorsqu'ils  ont  trois 
côtés  ou  trois  angles  ^  ou  deux  côtés  et  un  angle  com^ 
pris,  ou  enfin  deux  angles  et  un  côté  adjacens  respect 
tivenlent  égaux.  On  verra  par  là  qu'il  ne  reste  de  solution 
double  que  quand  on  donne  un  côté  et  un  angle  op- 
posé. 

3.  Des  Triangles  obliquangles. 

894*  Cas  I.  Étant  données  trois  de  ces  choses,  deux  côtés 
c,  h,  et  les  angles  opposés  C^  B  ,  tromper  la  quatrième  F 
Ce  probléiwB  en  comprend  deux,  suivant  que  TincOanure 
est  un  angle  ou  un  côté  :  l'équation  (1)  donne 

.     ^      stn  ^  X  sin  JB  airt  C  X  stn  * 

«m  C=  — r— •        ••"  g='   ■      . — M»   '    • 

sm  h  sino 
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5^5 .  Cas  II.    Trouver  l'un  de  ces  quatre  arcs ,  trois  y. 
eités  a  ,  b  ,  c ,  è/  l'angle  C  ^  éiani  donnés  les  trois  autres  ? 
Ce  problème  en  renferme  trois. 

1*.  Trouver  C?  L*ëquaiîon  (^)  dtfnne 

^      cos  c  —  cos  a  cos  b 

COS  C= '-j — T 

sin  a  sm  b 

qu^n  éitit  rendre  propre  au  calcul  des  logarithmes.   Or, 
on  a  x-f-cos  C  tt  i  —  cos  C  qui  (358  9  I)  équivalent  à 

.,  ^     cosc-cosffl+3)        .  ,,  cos(a-^)-cos^ 

acos«iC= : r-r— >asm'|     = 


sin  a  sin  ^  sin  a  stn  ^ 

d'où  tang*  i  C  = 


.  ^      cos  (a — ^)— cos  c 


cosc — cos  (û-f-^) 
donc 

*•  r      lsmi(tf+*-|-c)xsini(fl-4-^-.c))        ^    ' 

d'apris  la  note  du  n*.  36o. 

2*.  Trouver  le  côté  c  opposé  4  Tangle  donné  C  ?  soit 
déterminé  un  angle  9  ,  tel  que  (^) 

tang  ^  s  cos  C  tang  b (  i^  ) 

mettons  pour  cos  C  sa  valeur  dans  2 ,  il  viendra 

cos  cc=cos  a  cos  6-f-sin  a  cos  b  tang  9 

,    /cos  a  cos  9  + sin  a  sin  9  \ 

=:  cos  b  I  ■  ' j 

\  cos  9  / 


(*)  Rcmtrqnoni  qne  cette  derm^  équatioii  rerient  à 

U  9«.  On  ToH  èont  qm  b  tu  VhjftÀbéauÊt  et  f  vu  côté  d^un  triangle 
iteMuig|e.'€«Ctt  tmiifomittkm  rerient  êone  à  la  diiiâon  du  triangle 
propMé  en  dan  par  m  iro  petpcodicalairt  au  eôté  a ,  et  mené  par 
le  Kwiiiuft  j4[% 
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coshxcosfa  —  ^)  ^  ^. 

OU'  cos  €s=:  ■    ■ ^ (xo) 

CO8  ^ 

3^.  Trouver  le  calé  a  non  opposé  à  Fangle  donné?  Cette 
dernière  équation  donne  a  —  9  ;  et,  comme  la  valeur  de  f 
se  tire  de   (la)  ,  on   en  conclut  a. 

596.  Cas  III.  On  donne  trois  de  ces  quatre  choses  4 
deux  côtés  a  et  c^  et  deux  angles  B  ^f  C  (dont  un 
opposé  et  Tautre  adjacent)  ,  trouver  la  quatrième.  Ce  pro- 
blème en  renferme  quatre. 

i**.  Trouver  C?  on  déterminera  un  arc  (p,  par  cette  con- 
dition (*) 

cot  c  =:  cot  (p  cos  ^ (i4) 

et  mettant  cette  valeur  dans  (4)  9  il  vient 

cot  C  =  (cot  9  sin  a  —  cos  a)  cot  By         ^ 
coiBx  sin(a— (p) 

ou         cot   Ct=  — — — : i ^.     ...   (l5) 

sm  9 

2?.  Trouver  a?  On  connoîtra  a  — ip  par  cette  for- 
mule ,  et  9  par  la  précédente.  On  en  tirera  a. 

3*.  Trouver  c?  On  fera  (**) 

cot  C=  cos  a  tang  9  ,       . . .  •  (  16) 
et  réquation .  (4)  deviendra 


(*)  Cela  revient  à  la  division  du  triangle  en  deux  par  un  «ro 
perpendiculaire  abaissé  du  aommet  jf  sur  le  côié  a  ;  Tare  fubsidiaire  f 
est  le  segment  adjacent  à  Tangle  B.    V*  formule  (8). 

C*^)  Il  en  est  de  même  ici  :  car  cette  relation  ren«nt  à 
ros  a=cot  Ccotf ,  qui  ëipiiTaut  à  (7).  L'haro  perpendiculaire  est  abaissa 
de  Pangle  B  sur  le  côté  opposé  b\  f  est  Tangle  du  plan  de  cet  arc  avee 
llijrpotlienvie  a. 


coXaXtos(B — 9)         ,     , 

COt  g=: ■    ■  {17) 

cos  ç  ' 

4*".  Trouver  £P  Cette  dernière  fdfmule  donne  B^^^i 
ti  comme  on  a  9  par  celle  16,  on  en  tire  B. 

697.  Cas  4V.    Tr^^iver  S'ung  ds  ces  .çuatr^  vh^ses^  hs   j-. 
trois  anghs  A  tR  C  €t  Je  côté  c,  tes  trois  iauttes  étant 
vonnues.  Il  y-a-itûis  pK)bldmes. 

x**.  Trouver  le  côté  c?  G)ncevens  que  la  formule  (11) 
aait  appliquée i  la  rëfioliktion  in  tétraèdre  supplémentaire, 
en  «baiigeant  .a  é  c  éi  C  tem  ^'  h'  ^  et  •C\  fcisui^  ^ 
pour  revenir  au  triangle  proposé ,  il  faudra  'Substituier 
pour  «>i6'c'.tetC^  les%«tettrs:u»~^,:»2>— JBijU>^6i  . 
aD*— c  :.il  >vîendra 

iS".  Aétemiinér  r.angle  C  opposé  au  .côté  ddniié-?  Oii 
appliquera  de  -m^nie  lés  équations  la  «et  i3  au  triangle 
supplémentaire;  faisant  ensuite  9'  =  ioo*  — ç,on  trouvé 


cotos=tosctang^,  cos*C= : •  -..^iq) 

®  sm  ^  ^  ^ 

3*.  Trouver  Pangle  A'î  Ces  dernières  relations  don- 
neront 9  et  ^  —  9. 

598.  Nous  ne  nous  an éierons  pas<à  •{aire  des  appUcatiotis 
nombreuses  de  ces  formulés ,  qui  né  peuvent  offrir  d'em-> 
barraf  :  il  faut  seulement  les  rendre  hoinogènes ,  en  ré-  ' 
tablissant  les  puissances  du    rayofl    (ii]«8).   Npus  nous 
contenterons  des  deux  exemples  suivans. 

1.  Eunt  données  :les  longitudes  «t   latitudes  de  deux  q^ 
villes ,  trouver  leur  'distancé  P  Soient  C  le  pâle  y  et  A'B 
les  deux  villes  :  on  aura. les  disUnces  AC^  BC  an  p<^le, 
en  retrancbant  les  htittfdes  de  xoo*.;   k   différence  4e 

Ai  la 
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leurs  longitudes  ou  Tangle  C  est  donné ,  et  il  s'agira  de 
trouver  Tare  c  par  le  théorème  595,2".  Pour  Paris  ei 
Toulon  ,  par  exemple ,  on  a 

^s=:  45^7321,     fl=5i%90,     C=4%o648, 

L  vos  €-=    9,9991141  Xcos3=    9,8767300 

L  lang  b  =    9,  941 57 35    £cos(û— (p)  ==  ^  ,9979146 

L  tang  9  =r    9,  9406876        O.  L  cos  9=10  ,1228780 
*^'°."    !-VSS  Xco*.=    Q,9975aa6 

Un  degré  du  méridien  vaut  100  kilomètres  (53)  ;  ainsi 
la  distance  de  Paris  à  Toulon  est  679  kilom.  (environ  lyS 
lieues  de  2000  toises). 
10.  H.  Réduire  un  angle  à  l'horison  ?  D^nn  point  5  pris 
hors  d^un  plan  horisontal  DMN ,  on  a  mesuré  les  angles 
c  a  h  que  deux  droites  SM\,  SN  forment  entre  elles , 
et  avec  la  verticale  SD  ;  il  s^agit  d^en  déduire  Pangle 
MDN  qui  est  la  projection  horisontale  de  MSN^  c.-à-d. 
l'angle  dièdre  MDSNznC  que  forment  les  faces  a  b,  (^71)  : 
la  formule  (ti)  donne  la  valeur  de  cet  angle. 


CHAPITRE    IL 


Des  surfaces  et  des  courbes  a  double  courbure. 


I.  Systémt  coordonné;  Principes  génénm». 

IX.  ^99-  Pour  fixer  la  position  d'un  point  M  dans  l'espace , 
on  conçoit  trois  axes  yix,  Ay^  Az  (que  nous  supposerons 
rectangulaires  pour  plus  de  simplicité  ) ,  et  les  plans  zAx , 
uAy  ^  xAy'QjfiÀ  passent  par  ces  lignes  :  puis  on  donne 
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la  distance  PM^  ou  j?=c,  de  ce  pointa  sa  projection  P  it« 
•  6ur  Tun  de  ces  plans,  ainsi  que  cette  projection  ;  et  par 
conséquent  ^  les  coordonnées  AN  AS  du  point  P,  ou 
x=za^y-:£s  b.  En  achevant  le  parallélipîpède  (jN  (284)9 
on  verra  que  les  données  a,  6  et  c  ne  sont  autre  chose 
que  les  distances  MQ,  MR^  MP  à  ces  trois  plans. 

£n  considérant  qu'outre  Tangle  trièdre  zAxy  ,  les  trois 
plans  coordonnés  en  forment  sept  autres ,  on  verra  bientôt 
,que  la  position  absolue  du  point  M  dans  Tespace  n'est 
fixée  par  les  longueurs  de  abc^  qu'autant  qli'on  introduira 
les  notions  sur  les  signes.  (333).  Ainsi  au-dessous  du  plan 
xAy^  conçu  dans  son  étendue  indéfinie,  leszsont  négatifs, 
si  le  point  çst  à  gauche  du  plan  zAy  ^  vers  :r',  x  est 
négatif;  y  l'est  en  arrière  du  pbn  zAx, 

Imaginons  une  équation  entre  les  trois  coordonnées  ^^ 
a: ,  j* ,  r ,  telle  quey*(  x ,  j,  z)  =  o  ;  elle  sera  indéter- 
minée. Prenons  pour  deux  de  ces  variables  des  %*aleurs 
quelconquc^s  x=fl=y^iV",  yz=:b'=PN\  notre  équation 
donnera  pour  z  au  moins  une  racine  z  =  c.  Si  c  est 
réel,  on  élèvera  en  P  la  perpendiculaire  PM=c  au 
plan  yAx  ^  et  le  point  M  de  l'espace  sera  aitisî  déter- 
miné. 'Changeant  de  valeurs  pour  les  arbitraires  x  tx.  y  ^ 
ou  aura  autant' de  points  M  ;  et  les  unissant  pat  la  pensée, 
en  établissant  entre  eux  la  continuité ,  on  formera  une 
surface  ,  telle  qu'un  cône,  un  cylindre,  une  sphcro... 
y(j:,j,r)=:o  sera  V équation  de  la  surface^  parce 
qu'elle  -  en  di.<tingue  les  divers  points  de  tous  ceux  de 
l'espace.  Si  ^a  plusieurs  racines  réelles,  la  surface  aura 
plusieurs  nappes,  et  si  x  est  imaginaire,  la  perpendi- 
cnlaire  indéfitiie  élevée  en  P  au  plan  xy  ne  rencontrera 
pas  la  stirface. 

Si  après  avoir    pris   une  valeur  fixe  ds  j,    telle   que 
ysnbzszASj  on    fait  variera:,  l'ordonnée   QS:=z.z  %% 


iiô  ÀNAttSÊ  iiËs  tftoîs  i>iAftHsiô!iS/ 

^  I.  mouvra  suivant  SP  parallèle  au  plan  xz ,  et  les  Vftriatiollè 
correspondantes  qu'elle  ëprouvera  seroill  déterminées' p* 
y  (a;,  ô,  r)  =  o,  qui  est  par  conséquent  Féqnalion  et 
rintersection  de  la  snrTàte  par  le  |>hn  8M.  On  ¥tt^ 
de  même  quVn  faisant  rt  =  a  ou  je  =:  r ,  on  a  Ië!s 
iniersections  de  la  suifacc  par  des  plans  MN  im  ^QiR 
parallèles  aux  jrz  ou  aux  btfiy. 

600.  Bientôt  nous  nous  occuperons  de  la  recherche  as 
Téquatîon  de  toute  surface  dont  la  génération  est  connue; 
mais  il  en  est  dont  Péquation  s^obtient  sur -le -champ. 
Cest  ainsi  que  r  =  o  est  visiblement  celle  du  plan  xy  t 
z=c  celle  d^un  plan  qui  lui  est  parallèle  ^  et  en  c^rt 
distant  de  la  quantité  c  ;  x  =0  ,  x  :=:'à  sont  les  équatioils 
du  planez  y  et  de  celui  qui  hii  est  parallèle  et  en  ej>t  distant 
de  a ,  etc. 
1 1 .  60 1 .  Le  triangle  rectangle  ^ilf P  donne  z'''\'JP':=zjiM*^ 
et  comme  on  tire  de  APN  i  AP'si^x*  +j^'t  on  a 

en  faisant  AM=zR,  Donc,  i^  la  distance  d^un  poitft 
à  l'origine  est  la  racine  des  carrés  des  trois  coordonnées 
de  ce  point,  a*.  Si  x ,  ^  et  z  sont  variables  j  cette  équation 
Caractérisera  tous  les  points  de  Tespace  dont  la  distance 
à  Torigine  est  la  même  et  =A  :  c'est  donc  V équation  de 
la  sphère  qui  a  R  pour  rayon  et  le  centre  à  Torigine. 

II.  .  Soient  deux  points^  l'nn  2V(«,  j-,  ir),  l'autbe  Jlf  (x%^,  z^y^ 
n  tlm  leurs  projections  sur  le  plan  ^ ,  mn  est  celle  de  la 
ligne  MN=R.  Or  (SyS)  on  a  mn^—{x—xy  +  Ct— y)'. 
De  plus,  MP  parallèle  à  mn  forme  le  triangle  MNP 
recungle  en  P,  d'où  MN^z=imn^  •{- PN*  \  et  comme 
PNsszNn^-^Mmssz — z\  on  a 


/ 
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#  ^t  bu  distance  entre  les  points  {xyz) ,  Çx'yW')  (^)  •    i:u 
Cl   si  on  reg^trde  Xy  y^  z  comme  des   variables ,   cette 
équation  est  celle  d'une  sphère  de  rayon  it ,  et  dont  le 
centre  est  situé  au  point  {x'yz')^. 

6oa.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à  base 
quelconque  (286)  donnée  sur  le  pbn  xy-  par  son  équation 
/(jr,^)=o.  En  attribuant  ^  x  ti  y  des  valeurs  qui 
satisfassent  à  cette  équation  y  le  point  du  plan  jcy  que 
ces  coordonnées  déterminent,  est  un  point  de  la  courbe 
qui  sert  de  base  ^u  cylindre  ;  la  perpendiculaire  indéfinie 
élevée  en  ce  point  est  une  génératrice  de  ce  corps  ;  ainsi 
quelque  valeur  qu^on  attribue  à  r,  Pextrémité  de  cette 
perpendiculaire  sera  sur  la  surbce  du  cylindre,  dont 
on  déterminera  les  divers  points  en  prenant  pour  z  ti  x 
toutes  les  vaUivs  possiblf  s ,  et  pour  y  celles  que  donne 
réquationy(«,jr)=so.  Donc  r équation  de  la  surfcw<  d'w^ 
fyUhànf  droit  est  celle  de  sa  basej  ou  y  (op ,  y)  =  o. 

Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  esi  perpendiculaire 
au  plan  des  §ez ,  Féquation  de  cette  surface  est  celle 
^6  la  hase  tracée  sur  ce  plan,  ett. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  Féquatioii  d^ui\ 
plan  perpendicuUire  à  Tun  des  plans  coordonnés  ti%  celle 
de  4a  T^^ace  sur  celui-ci,  c.-ri-d. ,  de  h  HgVl?  d'inter- 
eection  de  ces  deux  pian^.  «Boit  donc  jiB  ^3c  «,  a?^  t^qg  CBIj    1 3. 

(*)  Gopune   mB  ,  nC  {itnllèlec  k  Ay  donnent  BC  =  x  »  oc'  =     12, 
h  project^  de  Ml^  gur  Taxe  des  jr,  on  voit  «{ue  la  longueur d^unc 
li^ne  dans  t espace  est  la  racine  cande  de  la  somma  des  carrdd  4^ 
fèj  projections  sur  les  trois  ores. 

PM 

On  a  aii«i  BiN^        JkMM>  ^  ™*^  ^^9^  ^°4  Tetpace  tàt  le  ^o-» 

ftet  de  i%  projection  lur  i^n  plfn  queli^nqur  9  di\U&  par  Iç  ooiiniis, 
di  Tangle  qu^elle  fiât  a^^  oa  plan.  Ces  théorêmci  l'étendeut  auif^ 
JVX  aires  planes  situées  d^nt  Tcspaoe.  V*  ^'  ^99* 
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i3.    xz=az-^  oL  qui  est  Féqualion  de  la  ligne  BC^  est  aussi  celle 
du  plan  FBC  perpendiculaire  à  zjix  et  mené  suivant  BC. 

6o3.  Soient  Af=o,  N=.  o,  les  équations  de  deux  sur- 
faces quelconques;  chacune  distingue  en  particulier  ceux 
des  points  de  Tespace  qui  appartiennent  à  ces  surfaces; 
ainsi  leur  existence  simultanée  appartient  à  la  ligne 
suivant  laquelle  ces  surfaces  se  coupenL  Donc  i/n  point 
a  trois  équations;  une  surface  n*en  a  çu^une  seule;  une 
courbe  en  a  deux  ,  qui  sont  celles  des  surfaces  qui  par 
leur  intersection  déterminent  cette  ligne.  Comme  il  y  a 
nue  infinité  de  surfaces  qui  passent  par  une  ligne  don- 
née ,  on  sent  qu'une  même  courbe  a  une  infinité  d'équa- 
tions. 

Si  on  élimine  z  entre  M=o,  JV  =  o,  on  trouvera 
une  équation  P  =  o  en  a;  et  ^  ;  ce  sera  celle  d'un  cylindre 
droit ,  qui  coupe  aussi  nos  deux  surfaces  suivant  la  courbe 
dont  il  s'agit,  et  Péquation  de  la  projection  C^7^  )  ^^ 
cette  courbe* sur  le  plan  ay.  De  même,  en  éliminant jr^ 
oh  aura  l'équation  Q  =  o  de  la  projection  sur  le  plan  xz, 
ou  du  cylindre  projetant.  £n  substituant  ces  cylindres 
aux  surfaces  données  ,  P=  o,  Q  =:  a,  seront  les  équa- 
tions de  notre  courbe  :  donc  on  peut  prendre  pour  équa- 
tions d*une  courbe ,  celles  de  ses  projections  sur  deux  plans 
coordonnés. 

604.  Appliquons  ces  principes  à  la  ligne  droite.  Nous 
prendrons  pour  ses  équations  celles  de  deux  plans  quel- 
conques qui  la  contiennent  ;  mais  il  se^a  convenable  de 
préférer  ceux  qui  fournissent  des  résultats  plus  simples. 
L'axe  des  z  a  pour  équations  x  ;=r  o,  y=o,  qui  sont 
celles  des  plans  jr  et  xz.  De  même  x  =  «  ,  ^  =  /8 ,  sont 
les  équations  d'une  droite  parallèle  aux  z^  et  dont  te 
pied  sur  le  plan  xy  a*  pour  coordonnées  a:  ;=  * ,  r  =  $^ 


On  raisonnera  de  '  même  pour  les  autres  ates  \  x  z=z  Of 
X  s^  o  sont  les  éqaalions  de  celai  des  jr ,  etc. . . 

Soit  une  droite  quelconques!^;  conduisant  un  planF^C   x3tr. 
perpendiculaire  à  X£,  BC  en  sera  la  projection  sur  ce 
plan  (27a):  de  même  H  G  sera  celle  sur  le  plan  yz} 
les  équations  de  ces  projections,  ou  des  plans  projetans^ 
seront  celles  de  la  droite  EFj  ou 

X  =  az  •{-  tgj    j^  =  5r  -|-  iS". 

II  sera  aisé  de  voir  que  «  et  /8  sont  les  coordonnées  jiB  AG 
du  point  E  où  fa  droite  rencontre  le  plan  xy  ;  et  que  a 
et  b  sont  les  tangentes  des  angles  que  BC  HG  font  avec 
l'axe  Az.  En  éliminant  z,  on  obtient  Téquation  de  b 
projection  sur  le  plan  xy  ^ 

ayz=bx  4-^  tf/8  -»3«u 

€o5.  Si  la  droite  passe  par  un  point  donné  (^x'yz'y 
les  projections  de  ce  point  sont  situées  sur  celles  de*  la 
droite,  donc  les  équations  sont  alors  (369) 

On  trouvera  abément  les  valeurs  de  a  et  3  lorsque  Ta 
droite  doit   passer  par  un  second  point ,  {x^ly^fz^^  ). 

Quand  la  droite  passe  par  Forigine  ,  &ts  .é(jaations  sont 
«  =  ar ,  y^s^bz, 

11  est  aisé  Aw  voir  que  deux  droites  parallèles  ont  leurs 
projections  parallèlessurleméme  plan(268)  :  donc  les  équar 
tions  de  ces  lignes  doivent  avoir  pour  z  les  m4mes  coefH- 
ciens  a  et  3  ,  et  différer  seulement  par  les  valeurs  des 
constantes  a  et  j8. 

3.  Équations  du  Pîan^  du  Cylîndire  ^  dwC&nêf  etc. 

606.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  déterminent 
la  nature  d^une  surface  ^  elles  se  réduisent  toujours ,,  en 
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diermèie  analyse ,  à  donner  la  loi  de  sa  gëoëration.,  <pk 
consiste  tti  ce  qu^iuie  courbe  Géndrairieê^  vaiiable  eu 
tùlisUmAt  4e  forme,  glisse  le  long  d^u«e  ou  plosieuis 
ligne»  données  qu^on.  nomme  Dintetnces^  LVquatîoii 
ée  la  surface  engendrée  s^ôbûeni  en  raisonnant  icï^ 
comme  an  j^\  Jfio  i  nous  allons  en  donaei;  diveçs  exentpleaL 
en  copimençant  par  le  plan. 
^/  Un  plan  est  engendré  par  une  droi^  (pii  glisse  sur  deuj^ 
autres  qui  se  croisent  :  les  traces  BC  BD  sui:  les  plans, 
q^  yx  se  rencontrent  en  jS  ,  et  ont  pour  équatioQs^  savoir  ^ 

£n  faisant  AB  =  G.  Or ,  si  la  trace  SC  glisse  parai-, 
lèlement  le  long  de  B^j  elle  engendrera  \»  mémepbn  ; 
i^t»i  ce  quMl  s^agit  d'exprimer  en  analyse. 

Soit  EFntke  parallèle  quekon^e  à  BC  dans  Tespace  y 
k  plan  projetanl  EHIF  sm^  paeallèle  à  ^ror^  If/  le  sera  4. 
u^x.  La  protection  de  EF  sur  le  plan  zx  le  sera  à  .BC% 
en  sorte  que  les  équatioivs  de  EF  seront 

I^pposons  que  cette  ligne  coupe  la  directrice  DB  ;  pouf 
avoir  le  lieu  de  Tintersection ,  élimipons  x  y  t%  9  entre 
fejt  quatre  équatioti^s  i   et  a  ^  il  Tiendra  réquatioQ  de  ^it- 

/S  =  ^«  -^  C  . .  .     (3)  r 

qui  exprimera  que  les  lignes  BD  EF  se  coupent.  Si  donc 
ou  donne  à  a  et  i3  des  valeurs  qui  y  satisfassent,  on  sera 
sûr  que  les  équations  (a)  seront  celles  de  la  génératrice 
dani>  une  de  ses  positions.  Concevons  donc  qu'on  mette 
dâus  (2)  pour /S  sa  valeur  Ba-^C^  ces  équations  seront  celles 
d'une  génératrice  quelconque ,  dont  la  posilion  dépendra 


de  la  vakur  qu'on  attribuera  4  rarbttraîre  «.  On  en  coa^. 
clut  que  si  on  élimine  m  entre  elles ,  c-t-à'-d. ,  «  et  ^ 
entre  tes  trois  équations  a  et  3,  Téquation  résultante 

sera  celle  dn  plan  ,  pubque  x^y  et  4c  représentent  les  coo^^ 
données  des  divers  points  d^une  génératrice  quelconque. 

C  tsi  le  »  k  Forigîne,  on  AB  \  ^  et  B  sont  les  tant-.   ^/ 
gentes  des  angles  que  font  avec  les  axés  ieg  »  et  y  les 
traces  BC  BD  dn  plan  sur  ceux  des  x^  et  des  jrs. 

Si  on  fiût  varier  Cseul,  le  plan  se  meut  parallèlement^ 
paice  que  ses  traces  demeurent  parallèles  (  268 }. 

Donc  ,  X*.  toute  équation  'du  premier  degré  est  celle 
d^un  plan ,  puisqu'on  peut  h  ramener  à  cette  forme , 
(  Ky.  9*.  368), 

A*.  Deux  équations  quelconques  du  i«.  degré  sont  celles 
d'une  Kgne  droite. 

3**.  Lorsque  l'équation  d'un  plan  est  donnée ,  on  obtient 
celles  des  traces  sur  les  pbns  des  x^^yz  %\xy^  en  faisant    , 
^saoy^^soy  #  =  Of    qmi  sont  les  équations  de  ces 
plans.  Ainsi,  Ax  -(-  By  «f*  C  ==  o  est  l'équation  de  Ia 
trace  da  plan  ci^essus  sur  celui  des  jr^. 

4'.  On  auFoit  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans 
l'espace  pour  génératrice  ^  et  la  faire  glisser  sur  les  traces  i 
ce  calcul  plus  compliqué ,  auquel  on  pourra  s'exercer , 
conduiroit  au  même  résultat, 

607.  Le  même  rabonnement  sert  à  trouver  l'équation 
du  Cylindre,  Soient 

M=o    iV=  G  ,  .  .  .      (1). 

Les  équations  d'une  courbe  quelconque  donnée  dans 
Pespace ,  et  sur  laquelle  doit  glisser  la  droite  génératrice* 
en  restant  parallèle  A  eUennème  (  a86)*. 
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X  =  ar  +  a ,    ^  =r  ^z  4"  /S  •  •  •  •     W 

seront Jes€quations  d^une  parallèle  à  la  génératrice,  a  et  B 
étant  donnés  ;  a  et  /S  dépendent  de  la  position  de  cette 
droite.  Or,  pour  qu'elle  coupe  la  directrice,  il  faut  que 
ces  quatre  équations  puissent  co-exister  ;  c.-à-d.  que  m 
et  fi  doivent  être  tels  ,  que  Téquation  fi  t=  Fa ,  qui  résulte 
de  rélimination  de  xy  et  centre  elles,  soit  satisfaite.  Si 
on  met  dans  (a),  Fa  pour  /3,  ces  deux  équations  seront 
donc  celles  d'une  génératrice  quelconque,  dont  la  posi- 
tion dépendra  de  la  valeur  de  a  ;  et  si  on  élimine  ensuite 
m  entre  elles ,  on  aura  une  relation  entre  x  y  ei  z ,  qui 
aura  lieu  pour  une  génératrice  quelconque;  ce  sera  par 
conséquent  Téquation  cherchée. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  Téquation  d'une 
surface  cylindrique ,  il  faut  éliminer  x  y  et  z  entre  i  et 
2;  puis,  dans  l'équation  de  condition  fi  =  Ftt  qui  en 
résulte  ,  mettre  x  —  az  pour  m  ei  y  — bz  pour  jg  :  l'équa- 
tion du  cylindre  est  donc  de  la  forme j^  ^^hzzz.  F{x  —  az)^ 
la  forme  (^)  de  la  fonction  F  dépendant  de  la  nature, 
de  la  directrice.   (  Ftjy.  n**.  696). 

Si  par  exemple  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r,  tracé^ 
dans  le   plan  xy ,  le  centre  étant  à  l'origine  ;  les  rela- 

(*)  Les  signes  Fx,  fx ,  fX, servent  à  désigner  des   lonctionr 

difîê rentes  de  x  ;  ils  indiquent  des  formules  dans  lesquelles  la  mimm 
quantité  x  entre ,  mats  combinée  de  diverses  manières  avec  les  don-> 
nées.  Au  contraire  Jx ,  fz  sont  la  même  fonction  de  deux  quantité» 
difForentcs  x  et  2  :  en  sorte  que  si  on  changeoit  z  en  x  dans  ceUe-ci , 

on  reproduiroit  identiquement  Fautre.  f[yz "^  ^)  >  /^  f  jl  1,  1 / 

n 

désignent  que  si  on  fàisoit  v^«  -♦-  a  =r  x ,   et  •  ,    .   > •  s=  x  •    cefb 

'  6H-log*  ' 

fonctions  de%iendroient  identiques  et  s/*x. 
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tîons  (i)  seront  or»  +  J'  =  '^i  z  =  o  ;  éliminant  x^y 
et  r ,  on  aura  m*  -^  fi^  s=z  r*  pour  l'équation  de  condi- 
tion (*),  d'où 

(x  —  azy  4-  (^  —  bzy  =  r» 

pour  l'équation  cherchée.  Si  la  •  génératrice  est  parallèle 
au  plan  xzj  a  est  nul,   et  on  a 

X*  -f-  ^*  —  ^  ^^  +  ^*^'  —  ^• 
608.  Soient        M=o,  JV=o.  .  .  .     (i) 

les  équations  de  la  directrice  quelconque  d'une  surface 
Conique  (288).  Les  coordonnées  du  sommet  étant  a  ^c, 
toute  droite  qui  passe  par  ce  point ,  a  pour  équations 
(6o5) 

X— •a  =  «(r  —  c;),    jr  —  is=i8(^— 1:). 

Si  cette  «droite  rencontre  la  courbe ,  elle  sera  une  géné« 
ratrice  :  éliminons  donc  xy  eiz  entre  ces  quatre  équations, 
et  dans  la  relation  résultante  entre  «  et  ^^   /3  =  -^«9 

remettons  et  <• pour  ces  quantités,  nous  au- 

z  —  c        z  —  c 

rons  l'équation    du    cône  ;   la  forme  de   cette    équation 

sera  donc^^ z=i  F  (  «^—  ). 

z  —  c  \z  —  c  / 

Si,  par  exemple,  la  base  est  un  cercle,  comme  ci-dessus, 

les  équations  (i)  deviennent  x*  -|-  j'*  =  r' ,  r  s=  o  ;   et 

l'équation  entre  «  et  jS  est  (a  —  « r)*  +  {h — fi cy  =  r^j 

puis  mettant  enfin et pou<  a  et  fi  y  Viquation 

z  """  c         z  "^~  c 

i 

(*)  Cette  équation  est  y'uSàAt  d^elle-mème  ,  puisque  «  et  |  sont  les 
coordonnées  du  pied  de  la  génératrice.  Même  remarque  pour  le  cône. 

On  pourroit  trouver  de  Ihéme  Téquation  du  plan ,  en  le  considérant 
comnie  un  cylindre  dont,  la  Use  est  une  drohe. 


4f  <^n#  À  Im^f  circulaire ,  «31 

Poar  le  cdn^  dh>i/  à  base  circulaire  ^  a  eth  sont  nuk  „ 
«t  on  trouve        «•  +J^*  =  »»*  C*^~^)*»     ^ 
en  nommant  m  la  tangente  de  l'angle  formé  par  Taxe  e| 
la  génératrice ,  ou  me  =  r. 

.    Si  le  cercle  de  la  heise  n^ét^t  pa&  Irac^  d^s  le  plan  jr^^ 
il  faudroit  remplacer   les  équations .  ^\)   pac  z  :=:^  Ax  et 

x^  +J^  4'  ^=  '^f  S^^  ^^^  ^^^  équations  de  la  base,  qu'on 

suppose  perpendiculaire  au3t  xz;  ^  est  la  tangw^e  de 

f  angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  jrr. 

i5.        609.  On  peut  concevoir  toute  surface  êf  Mèwlutiwm , 

comme   engendrée  (2191)  par  le  mouvement  d'un  cercle 

BDC  dont  le  plan  est  perpendiculaife  4  un  axe  Az ,  le 

centre  /  étant  sur  cet  axe,  et  dont  le  rayon  IÇ  est  tel  que 

ce  cercle  coupe  toujours  une  courbe  quelcoiique  donnée 

CAB'   Mous  ne  traiterons  d'abord    que   le    cas  où  l'axe 

est  pris  pour  celui  des  z.  Tout  cercle  BDC  dont  le  plai^ 

est  parallèle  aux  ^p  y  ^    a  pour  équations  c«Ues  4o  a«Q 

plan  et  de  son  cylindre  projetant ,  ou 

rs=«  et  j?*.-|-j*  =;y8».  ...     (i); 

en  faisant  AI  =:  « ,  et  le  rayon  IC  =  fi,  Les  équations  de 
la  directrice  donnée  CAB  étant 

Jlf  c=  o ,  iV  =  o.  .  .  .     (a) , 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent,  (|  faut  qn^ei^ 
éliminant  oiy  H  z  entre  ces  quatre  équaùoni,  la  rçlaticm 
^r=JP«t,  à  laquelle  on  parviendra,  soit  satisfaite.  Si  on 
met  F«  pour  fi  dans  (i)  ,  ces  équations  seront  alors  celle* 
du  cercle  générateur  dans  une  de  ses  positions  dépendante 
de  «  ;  et  si  on  élimine  ensuite  fi ,  on  aura  l'équatioi^ 
demandée,  qui  aura  la  forme  ^s?  jP  («'«f-/*)' 


I.  Soit  d^abôrd  pm  pour.  4îrecirice  ^m  cercle  dans  le  plan 
xz  et  dont  le  centre  «>it  k  rorilgîoe  4  lesTolaûons  ^a)  seront 
âlors^  £3:  o  I,  «*  ^  «*  SES  f^  \  réquatiioli  de  condition  vera 
«*  -f-  i^*  =  '^  9  ^^  9^  est  d^aillettrs  évident  par  soi«- 
m^me  ^  donc ,  remettant  «*  -4-  y*  pour  /g'  et  «  pour  z^ 
on  ax*  4-  ^'  +  ^*  =^  P^^**  réfuatîon  de  la  sphère. 

II.  Traçons  dans  te  plan  xè  ^oe  porabofe  située  comme    xS. 
on  le  voit  figure  i5  ;  ses  équations  seront^ =0y  x'^x=i:kpz% 

;§*  s=  d^ii^n  réquaiièvi  et  condition^  et 

x^ -{-y^zrz^pt 

trera  celle  eu  ParthMA  uiè  ràv^étwh* 

* 

III.  On  trouvera  de  mettre  {fo^ùr  VERipffMe  et  tlfypefh- 
holoiàe  àe  révolution ,  àûïà  te  ptettàift  axe  iï  se  tofrifanfl 
avec  celui  des  z^ 

À^  (  AT*  +J'*)  ±1  *•*•  =  ^  ^^^% 

le  signe  snjirérieur  a  lieu  poiir  relKpsd^'dè. 

IV.  Supposons  qu'une  droite  quelconque  Tôurtie  autoUt 
de  Taxe  des  x;  cherchons  la  nature  de  la  surface  qu^elte 
engendre.  Les  équations  de  la   directrice  sont 

x-=:,nz'\^  A   y^sks  -^  B 
d'où  (fl«  ^Ay  +  {bm+  JBy  =  /é» 

pour  équation  de  coitditien.  Celle  de  '4a  sttWàce  est  donc 

X*  +y*  s=  (fl*  +  *•)«*  +  51  {^^  +  Bi)x  +  -rf'  +  J**. 
En  {aisatit'xsOf  on  trouve  (439)  que  Pjntérsfection  p^ir'fe 
planyr  est  une  hyperbole;  ainsi  la  surface  engendrée  est 
un  hyperboloïde  de  révolution. 

Cependant  si  la  droite  génératrice  cbupe  fa^e   des  r,  ^ 
ses  deux  équations  "dotveht  être  sftiisraitCb  tnTa}5inta?=  o  f 
/-  =  o  et  t  =cr,  d'où  A-wB •« &€ I  Ssss'^^ici  doac «na 
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(fl»  +  ^')  (-5— c)-  =  «»+^* 

qui  appartient  à  un  cône  droit  (668). 

Pour  trouver  Téquation  d^une  stirface  de  révolution 
dont  Taxe  a  une  situation  quelconque,  il  faut  ou  recourir 
à  une  transformation  de  coordonnées  (622),  ou  traiter 
directement  le  problème  d^une  manière  analogue  à  la 
précédente.  (  ^oy.  n®.  61 5). 

3.  Problèmes  sur  le  Plan  et  la  Ligne  droite. 

610.  Remarquons,  comme  aii  n*.  SyS,  qu^on  peut  se 
proposer  deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt 
il  s'agit  de  déterminer  les  points  qui  jouissent  de  cer- 
taines propriétés  ;  tantôt  de  donner  à  la  surface  une 
position  ou  des  dimensions  ,  telles  quelle  remplisse  ries 
conditions  demandées.  Dans  le  i*'.  cas  x  y  z  sont  les 
inconnues  ;  dans  le  2^.  il  faut  déterminer  quelques  cons- 
tantes de  Téqu^tioti  d'une  manière  convenable.  Les  conr 
ditions  données  doivent  dans  tous  les  cas  conduire  à 
.autant  d'équations  que  d'inconnues,  sans  quoi  le  pro- 
blème seroit  indéterminé  ou  absurde.  Nous  allons  appli- 
quer ces   considérations  générales  au  plan. 

Ttnwer  les  projections  de  Vintersection  de  deux  plans 
donnés  par  leurs  équations. 

z=Ax^'By+C    zt:±A'x  +  By-\^0^ 

en  éliminant  z^  on  a  la  projection  sur  le  plan  ay  , 

\A—A')x+  {B—B'y^^C—  O—o 
de  même  (A'  —  A)z+{ÀB'—A*B)y+AC'^A'C=o 
(B'^B)z  +  (A'B  '^AB'^x+BO—B'  C=o 

pour  les  projections  sur  les  plans  des  yz  et  des  xr« 
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611.  F  tare  passer  un  plan  par  un  ^  deux  ou  trois 
points  donnés,  Vëquation  de  ce  plan  étant 

z  =  Ax  -}-  By  +  C , 

pour  qu^îl  passe  par  le  point  {^x'y'z')^  il  faut  que 

«'  =  Ax'  +  By  -+•  C  ;  et  retranchant ,  on  a 

z  —  z'z=iA{x  —  a^)  +  B{y—y) 

m 

pour  l'équation  du  plan  qui  passe  par  le  point  {x^y^z^)* 
Le  problème  re&teroit  indéterminé  ,  si  les  constantes  A 
et  B  n'étoient  pas  données ,  à  moins  qu'elles  ne  fussent 
lîçes  par  deux  conditions  dont  il  faudroit  les  déduire. 
Si  par  exemple  le  plan  doit  être  parallèfe  a  un  autre , 
z  =  A'x  +  By  •+  C,  on  aura  A  =  A\  B  =  B'. 

On  peut  demander  aussi  que  le  plan  passe  par  un 
3«.  point  {xfiy^UH)^  et  on  auroit  z<^  =  Ax^f  +  By"  +  C; 
ce  qui  laisseroit  une  constante  arbitraire,  et  permettroit 
de  faire  passer  le  plan  par  un  3*.  point. 

612.  Trowfer  les  conditions  pour  qu'une  droite  et  on 
plan  coïncident ,  ou  soient  parallèles.  Soient  les  équations 
du  plan  et  de  la  droite 

,    z  =  Ax  +lBy  +  C 
x  =  az  +  ^^   y=bz  +  fi^ 

en  substituant  az  -^utihz  -f-  /S  pour  x  et  y  dans  la  1^*. , 
on  7k  z  (  /^o  4-  B^  —  I  )  +  ^*  +  5^  +  C  =  o.  Si  Ta 
droite  et  le  plan  n'avoient  qu'un  point  de  commun , 
on  en  trouveroit  ainsi  les  coordonnées  ;  mais  pour  qu'elle 
y  soit  entièrement  située ,  il  faut  satisfaire  à  cette  équa-» 
lion  quel  que  soit  z\  d'où'(557) 

Aa  +  Bb=zi,    ,i  «  +  I?^  +  C  =  0  ; 
c«'soiU  les  équatiou^  de  co^ditiga  ç^iercliëec. 


Si  4a  droite  t^  •sioiplemeat  parallèle  au  plan ,  ôi  dut 
iju'en  les  tremportant  parraUèhfmeivt  »)uaqu'ii  Torigiiie,  la 
^oite  et  te  plan  coïncident;  ainsi  ces  ëquatîons  doivent 
être  satisfaites  en  y  supposant  *  /s  et  C  nuls  t  d^où 

6i3.  Trower  le  point  ^d'intersection  de  deux  droites. 
Soient  leuts  équations  données 

■ 

Pour  le  point  cherché  ^  a;  y  et  r  satisfont  à  ces  équations  : 
téliminant^  on  trouve  Téquation  de  condition 

SI  elle  ^Vst  pas  sjttislaite,  les  hgnes  tie  se  coupent  pas;-«t 
si  elle  Tes! ,  le  point  d'intersection  a  pour  coordonnées 

'— SITir^— J'— 3'*~    ùf  —  a    '^~     ^'— *    ■ 

6x4*  Exprimer  çu*Une  droite,  est  perpendiculaire  à  vH 
plan.  Le  plan  projetant  la  droite  sur  les  o?^  est  à  la  fois 
perpendiculaire  au  plan  donné  ,  et  à  celui  des  aey  :  il 
coupe  donc  cas  «plans  sniirant  d^  lignes  ^perpendiculaire» 
à  leur  commune  section  (a66):  or,  Tune  de  ces  lignes 
est  la  projection  de  la  droite  donnée ,  l'autre  est  la  trace 
du  plan  sur  celui  des  xy  ;  dont  ces  lignes  sont  perpen-' 
diculaires  ,  ou  plutôt,  lorsqu'une  ligne  est  perpendiculaire 
sur  un  plan ,  les  traces  de  ce  plan  et  les  projections  dé 
la  ligne  sont  à  angle  droit.  Diaprés  cela  soient 

t  =  jéx+fy+C 
les  équations  du  plan  et  de  la   droite;  celles  des  iT»tM$ 


OU  ipe=  — r— — ,     'V=— r  —  —  î 


Bit  tian  Et  m  ia  ugne  dhoitI:.  igi 

do   plan  sur  les  xr  «t  yz  sont 

la  relation  connue   (Byo)  donne 

ce  sont  les  équations  de  condition  demandées ,  qui  ser-^ 
viront  à  déterminer  deux  des  constantes  du  plan  ou  de 
la  droite  f  de  manière  que  ceU«-ci  aoii  perpendîcubir# 
au  plan.  Les  autres  constantes  devront  être  données, 
ou  assujéties  à   d^autres    conditions. 

Si ,  par  exemple ,  on  veut  mener  un  plan  perpendi- 
culaire  à  la   droite  donnée ,   Téquation  de  ce  plan  vseia 

z  -{-  ax  -{-  by  =z  C, 

6i5.  Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plan 
^  y  sont  «  et  ^  ;  la  sphère  dont  le  centre,  est  en  ce  point  a 
pour  équation  (60 1), 

Ces  deux  dernières  cq'ua lions  appartiennent  donc  à  un  cercle 
dont  le  plan  tffi  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  ;  le 
ra^'on  de  ce  ttrdt  et  sa  situatii^n  absolue  dépendent  de 
r  et  de  C 

Soient  Jlf=E  o  ^  N=o  les  é^quations  d^une  courbe; 
pour  qu^elle  coupe  notre  cercle  9  il  faut  <|ue  ces  quatre 
éy 'dations  puissent  coexister  :  en  éliminai^  xjr  et  z,  on  a 
Véquation  de  condition  rz=F{C)y  et  remettant 

x  +  ax  +  fy  pour  C,  et  y/ J(ar— •)*  -f-  (j—fiY  +  Jt^} 
pour  I»,  on  aura  Téqnalion  de  la.  sariacè  engendna»  poar 

M.  li 
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fait  avec  les  axes  des  x  ^  y  tl  Zj  il  faut  donner  à  la  2** 
ligne  tour-à-tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes ,  pois 
mettre^ ici  les  valeurs  de  a'  et  A'  correspondantes.  Par 
exemple  ^  celles  que  ces  quantités  doivent  prendre  pour 
que  X  =  a'z ,  y  =  b^z  deviennent  ^  =  o ,  xr  =.  o ,  qui 
sont  les  équations  de  Taxe  des  x ,  sont  3'  :zr  o  et  a'  =  oo  . 
ISi  on  introduit  ces  valeurs  dans  notre  formulé  {*) ,  on 


■•^««■•r^B^B^MWMakMiWBritoMMM^^aa^ 


'Jirm'^  Bx''^  ... 
(*)  Soit  la  fracUoti  -=7 —      o^  m  qu'on   peut   écrire  ainsi 

ar-(.^-»- ^x>—  -4-....  ^  ,  ., 

\  ^^  _,    4r  .         '1  «"»  inpposMiit  qnc  a  et  m  tont  les  moinares 

»»•(:»  ^  iV*  — "'  -4- . . . .  *^^ 

Igqpomu  de  ir  du»  lei  de^xtennet.  Il  se  préMBte  trois  om.  i«.  Si 

^  -t-  Bx*'—'^  -4-  . . . . 
»!  =  à ,  la  fraction  devient  --^  ^  ^ ^  "  *  '   :  pliis  x  décroît  et 

^htl  la  *lttt<!tion  approche  de  -rrp- ,  qui  est  la  limite  tépanàant  i  x  =  o. 

^  -4-  ^r'—' T  -4- . . . . 
a*,  fi  m  ^  a ,  on  a .  ,,^  ,    ^ : ,  dont  Tinfini  est  visi- 

-^    '  r '—    (AT -4- iVx'»— '...) 

hltMtfkit/la  limite,  ee  qui  Tcvient  à   dire  qne   Ja  4iirotion.  crott  sans 
^"^mef.    3*.  Enfin  ai   m^a,   la  limite   est  xéro.  Cette  manière  de 
fMa^àn.hi  limite  eat  ce  qu^on  nomme  fahe  x  infiniment  petit. 
Si  les  exposant  a  et  m  sont  au  contraire  les  plus  élevés  dans  les  deux 

^^ \fd  '^      _     ■ V   Or   plus    X   croît,    et    plus  les    terme* 


B      '     N  , 

-r-*  '     ,.-...  approcheiit  de  zéro ,  qui  i^pdnd  à  'x  infini  :  en 


sorte  qiie  fi  ir-ss  m ,  la  ISinite  est  ^-rri-  ;  si  a  ^^  4a  "fraction  devient 

^  qui  devient  infinie  avçcx:  enfin   «î   *^m,  la 

limite  est  xéro.  On  appelle  cette,  opération  faire  x  infiniment  grand, 
U  âst'fiicile  de  voir  que  oe  nùsonnement  ne  porte  que  sur  le  i^« 
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exprimera  qive  la  a*,  droite  se  couche  hut  Taxe  des  â; , 
et  on  aura  cos  X=  — — rr-» 

v'O +  «'  +  *') 

£n  faisant  de  même  a'  =  o  ,  à'  =  «  9  \ès  équations 
X  =  fl'^,  y  =  h*z  de  b  a*,  droite  deviennent  .%-  =  o , 
r  =r  o ,  qui  sont  celles  de  Taxe  des  y  :  on  trouve  donc 
cos  y.  Enfin  iï'=o,  5'=o,  donnent  cos^.  Donc  les 
cosinus  des  angles  qu^une  droite  fait  avec  les  axes  sont 

COsXrz        ■  ;    ,  c0sJr=:— !7 =— ^COsZrr: 


2.^,  Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  sinus  des  angles 
que  la  droite  fait  avec  les  pldns>  des^*^,  xs  et  ay ,  puisqv^^ 
ces  angles  sont  visiblement  les  complémens  de  X^  Y  cl  Z, 

3^.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus ,  il  rient  ^ 

cos'  A  -}-  cos*  X-f-  cos*  Z  =  1. 

Cette  relation  exprime  qu^on  peut  mener  une  droite  dan» 
Fespace  de  manière  à  former  avec  les  axes  des  x  et  deS^ 
des  angles  donnés  X  ci  T;  mais  que  Z  est  déterminé; 
CVst  ce  qui  d^ailleurs  est  visible.  * 


terme  du  nuraératciir  et  du  <lciu)inuisiteury  en  sorte  qu'oa  auruj^  pu 

d^abord  réduire  la  fraction  k  -r: •  Il  en  aeroit  de  m^me  de  lout^ 

autre  fonction  ,  ce  qu'on  Jéniontreroit  par  un  ralsonnemcni  analo^i:^. 
Concluons  donc  que  ^our  aiie  x  infini  dans  une  ,  onction ,  il  faut 
n'y  conserver  que  les  termes  oà  cette  lettre  porte  les  exposons  les 
plus  élevés  :  au  contraire^  pour  Jaire  x  infiniment  petite  il  faut 
suppritner  tous  les    termes^  etctpté  ceux  qui  ont  les  puissances 

fl  4-  v^  (j^  -I-  bx^  -+-•  c) 

moindres  de  x.  Ceat  ain^i  que  qu^d  jc  =  00 ,  — : — r- ; — ^ç — 

^      ^-T--  ,,     ■m'^r  Y  (x»  4-  /*) 

3 
,  y  x^ 
H  réduit  à—  ou  x. 
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4**.  Si  on  met  \ts  valeurs  de  cos  X,  etc.,  dan^  cos  A^ 
et  de  roême  si  pour  la  2*.  droite  on  met   cos  X'   pour 

— r-r ; — r-  ;  elc. ,  on  aufa 

cos  A  =  cos  X  cos  X'  +  ®^^  ^  ^°*  ^'  +  ^o*  Z'cos  Z'  ; 

Tangle  des  deux  droites  est  exprima  en  (onction  des  angles 
que  chacune  d^elles  fait  avec  les  trou  axes.  ^ 

5®.  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires,  cos^  =  o,, 
et  on  a  pour  Pequation  qui  exprime  cette  condition 

ou       cos  X  cos  X^  -^  cos  Kcos  Y'  -f-  cos  Z  cos  ^  =  o. 

619.  Trouver  F  angle  ê  de  deux  pians.  Soient 

z=Ax  +  By+  C^    z=:A'x^-  B'y+Cj 

les  équations  données  :  si  de  Torigine  on  abaisse  des  pcr-« 
pendiculaires  sur  ces  plans ,  Tangle  de  ces  lignes  sera  égal  k 
celui  des  plans.  Soient  donc  x=:az^  ^  =  ^r  les  cqua-^ 
tions  d^une  droite  menée  par  Forigine  ;  pour  qu'elle  soil 
perpendiculaire  au  I'^  plan,  il  faut  qu'on  ait  (614)9. 
j4"\'  az=  o  ,  B  -\-  bt=:o.  On  en  conclura  aisément  que 
les  équations  des  perpendiculaires  sont 

1.  x^Azz=iOj  y'\-Bz=o.  ,*  a.  ar-|-y^'r=o,  y-^B'z^=ao, 

Donc  on  a  pour  le  cosinus  de  l'angle  de  ces  droites  ,, 
et  par  conséquent  pour  celui  des  plans 

I  +  j4A'  4.  BB' 

cos  ê  SS        I I  ■■■'     - ■■■■»i^     ., 

m 

l^.  Si  on  fait  prendre  au  2*.  plan  la  situation  de 
celui  des  xz  j  y  :=z  o  sera  son  équation  ;  il  faut  donc 
faire  -^'  ==  C  =  0  et  B'  z=zoûfj  pour  avoir  Tanglc    T 
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qu^un  plan  fait  avec  celai  des  xz.  On  a  de  même  les 
angles  U  et  V  qa'il  fait  avec  les  yz^  et  xy.  Donc 


d'où  co8«  r  +  cos*  U  +  ces»  Fc=  I  , 

et    cosi  =  cos  Tcos  T  +  ces  UcoslP  +  ces  Feos  F% 

pour  le  cosinus  de  Tangle  de  deux  plans  en  fonction 
de  ceux  qu'ils  forment  respectivement  avec  les  plans 
coordonnés. 

2^.  Si  les  plans  sont  k  angle  droit 

ou       cos  r  cos  7^  4"  côs  Ucos  IP  +  cos  F'cos  P^  =  o. 

620.  Trouver  l'angle  9  d'une  droite  et  d'un  plan.  Soient 

z  =  Ax  ^  By  -{-  C  et   x=^az  -\-  a^  yz=bz  -{-  /^^ 

leurs  équations.  L'angle  cherché  est  celui  que  la  droite 
fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  (27a)  :  si  on  abaisse 
d'un  point  de  la  droite  une  perpendiculaire  sur  ce  plan  ^ 
l'angle  de  ces  deux  lignes  sera  donc  complément  de  n  : 
il  s'agit  d^ exécuter  cette  opération  analytiquement.  De 
l'origine  menons  une  droite  quelconque  ;  ses  équations 
seront  x  s=  a'z ,  y  =  b'^  ;  pour  qu'elle  soit  perpendi- 
culaire au  plan,  il  faut  (61 4)  qu'on  ait  0'= — A^  b'= — H. 
L'angle  qu^elle  forme  avec  la  ligne  donnée  a  pour  cosiotu». 
la  valeur  du  n*.  618  ;  donc  ^ 

i—Aa'-Bb 
sm9=; 


y^i  +  a^^b^yy{i+A^  +  B^) 

U  sera  aisé  d>n   conclure  que  les  angles  que  la  droite 
iait  avec  les  pUm  coordonnés  des  xz ,  yz  et  xy  ont  pour 
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sinus  rr5pectif$ 

bai 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  ifli  (6i8,  i'.). 

4.  TransfdrmuUion  des  Coordonnées, 

G21.  Pour  transporter  Torigine  au  point  («i^  y)  ,  sans 
changer  la  direction  des  axes ,  qu'on  suppose  d'ailleurs 
quelconque  ,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du 
n°.  3^2  Y   on  verra  qu'il  faut  faire 

Les  axes  primitifs  x,^,  rsont  parallèles  aux  nouveaux 
x'^y\  z'  ;  on  doit  d'ailleurs  attribuer  aux  coordonnées 
a,  ^9  y  de  la  nouvelle  origine  les  signes  qui  dépendent 
de  sa  position  (599).  Si  elle  est  située  sur  le  plan  ay^ 
y  =0  ;  si  elle  est  sur  l'axe  des  z  ^  m  et  fi  sont  nuls  ,  etc. 
16.  ^22.  Pour  changer  la  direction  des  axes  qu'on  suppose 
rectangulaires ,  en  conser>«mt  la  même  origine  ,  imagi-» 
nons  trois  nouveaux  axes  Ax'^  Ay'^  As',  et  un  poiat 
quelconque  (compris  dans  l'angle  trièdre  qu'ils  forment)  ; 
puis  menons  les  coordonnées  x'^y'^'s^  de  ce  point,  et 
projetons-les  sur  Taxe  des  x  ;  l'abscisse  x  sera  ^  comme 
n^.  383,  la  somme  de  ces  projections.  Désignons  par  (xx^y 
l'angle  x'Ax  formé  par  les  axes  des  a:  et  jr',  par  {y y) 
l'angle  y'Ay,  etc. ,  nous  anrons 

a:  =  x'cos  (x'j?)  +^^cos  (y'x)  -f-  ^'cos  (z'x) 

projetant  aussi  les  coordonnées  x\y'  et  z'  sur 

l'axe  dcs^  et  sur  celui  des  r ,  nous  trouverons     \       (A)^ 

y  =  x'  cos  (xy)  -f  ^'cos  (y y)  +  z'cos  (z'y) 
z=sx^  cos  (x^z)  -f  j'cos  (j^z)  -{-  Vcos  (z'z) 


Transformation  des  coordonnées.        ^or 

Telles  sont  les  relations  qui  servent  à  clsanger  la  direc—   i^« 
lion  des  axes.  On  remarquera  que ,   x<*.    comme   (o/x) 
(a/y)  (a/r)   sont  les   angles  que  forme  la    droite   Ax^ 
avec  les  axes  rectangulaires  des  x y  z^  oq  a  (618,3**. } 

cos»(x'a:)+cos'(a/y)+cos*(ar'r)=2=i 

de  même     cos*(^j7)+cos'^'^)-l-cos*(j-'z)=i 

cos»(«'«)-f-cos*(  r'^)+cos^(z'z)=i 

:2*.  Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  cnlrc? 
eux  donnent  (6I8,4^) 

cos(a/^;^=cosfa:'x;cos(j^'a:)+cos(x'j)cos(^'^')+cos(.r'r)co5(^>''r; 
cos(x'i:')=cos(a:'x^cos(r'a:)+cos(ap'j)cos(z'j')4-fOs(x'z)cos(r'r) 
cos(^V)=rcosyx)cos(z'x)+cos(^''j)cos(r'j)+co5(j'^r)cos(c'z) 

sî  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangles,  les  seconds 
membres  de  ces  trois  équations  sont  =  o  ;  ce  spnt  les 
relations  qui  expriment  cette  condition. 

628.  On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  16. 
axes  y  sans  donner  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux 
et  avec  \ts  x  y  m  i  en  voici  un  exemple  tiré  de  la  Méca- 
nique céleste,  torp.  !•'.,  pag.  yS.  Les  lignes  Az  Az'  Ax*  Ay^ 
sont  dans  IVspace  et  vues  en  perspective  ;  BC  Ax  et 
jiy  sont  dans  le  plan  xy  :  les  coordonnées  x'y'z'  sont 
supposées  rectangles  ,  ainfi  que  x  y  et  r. 

Le  plan  des  axes  Ax'  Af  fait  avec  celui  des  xy  l'angle 
4  ;  BC  est  rinterseclinn  de  ces  pians  ,  fixée  par  Pangle  Ç 
qu^elle  fait  avec  Ax  :  de  plus,  In  position  de  l'axe  Ax^ 
Test  par  l'angle  x^fCrr:!  (^  qu'il  laii  .ivec  la  trace  BC, 
11  s'agit  d'exprimer  les  nn;,i(^s  'x'.r)  {x^j)'.,.  en  fonc- 
tion i,  -^tiç^  qui  ih'irri::.-  '  !Mei;nonl  la  situation 
àes  nouveaux  axes.  Pour  ci!  «  ^«e  Ifs  droites 
Ax  Ax^  AC  forment  un  .  l  on  connoU 
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deux  angles  plans  ^  et  4  t  aînsi  que  l^angle  dièdre  com- 
pris #.  Appliquons  ici  la  formule  (2)  de  la  Trigonométrie 
sphérique  (  Sgo  )  ;  faisons  c  =  (jKx  ) ,  C  c^  a  ,  «  =  + 
et  3  =  ç  :  nous  aurons 

cos  (x^x)  =cos  4  cos  ^  -|-  sin  4  ^^  ^  ^^  '* 

11  est  clair  que  ponr  Tangle  xÀy  ,  il  suffit  de  changer 
ici  9  en  loo*  ^  p  :  dt  m^rae,  on  mettra  100**  +  ^ 
pour  4  »  et  on  aura  j^/^«'  ;  enfin  ,  en  faisant  cette  double 
substitution,  on  auraj^.^',  ce   qui  donnera 

cos  Çyx)  =  -—  cos  4  sin  ^  +  sin  4  cos  9  cos  I 

cos  (x'^)  =  -*  SÎB  4  ^^^  ^  +  c^^  ^  ^^^  ^  ^^^  ^ 
cos  (y y)  =       sin  4  sîn  9  -f>  cosç  cos  4  <^ûs  tf. 

Considérons  Tangle  trièdre  z'ACx  ;   l'axe  vrfr'   fait  avec 

jiC  un  angle   dfoit  (a66)  9   et  avec  le  plan  xAy  Tangle 

100®  —  I ,   en  supposant  ce  plan  situé  au-dessus  de  celui 

des  x'y.   Faisons   donc  dans    la   formule   a ,   n*.   690  » 

<?=  (z'ar),   Cz=:  100*  —  I,  fl  =  100*,   ^  =  4  î  "ous 

aurons 

cos  (r'x)  =  sin  4  *'**  • 

d'où cos  (  z'y  )  =  cos  4  sin  I , 

en  augmentant  4  ^^  100*.  £nfm ,  Tangle  zAC  étant 
aussi  droit,  et  Tangle  dièdre  zACvf  =  100*  +  '>  U 
pyramide  zACx'  donne 

cos  (x'z)  =  —  sin  9  sin  I 

d'oîi cos  Çyz')  =  •—  cos  9  sin  I 

enfin cos  (^z'z)  =       cos  I, 

on  a  ainsi  les  valeurs  des  neuf  coeflîciens  des  équations  A. 
Les  conditions  i*.  et  a*,  n*.  Gaa,  sont  remplies  d'elles»* 
mêmes  par  ces  valeurs ,  ainsi  qu'on  peat  s'en  assarer. 


Intersections  planes.  zo^ 

5.  Des  Intersections  planes.  . 

€24*  Lorsque  rintersection  èe  deox  surfaces  est  une 
courbe  plane,  il  est  plus  commode,  pour  en  connoitre 
les  propriétés  ,  de  la  rapporter  à  des  coordonnées  prises 
dans  ce  plan  y^Ax*  :  il  sera  déterminé  par  Tangle  ^  qu'il  ^7' 
forme  avec  le  plan  xy  ,  et  par  Tangle  ^  que  fait  avec  Ax 
rintersection  Ax*  de  ces  plans  ;  nous  prendrons  celte 
ligne  Ax'  pour  axe  des  x'  î  la  perpendiculaire  Ay*  , 
menée  sur  Aoc/  dans  le  plan  coupant  sera  Taxe  des^. 
'  Comme  il  s'agit  d'avoir  en  xfy*  l'équation  de  la  courbe 
d'intersection  des  surfaces  ,  il  est  clair  qu'après  avoir 
fait  la  transformation  de  coordonnées  {A)  ,  pour  rap- 
porter l'une  de  ces  surfaces  aux  axes  x'y*z^  ,  il  suffira 
de  faire  ensuite  z'  ==  o ,  et  on  aura  son  intersection  avec 
le  plan  x'yiy.  Il  est  préférable ,  dans  un  cas  aussi 
simple    de   faire  z'  z=-  o  dans  les  équations  (A) ,  et  de 

chercher  directement  les  cosinus   de  (jc'jp),   (^«) 

Dans  l'angle  IntAr^  y  Ax' x ,  on  connoit  les  angles  plans 
tf  =  (p,  &  =  100^  ,  et  l'angle  dièdre  compris  C  =  I  :  donc 
l'équation  (a)  du  n®.  $90  devient 

ços  {y'x)  =  sin  f  cos  h ,    d'où  cos  {y y)  =  —  cos  ^  cos  I, 

en  changeant  9  en  100^  —  9,  et  I  en  aoo® —  I.  De  plus 

x'x  =  9  ,  cos  ( x'y  )  =  sin  9  ,   x'z  =  loo*. 

-     # 

£nfm  le  plan  y*Ax' ,  qu'on  suppose  élevé  au-dessus  de 
celui  ay  ^  fait  avec  l'axe  Az  l'angle  (y'z)  =  100®  —  9^ 
Ainsi  les  équations  {A)  donnent 

X  =  a/  cos  9  +^  sin  9  cos  9  \ 

y  -zzzx^  sin  9  — ^'  cos  9  cos  ^   >  .  .  .      (B^ 

z:=^y'  sin^  ) 
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i8.  625.  Prenons  le  cône  oblique  pour  exemple  :  en  pla- 
çant le  sommet  A  à  Torigiue ,  et  le  cercle  de  la  base 
ICD  parallèle  au  plan  x^ ,  le  centre  C  ayant  pour  coor- 
données a  b  g  \  enfin  le  rayon  CI  =s  r;  Fëqu&tipn  de 
cette  surface  est  (608») 

(az  —  gxY  +  {bz  —  gyy  =  t*z\ 

Pour  obtenir  toutes  les  sections  de  ce  cône  par  un  plan  , 
transportons  Torigine  en  un  point  («,  /S,  y }  du  plan  xz^ 
puis  prenons  le  plan  coupant ,  tel  que  sa  trace  sur  le 
plan  xy  soit  Taxe  même  des  y,  11  résulte  de  cette  dis- 
position que  f  I*.  en  faisant  varier  a  b  g  r„.  notre  calcul 
donnera  toutes  les  sections  coniques  possibles  ;  2*.  il 
faudra  dans  nos  équations  B  faire  ^=100%   d^oà 

e  étant  le  cosinus  et  s  le  sinus  de  ^.  On  trouvera  pour 
Péquation  de  l'intersection ,  et  faisant  a*  +  3*  —  r*  =  A  , 

ainsi  il  sera  facile  de  discuter  cette  équation  (4^3)^  et 
de  reconnoitre  que  les  intersections  sont  Us  mêmes  qu^ 
dans  le  cône  droit. 

Si  on  veut  obtenir  un  cercle,  il  faut  que  les  cocfGciens 
(443)  de  x'^  etj^^  soient  égaux  ,  et  que  celui  de  x'y*  soit 
nul  ;  d'où 

sbg  =0     {k  —  ^')5*  =z=  2.  agcs 

s  :=  o  satisfait  à  ces  deux  équations;  ainsi  tous  les  plans 
parallèles  à  la  base  donnent  des  cercles  ;  «mais  ils  ne 
jouissent  pas   seuls  de   cette .  propriété.   En   effet ,    on   a 

— 1^=  j- — ^ —  j  ce  qui  exige  que  la  première  équation  donne 


8 


zag        ^ 


b  ==  o  i  donc  tanff  ê  :=. .   D'une  part  3  =  o 

0         a»  — r*~^»  ^ 
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indique  que  le  plan  xz ,  auquel  le  plan  coupant  est  per-    i8. 
pendiculaire ,   Test   lui-même  à  la   base  du    cône ,    qu^il 
coupe  suivant  le   triangle  jilD  :  de  l'autre 

_       6         o_      & 

GD         â  +r 


,  tang  B  :^ 


en  faisant  Tangle  jIIG  ^r=  B.  Menons  IL  qui  fasse  Tanglc 
j^IL  z=z  IDA  =  D  ;  soit  Pangle  ILx  =^  L  ,  nous  aurons 

tang  i  =  U„g  (B -+.  Z))  =  ifî^5±!îîïft^  = -ii^«- , 
^  &v     ^     y       i-tangiïUn«Z>       a^^r^^g^^ 


giïtangZ) 

ainsi»  Z  =r-r  | ,  ce  qui  signifie  que  le  plan  perpendicu- 
laire au  triangle  lÀD  mFné  suivant  IL  et  tous  ceu^e 
qui  lui  sont  parallèles  coupent  Iç  cône  suivant  des  cercles. 
Obsc  ce  qn^on  iMnm'e  Aes  Sêciùms  sous^^ontraires. 

Le  cylindre  droit  qui  a  pour  axe  celui  des  z,  et  fi 
pour  rayon  de  sa  base  ^  a  pour  équation  (602) ,  • .  •  »  • 
x^  +y  -:—  R^  '  les  équations  B  donnent  pour  celle  de 
rinterscction  par  un.  plan  quelconque  xf^^y*^  c's=it*^ 
celte  5ection  est  tlonc  une  ellipse  :  elle  devient  un  cercle 
lorsque  c  =  1  ;  alors  le  plan  est  perpendiculaire  à  Taxe. 
iComme  Vcquation  est  Indépendante  de  ^ ,  on  voit  que 
tous  les  plans  qui  font  le  mémo  »ngle  avec  Taxe  dm 
'cylindre  ,  donnent  la  lorme  courbe. 


i*^' 


â<»8  Calcul  Bip^iREMTtSL. 

traira  le  2*.  de  la  suivante ,   et  la  sommé  sera  ■ 

h 

ou  71  X   (  — 7 —  )  '   *  cause  de  6  =  nh»  La  quantité 

* — ; —  est  le  rapport  de  raccrolssement  de  la   fonction 
b 

\  ^elui  de  la  variable  x ,    lorsqu'on  la  suppose  =  0  et 

==  a  -|-  ^  ;   clic  est  indépendante  de  A  ;  et  comme  eUe  est 

la  71'.  partie  de  la  somme  de  nos  n  fractions  ,  elle  doit 

f tM  comprise   entfe  celles-ci ,   puisque  les  unes  doivent 

ctre  >  ,  et  les  autres  <  — 7 —  ,  pour  que   leur   somme 

m 

soit  71  fois   cette  dernière  quantité. 

Il  suit   de  là    que ,  A  a  et   b  demeurant  constans ,   si 
on    fait  varier  x   depuis  a  jusqu'à  a  -\'   b  ^    en   passant 

Y— Y 

par   toutes  les  valeurs  intermédiaires ,   ""rr^  devra  ,    en 

vertu  de  la  loi  de   continuité  qu'on  suppose  exister  dans 

A     >A 

la  fonction  y  j  prendre   toutes  les  valeurs  depuis 

B  —  Jnl. 
jusqu'à  "   '   ;    cela  se  voit  par  un  raisonnement 

analogue  à  celui   du  n*.  49^-   H  y  ^  donc  une  valeur  de 

X  qm  rend 


Y^y      B  —  A 


Prenons  une  autre  quantité  c  ^^,   et  commensurable 

3         71  .     ,  Y — y 

avec  6  ,  ou  — ss — ^  h  «era  la  4»*.  partie  4e  ^  et  — j-^ 
cm  h 

pourra  devenir  aussi  =  ■   ^   par  une  ivaleur  de  ai 

entre  a  tt  a  •{-  c^  C  étant  la  valeur  de  y  qui'  répond  i 
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Les  diverses  valeurs  de  ■  y  depuis  x  s=  a  jusqu'à 

db  =  a  •(-  ^  s'écartent  les  unes  des  autres  dans  de  cer- 
taines limites  qui  dépendent  de  la  grandeur  de  b  ;  mais 
on  a  pu  prendre  d'abord  h  assez  petit,  et  par  con- 
séquent l'arbitraire  n  assez  grande,    pour  que  h  reste  le 

même    pendant   que  6   et  n  décroîtront  :    en  sorte  que 

^ jl 

la  !»•.  fraction  — ^-r^ —  fefcra  encore  la  même  ;  mais  la  der- 

h 

nière  sera  comprise  dans   l'étendue  des  valeurs    précé- 

Y—Y 

dentés  de  — r-^  :   on  pourra  donc  rendre  cette  étendue 

h 

.    .,^  .  B  —  A       C-^A 

indéfiniment  petite  sans  que  — r —  ^  '  cessent 

d'y  être  compris,  3  et  r  diminuant  sans  cesse,    quoique 

conservant  le  même  rapport  arbitraire. 

Pour  mieux  faire  concevoir  ce  raisonnement ,  essayons 

de   le  peindre  aux  yeux.  Construisons  la  courbe  CEGI   2* 

Y— y 
qui  a  pour  ordonnée  z  =  ■         ■ ,    h  ayant  une  valeur  dé- 

A 

I^— r 

tennidée ,  — ^-^  est  une  fonction  dé  x  qui  n'est  ni  in- 
finie ni  interrompue  depuis  x  =  AK  s=  a ,  jusqu'à 
X  =  Aie  =  fl  -f  ^-  ^^  c^  ^'^'  seront  les  valeurs  de 
nos  fractions  extrêmes  précédentes  ;  GF  la  plus  grande 
et  IK  la  plus  petite  ordonnée  entre  lesquelles 

— -_    et   "  sont  compris.  Mab  si  3  et  c  décrois- 

Q  c 

àent ,  h  restant  le  même,  la  courbe  et  la  i^.  ordonnée  JSÈl 
ne  changeront  pas  ;  seulement  la  dernière  K'N^  se  trans- 
portera  plus    près    de  NK  ,  tel   qu'en  PM.   Si   donc  h 

A  été  pris  très-petit  — j — ^  seront  intermédiaires 

»•  i4       . 


:&io  Calcul  différbutiel. 

entre  deux  ordonnées  NK'ti  GF aussi  voisines  qu'on  Toudra. 

On  voit  donc  qu'on  peut  regarder  chacune  de  ces 
quantités  comme  b  somme  de  deux  autres,  Tune  qui 
décroît  indéfiniment  avec  b  ti  c,  l'autre  qui  en  est  in- 
dépendante. Soit   p    cette    dernière ,    qui   est    fonction 

de  a  seul ,  on  a  ^— ^ —  =  p  -{-  « ,  «  devenant  indéfi- 

ni  ment  petit  avec  b.  U  ne  peut  d'ailleurs  y  avoir  une 
autre  fonction  ^  de  a  qui  remplisse  la  même  condition 

que  p  ;  car  si  on  pouvoit    avoir  aussi         ,       ==  ^  +  /8| 

on  auroit  /i  -|-  «  =  ^  -f"  /^  9   ^^^^  p  =  ç^  a:=  fi  C'^?)* 
Concluons  de  là  que  ,  si  aucune  valeur  depuis  x  jusqu'à 

X  -|-  A  ne  rend  /x  infinie  ,  le  rapport ^  sera   corn- 

h 

posé  d'une  fonction  m  de  x  ti  hy  qui  décroît  indéfini- 
ment avec  h  «  et  d'une  fonction  de  x  seul ,  que  nous 
désignerons  par  jr^,  et  que  nous  nommerons  le  C0€j[fuient 
différentiel ,  ou  avec  Lagrange  la  Dérivée  de  /x.  Ainsi 

— =^=y+-,    d'où  r=jr+yA  + «A, 
et  comme  y  est  le  terme  vers  lequel  tend  sans   cesse 

r—y 

•^  9  on  voit  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport 

de  V accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  yariable. 

627.  Puisque  nous  pouvons  prendre  h  assez  petit  et 
n  assez  grand  pour  que  nos  fractions  soient  aussi  voisines 
qu'on  vojudra  ,  et  qu'elles  sont  les  valeurs  de  j^  4~  *  9 
on  voit  que  m  pourra  être  rendu  aussi  petit  qu'on  vou- 
dra. Chacune  de  ces  fractions  aura  donc  le  même  signe 
que  y  y  qui  sera  celui  de  leur  somme  |  et  par  consé- 
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B  —  A 
,    quent  de  — rr — .  Donc  si  y  z={xne  devient  pas  infini  de 

x=  a  ^  X  =r  a  -f-  b,  tff  il  y'  conserve  le  même  signe ^  ce  sera 
celui  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  Jonction  à  celui  ^ 
la  variable. 

6ad.  La  manière  dont  la  dérivée  y'  est  composée  en. 
X  dépend  de  la  proposée  jr  dont  elle  porte  Fempreinte. 
11  faat  dans  chaque  cas  particulier  savoir  trouver  cette 
dérivée  et  la  règle  qu'il  faut  observer  pour  cela  suit  de 
sa  définition.  On  changera  x  en  x  ^  h  dans  la  Jonction 
proposée  fx ,  puis  on  exécutera  les  calculs  nécessaires  pour 
mettre  en  évidence  le  terme  ajjecté  de  h'  dans  la  Jonc^ 
tion  'pariée  Y  =  f  (x  +  h)  ;  la  dérivée  cherchée  y  sera 
le  coe^ffident  de  ce  terme.  En  eflel  |  Y  étant  mis  sous 
la  forme  y  -|*  '^  +  «*  ^  9  oii  «  est  supposé  indéfini* 

Y  —Y 

ment  petit  avec  h^  on  aura  — — ^  &=  ^  -j-   a^    d'où 

■  A=y. 

Cest  aiaM  qu'on  trouvera  1 1  %x  ^  3«*|  4^---'pouc' 
dérivées  de  «,  jp%  jr^,  x^.,.  Mais   comme    ce  procédé 
seroit  très-pénible ,  il  convient  d'avoir  des  règles  qui  dis- 
pensent d'y  recourir  :   nous  allons  nous  occuper  de  U 
recherche  de  ces  règles. 

a.  Dijfférentiation  des  Fonctions  algébriques. 

Gag.  Soit  j^=  ><  -f-  Bu^^  Ct.„  A  B  C.  étant  des 
constantes ,  u  t.„  des  fonctions  de  x.  Pour  obtenir  la  dé- 
rivée ,  appliquons  la  .règle  générale.  En  mettant  j;  4*  A 
ponrx,  À  ne  changera  pas,  £11  deviendra  £  (u^u'h  -f-  «  h)^ 
Ct  sera  changé  en  C  (/  -f'  ^'&  +  fit^ )  «  aîn^î^  on  apra 

où       y  =  Bu'  —  €t\.. 


!»..> 


i»i  tALCUl  DIFFiRENTIKÊ. 

Ainsi' la  demie  d'une  fonction  qui  a  plusieurs  termes  est 
la  sonime  de  celle  de  chaque  terme ,  auquel  on  consens 
ëon  signe  et  son  coefficient.  Lés  termes  constans  ont  giro 
pour  dérivée. 

Ainsi  jr  =  a*  —  x»  donne  ^'  =  —  a  «. 
^i=i-f.4ar»— 5«— .3*3  doniiey  =  8x— 5  — 9««. 

S3o.  Soit  yt=.ta^utl  t  étant  toujours  des  fonctions 
de  «..  Mettons  x  -{*  h  pour  x ,  il  viendra 

s=  w^  +  («'/  -f  i/^  )  A  + 

JDonc      y'T=:uft+  ut'. 

De  même,  soit  ^  &=  u/^,  en  faisant  /«^  &=  r ,  on  é 
y^=iuz\z  étant  une  fonction  de  x.  On  trouve ,  d'apris 
ce  qu^on  vient  de  voir, 

y  =  «tt'  4.  aie'  et  je'  t=  //  -f-  vt'. 
Donc        ^  =  tvuf  -|-  ft//  +  wj'l'. 

Ainsi  là  dérivée  du  produit  de  plusieurs  Jonctions  de  % 
est  la  somme  de  celles  qu'on  obtient  en  regardant  tour- 
à-^our  chacune  é^ elles  comme  seule  varicAle.  Il  seroit 
en  effet  facile  d'étendre  notre  démonstration  à  4i5. . .  • 
facteurs.  Au  reste,  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  (64gti*0* 

^  s=  (a  +  x)  (a  — x)  a  pour  dérivée  (a  —  ^)  *" (^  +  *)» 
puisque  -|-  i  ^t  ^—  i  sont  les  dérivées  des  facteurs  :  ainsi 
^  =  — -  2x ,  comme  on  l'a  vu  ci*-des8us. 

^  ==  (a  4*  ^*  )  *^  donne  y  :==  ba^  -|-3x'(tf-f-  te), 
parce  que  ^  et  3  x'  sont  les  dérivées  de  a  -f^  te  et  x^. 

63 1.  X  et  XI  étant  des  fonctions  identiques  de  x,  leurs 
dérivées  st'  et  u*  le  seront  aussi  ;  car ,  puisque  l'équa-* 
tioa  X  :=  Il  subsiste  quel  que  soit  x,  changeons  x  en  x  -{*  &^ 
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nous  aurons  z  +  z'h  +  «^  s=  «  -f-  n'A  ^  fih^  d'où 
s'  +  «=c=  m'  4-  ^  et  z'  =  w'  (167 ).  11  est  clair  que  les 
dérivées  de  je'  et  ei'  seront  aussi  identiques  |^  ce  c^u^oq 
exprime  par  «'■^  =  u^  :  et  ainsi  de  snite^ 


u 


63a.  Diaprés  cela  y  soit  ^  =  — »  ^  on  en  tire  ^t  =  u^ 

et  prenant  les  dérivées,  yf  -|-^/=:i/  ,  puisque^/,  et  u 
sont  des  fonctions  identiques  de  jp  ;  on  en  tire 

^  —  fy         ,        i/t  —  ui' 

y'  ss  ■  ''■  ou  y'  =       ■ 

en  remettant  —  pour  y.  G)ncluons  de  là  que  la  dérivée 

d*une  fraction  est  égale  à  celle,  du  numérateur;  moins 
le  produit  de  celle  du  dénominateur  par  la  fraction  même  ^ 
le  toui  dinsé  par  le  dénominateur: 

Ou  au  dénominateur  multipUé  par  la  dirigée  du  nu- 
mirateurj  moins  le  numérateur  multiplié  par  la  dérivéa 
du  dénominateur^  le  toui  divisé  par  U  carré',  d^  déno^ 
minateur. 

On  pourroît  aussi  tirer  cette  règle  de  ce  que.  .  •  • 

u  '-4-  u'h  -^  ah 

Y  =5= 7; — ■ — ;-  ;  car  les  deux  i«".  termes  du  quo- 

u  tU^^^Ut*;  ,  • 

tient  sont  —  «4-  — — —  A. 

Si    le  numérateur  u  est  constant,  alors    il   suiBl  de 
faire  11^  =  0  dans  notre  résultat,  et  on  trouve 

y'  '=1'^^  — ^  ;  ainsi  la  dérivée  ff une  fraction  dont  le  numé-» 

rateur  9st  cfinstantj  est ,  en  ii^pe  contraire^  le  pràdmt 
de  la  ^ériyée  du  dénominateur ,  par  la  fraction  proposée 
dont  on  a  $arré  le  dénominateur. 


3l4  C^hCVh  PIFF^RKIfTlEl. 

Sok   r   =  — ;  on  a  y  = ) ^- 

j^  = donne  ^  =  --j .   Enfin  j^  =  «r — ^ donne 

_  (3— ax)»x— (tf+^3j?^)(— fl)_  (3— a?)  ^  +aii 
^~  (3— ax)*  ~        (3  — «y 

633.  Supposons  qu'en  représentant  par  z  un  assem^ 
blâge  de  termes  tn  x  ^  la  fonction  y  =  yà?  devienne 
plus  simple  et  composée  en  z  seul ,  en  sorte  que  z  =  /!v 
change  la  fonction  proposée  en  ^  =  fr;  voyons  com- 
ment on  peut  obtenir  la  dérivée  de  Jx  i  en  employant 
seulement  Fx  et  ^z.  Mais  nous  avons  plusieurs  quan- 
tités variables ,  et  notre  notation  ne  snf&t  plus  à  notre 
objet,  puisque  j^  ne  dislingueroit  pas  la  dérivée  àtyi=zfx^ 
de  celle  de  ^==:9r.  La  dérivée  dej"  s'écrit  aussi  Ay  \  et 
comme   celle  de  x  est  =  i ,  nous  désignerons  celle  de 

y  =^  par  ^  y  le  diviseur  dxqui  est  =  i,  indiquera  que 

dans  le  éakol  la  vanûble  principale  est  x.  De  même ,  s'il 

s'agit  de  jrs=:  ^r,  et  qu'on  veuille  regarder  z  comme 

,  dr       . 

variable   principale  sans    avoir   égard  à  x  ,    -^  désignera 

la  dérivée,  parce  que  dr  =  x.  On  appelle'  aïors  Ay  la 
différentielle  de  j^ ,  expression  synonyme  de  dérivée  ,  et 
qui   n'en  diffère  que  par   la  notation  qu'elle  exige. 

Supposons  dènc  qu'on  change  r  en  r  4*  ^i 

Ay 
y:=fffz  deviendra  Y^szy  -|-  -ji-ft  -f-  uki 

mais  h  natnre  de  la  question,  érige  que  cet  àcdrôisse^ 
ment  k  ne  soit  pas  '  arbitraire ,  et  qu'il  résulte  de  celai 
que  X  a  reçu.  En  mettant  x*\-'  h  pour  x 
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'       zénFx  deviendra  Z=r-|-7— A-f/SA; 

QX 

àz 
en  «orte  que  i=sZ— r  =  ^A  4*   i^^*   Substituons 

pour  k  cette  valeur,  nous  aurons 

le  second  membre  (^)  est  le  produit  des  dérivées  de  <pr 
et  Fx  prises  Tune  relativement  à  z ,  Pautre  à  x.  Donc 
la  iiriviê  d'une  fonction  de  z^  lorsque  z  est  elle-même 
une  Jonction. de  x,  est  le  produit  des  dérivées  de  ces  deux 
fonctions. 

Soity  a  (a  -f-  ^^)*9  ^n  faisant  r  c=ii 4-  ^^  «  ^^^  z'  =ibf 
on  a  ^  s=:  r* ,  donc  -p  =  a«  et 

^  =  a*x  *=:a*(a  +  *«).  De  même  j  as --— 
a  pour  dàivée  (63a) 

.       ii  —  xy.b  —  (,a  +  bx){(i  —  xY]' 

Or,  pour  avoir  la  dérivée  de  (  i  —  xY,  on  fera  x  — «=*, 
et  on  aura  je*,  d^oÙ3r^  =  |  (i  —  x)*}'  =  — a(i  —  x): 


(*)  n  &nt  remarquer  que  dans  Tuxie  de  cet  fractâoof  ds  stt  =:  i, 
et  dèttfpBe  en  outre  que  k  dérivée  de  jr  tet  priàe  pet  rapport  à  a 
•eul  :  dans  Pautie  qui  repréteme  ]a  dérivée  de  a  par  rapport  à  x,  cW 
dx  qui  ert  Tunilé.  On  ne  peut  donc  aupprimer  da  aoua  prétexte  que 
Qfltte.difienntÎÉUe  leroil  muJtiplioaleur  et  diriteor. 


diS  Calcul  DiFFiRENTiiL. 

bx  4-  2  41 4-  3 
qoncj^'  =  -- -— .   En  général,  lorsque  U  valeur 

qu^on   doit   égaler   à    z  n^est    pas    très-complîquée ,    on 
peat  faire  le  calcul  sans  l'introduction  de  cette  fonction. 

C'est  ainsi  qu'on  trouve   de  suite  que  ,    pour 

^=  (a  — ax  -{-  x^y^y  =3(a— 2a;+  x')'(3«' — 2). 

634-  Lorsque  la  fonction  proposée  ^  =  Jiç ,  est  telle 
que  z  =  Fx ,  laisse  x  dans  la  fonction ,  il  faut  en* 
core  égaler  à  u  un  autre  grouppe  de  termes  en  j; ,  en  sorte 
que  u  =  4^9  donne  y  =9(2,  u).  Comme  cette 
dernière  équation  est  bien  plus  simple  que  y  =S7  Jx , 
nous  allons  de  même  chercher  la  dérivée  de  celle-ci 
par  le  secours  de  l'autre. 

Il  s'agit  pour  cela  de  changer  x  en  x  -{-  hj  c%  qui 
entraînera  pour  r  et  u  les  accroissemens 

^^     IL    I        IL       •         *"" 
-r—  .  n  -t-  a/1 9  l  E=:  -r— 

dx  dx 


k  =  -r— .  A  +  a^  9  ï  =  ^-  .  A  -J-  /SA  ; 


pub  de  substituer  z  4-  k  pour  z,  et  ii  4*  '  pour  u ,  dans 
la  fonction  composée  y  t=z<^  (jt,  u).  Or,  cette  partie  de 
notre  calcul  seroit  visiblement  la  même  ,  si  r  et  u  au 
lieu  d'être  des  fonctions  de  x ,  étoien^  des  variables  in- 
dépendantes ;  nous  pouvons  donc  les  regarder  comme  telles 
pour  un  çioment  ;  nous  changerons  d'abord  u  en  u  -{-  t , 
sans  changer  z  ;  puis  dans  le  résultat  nous  mettrons  z  ^  h 
pour  z ,  sans  faire  varier  1/. 

Mab  en  mettant  u  4*  '  P^^''  ^9  f  C^t  ^)  "^  ^^U 
être  regardé  que  comme  contenant  u  et  des  constantes, 
au  nombre  desquelles  z  est;  ainsi  y  =  9  («,  u)  de— 
viendra 

Il  faut  donc  changer  dans  cette  expression  z  en  f  4*  !(• 
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Prenons  d'abord  le  i**.  terme  y;  on  doit  y  regarder  s 

comme  seule  variable ,   en  sorte   que  y  devient ,  « 

dy  _  dy 

y  4*  -T-  k  +  i'k.  Le  a*,  terme  -f^  i  est  aussi  une  fono 
as  du 

tion  oii  g  seule  varie;  ainsi  ep  changeant  z  en  r-f-A:, 

dr 
le  premier  terme  sera  -^^i*  On  voit  donc  qu'en  se  bor^ 

nant  aux  term^  dont  le  coe£Ecient  ne  dépend  pas  de  i 
•t  kf  on  a 

mais  les  accroissemens  k  et  /  ont  des  valeurs  connues  qui 
dépendent  de  celui  que  çc  a  reçu.  En  substituant  il  vient 

on  remarque  que  les  termes  oii  i  et  k  ont  plus  d'une  di-r 
mensîon  en  produisent  qui  sont  étrangers  à  la  dérivée 
qu'on  cherche,  et  contenus  dans  th.  Donc 

^=  !^    If  +  ^    iîf 

dx        dr  *  dx        du     dx 

le  i".  terme  est  la  dérivée  par  rapport  \  z  seul,  et  le  a*,  est 
celle   relative  à  u  seul.  Donc  ,  la  déniée  d'une  Jonction 
composée  de   différentes  fonctions  particulières  ,   sera  Iq 
somme  des  dérivées  relattpes  à  chacune  de  cellesH^i  consi- 
dérées  séparément  et  indépendamment  l'une  de  Vautre*  On 
pourra  en  efliit  raisonner  de  même  pour.  •••••• 

yz=z^(ZjU^  t..,)yzut...   étant  des  fonctions  de  x. 
Les  règles  (63o  et  63i)  sont  des  cas  particuliers  de  celle-ci» 

(t  —  x*V  — (3  — ax)  a: 
Four  ^  =  1 l^-L. , 


a26  CALCUt  DIFFÉRENTIEL. 

Donc  (633)  celle  de  z*  est  mz**""»  r'.  Ainsi  la  dirivie  i'una 
Jonction  élevée  à  une  puissahce  se  trompe  en  multipliant  la 

dérivée  de  cette  fonction  par  son  '  exposant ,  et  par  cetim 
fonction  a^ec  une  puissance  moindre  d'une  imité. 

5oii  y  =  —  =  axr*^ ,  on  a  r^  =  — ---. 

^  =  x'  (fl  -4"  ^**)  devient^  î=  «^r  eii  faisant.  ••••..  «1 
«r  =  a  -f-  ^x*  :  la  règle  des  produits  donne 

y  =  Sx*  z  -{^  a^  z'  ouy  =  x*  (3û  +  5  bx*)* 

636.  Les  dérivées  des  fonctions  radicales  se  tirf^nt  de  U^ 

soityar:  ^ zrs.3^  ^  on  a  j/s=r  —  z^'^'jt'^ss 


m 


-m— I 


Gomme  les  radicaux  du  a®,  degré  se  rencontrent  plus 
souvent ,  il  est  bon  d'avoir  une  règle  qui  dispensé  alors 
de  recourir  à  la  puissance  \\  m  =:  a  donne  y  =  ^z  et 


z' 


y's — .   Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  affectée  Swm^ 

2,  ^  Z    . 

radical  carré  est  le  quotient  de  la  dérivée  de  cette  fonc^ 
tionj  divisée  par  le  double  du  radical. 

637.  Ces  règles  suffisent  pour  trouver  la  dérivée  de 
toute  fonction  algébrique ,  sans  avoir  recours  à  la  substi-- 
tution  de  x  +  ^î  ^^y  comme  il  convient  d'être  fort  exercé 
à  la  pratique  de  ces  calcub ,,  nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

i»,  y =\/  (a+^x*)*  en  faisant  z=fl+^jc*  devient j^zrjp*' 
d'où 

a*.  jrc=^a^,  donncys=j«*        = 


SiV«* 
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â*.  y^s^O'^'bJx donne  r^= — y- A . 

X  2,\/x        X» 

4*.  De  jr  z=r  {^a-^bx+ex^Y*  ^^  *""* 

S».  De^=(«c3-f.*)'  +  a^(a»  — «»)  x(«  — *),  oH 

2A' — 4x»-4-a*« 


lire  y  =±1600^*  (a*3  +  ^) -f 


V^  (a»— jc*) 


6^  r= j — _ . donne 

Si  on  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par 
^(a*-f-x*)-^x,  on  auroit  eu 

3.  Dérivées  des  Ordres  supérieurs  et  des  Equations. 

638.  Après  avoir  trouvé  la  dérivée  jr'  d'une  fonction  ^^ 
•n  peut  traiter  à  ton  tour  y  comme  c^Ue-ci.  La  dérivécf 
Àey*  se  nomme  du  second  ordre  ^  et  se  marque  j^'^ ,  ou 
ày  ;  celle  de  y  est  du  troisième  ordre ,  et  se  désigne 
par  j^,  on  A^y^  et  ainsi  de  Mite. 

Par  exemple ,  y=—    ^onne  j/  =  —  —  ,  jlf  =— y 
a. 3  ,  ^        .  3.3...»  • 

De  même  jr=x/x  donne  ^=7^  >  y^~'^^' 
1.3  ..      ^^i.3.5....  (an — 3) 

^       a'V«*  a".v/*^ 


:z22  'Calcul  différentiel. 

yz=zxr  àonnef'=mx^'^\jr^=m  (m— j)  jc*^,»«- 
j)r(«)=m  (m— i)  (m— a)  ••..  (m — /i+i)  x"— ". 

Lorsque  la  fonction  proposée  contient  plusieurs  fonc- 
tions variables  y  alors  les  dérivées  des  ordres  supérieurs 
relatives  à  cliacune  ,  les  autres  étant  regacdées  xomoie 
constantes,  se  désignent  comme  on  Ta  dit  (623)-  Ainsi 

d^y 
■    J\    indique  qn^on  prendra  la  dérivée  du  second  ordre 

de  y  relativement  à  r,  et  qu^-on  prendra  ensuite  celle 
du  résultat  par  rapport  à  v.  11  sera  d'ailleurs  démontré 
(663)  que  Tordre  qu^on  suit  dans  ces  divers  icalculs  peut 
être  quelconque  ^  sans  que^  le  résultat  soit  pour  cela  dif- 
férent ;  en  sorte  qu'on  pourroit  aussi  prendre  d'ahosd 
la  dérivée  de  y  par  rapport  à  u,  et  ensuite  deux  fois 
relativement  à  j?,  ou  d'abord  par  rapport  à  r,  puis  à 
u  et  ftnfîn  à  z, 

639.  Soit  une  équation  F  (x,j')=o  entre  deux  va- 
riables X  et  j  ;  H  scroit  aisé  d^obtenir  j^  si  on  la  résolvoit 
par  rapport  à  ^,  et  prenant  la  dérivée  de  jr=-fx  ;  mais  ce 
calcul  n'est  pas  toujours  praticable ,  et  on  doit  chercher  à 
obtenir  y'  sans  y  recourir.  6i  on  mettoit  /x  pour  y  dans 
jF(a:f^)  =  o,  cette  équation  devroit  former  une  fono- 
tion  z  dt  X  identiquement  nulle.  On  auroit  donc  (63 1) 

z'srio  j  r^=o, On  prendra  donc  la  dérivée  de 

«=:F  («,^)=50 ,  comme  si  y  représentoit  un  grouppe 
de  termes  en  a:.,  c'est-à-dire  en  suivant  la  règle  (634). 
On  aura 

àz      âz    ^  àz   .        dz. 

les  coefficiens  -r-  9  -;-  sont  des  fonctions  connues  de  x 

dx'    dy 
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et^,   qu'on  nomme  Dijfirmttielles  partielles^  On  tirera 
•kément  de  la  y*. 

Soit  y*4"**='*i  ^^  *  ;r=x*+j* — /*a=:o;    donc 

De  même  j?*+jr*— arxs=r*  donne  j^r'-j-x— r=o, 
d'où  y  =1=1. 

De  ^-|"^^'*!y — 4y'=^o,  on  tire 

64o.  Il  est  vrai  qae  ce  calcul  ne  donne  la  valeur  de 
y  qu'en  x  et  y^   et  non  pas  en  fonction  de  x  seul , 

comme  on  Tauroit   en  résolvant    par  rapport   à  y   Té- 

quation  proposée  F  (x,^)=o.  11  faudroit  donc  éliminer 
jr  entre  celle-ci  et  sa  dérivée.  Ce  calcul,  qui  est  rare- 

mtmt  ntile ,  a  l'inconvénient  de  conduire  à  une  équation 

où  y  n'est  pas  du  premier  degré  :  ainsi 

X 

j^*-|-«*=r*  donne  ys=> —  —  , 

substituant  y  il  vient  x*  (i+^'»)  =  /*^«, 

d'où  y^s:  «  comme  si  on  eût  pris  la  dérivée 

de  j  =  ±1  y^(r'*^ap*). 

£n  général ,  y  s'élève  an  degré  même  où  y  entre 
dans  F  (x,^)=o  ;  car  si  ^  a  n  valeurs  dans  y^=fx  , 
comme  le  calcul  qui  donne  la  dérivée  y  laisse  subsister 
les  radicaux  de^  (636),  y'  doit  avoir  aussi  n  valeurs. 

Si  donc^  n'entre  qu'au  premier  degré  dans  -.-  •\"jry'  ==^» 

cela  vient  de  ce  que  y  y  entre  et  comporte  ces  mêmes, 
radicaux  :  l'élimination  de  y  doit  donc  les  reproduire. 


ttii  Calcul  différsktikl; 

64i.  Dans  la  dérivée  de  F  («,j)=o,  y  et  y  sont 
des  fonctions  de  x  ^  d'où  il  suit  qu'en  substituant  ces 
fonctions , .  la  dérivée  deviendrait  identiquement  nulle  ; 
on  peut  donc  de  nouveau  chercher  la  dérivée  de  celle-ci , 
qui  est  celle  du  :&*.  ordre  de  F(x,y)=o\  on  suivra 
d'ailleurs  toujours  la  règle  (634)-  Par  la  même  raison  ^ 
on  peut  chercher  la  dérivée  du  3*. ,  4' ordre. 

dr      âz 
Reprenons  donc  ^ — [-  — y'=:o,  et,  remarquant  que 

d»r    .  d^z      ,   .    dr     -   .    d*z    ^. 


dy 
équation  du  x".  degré  enj-*,  qui  donnera  ^^/  ou  -j— > 

en  fonction  de  x^  y  tl  y.  Si  on  veut  éliminer  y\  on 
emploiera  la  dérivée  du  z*'.  ordre ,  et  si  on  veut  que 
y9  soit  exprimé  en  x  seul,  il  faudra  chasser  en  outre 
y  à  l'aide  de  F  {x^y)  =:  o  ;  mais  alors  le  degré  de  y'' 
pourra  s'éleven 

11  en  est  de  même  des  dérivées  des  ordres  supérieurs  : 

dy 
le  coefficient  de  y  y"  y"' est  toujours  j^. 

C'est  ainsi  que  «♦-f-aox^— o^'c=o 

donne  (  ao**— 3ûy*  )  y'  +  4*^  +  4^^=^ 

(  aux* — 3flj^*  )  ^^  +  I  ajc*  +  ^ay  +  Haxy'  -;— 6flj7*"= o , 
etc. 

64a.  Lorsqu'on  prend  la  dérivée  de  F  {x^y)r=zo,  il 
y  a  en  général  une  constante  qui  disparolt  ;  c^est  ainsi 
que  l'équation  x*+J^*='^  ^  ^^  dérivée  x-f-jy'sro 
indépendante  de  r,  et  exprime  une  propriété  commune 
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k  tout  les  cercles  dont  le  centre  est  à  rorigioe  (377)» 
Oti  élimineroit  d'ailleurs  toute  constante  qu'on  voudroit 
«ntre  noe  équatto)9  et  sa  ^ërivfSe  :  jr:=:^4-^  é^mtyz^af 
-qui  ne  contient  pas  b  ;  éliminons  a^b  xyeparoiU'a  |  ^t 
nous  aurons  y^^^b. 

Une  deonème  déri^adon  chust  noit  noniodle  ti>ns- 
la»t^  t  et  ainsi  de  ^uîie;  die  «ode  qu'on  peut ,  «n  pre- 
nant autant  de  idérinries  successâycs  qu'A  jr  a  de  cons-» 
tîntes  d^Qs  une  iqnatioù  proposée ,  les  'élimiiier  Aoutes  : 
le  résultat  exprime  une  picopriélé  de  .cette  équation,  qui 
^ub^te  quelles  que  soient  les  constantes.  y*=«— A^* 
donne  jy'rz:— fcr,  puis  jy^4-j^»= — A;  éliminons  k 

entre  ces  deux  dernières  équations,  nous   aurons i 

y'jr'=*(j^jr'^  +y*)  ^9  qui  est  dégagée  de  a  et  de  *. 

La  constante  c ,  qu'on  chasse  par  l'élimination ,  db-> 
paoMAroit  aussi  (  £39  )  ea  ûiant  la  «aleur  de  c  de  Té- 
quatioQ  pcoposée,  jct  prcpant  epsiiite  .la  dérivée  :  comme 
les  résultats  de  ces  .calcub  ioûcent  lâiM  i^oivakns,  et 
que  celui-ci  introduit  des  radû^ux,  lorsque  c  porte  des 
exposans ,  îl  s'eosuit  que  le  degré  de  y  doit  s'élever 
dans  l'équation  finale  qui  résulte  ,de  l'élimination  de  m 
entre  la  proposée  et  sa  dérivée.  Ainsi 

^— ar^-tp*'=^*  donpe  (y— ^)  ^-f'*=<'f 
mettant  jr  -{•  — -  pour  <  ina  la  premiire  )  «n  a 

643.  On  yçii  ^onc  que  toute  djériyée  de  Tordl^'e  n  de 
JP  (jr,j^)  =  o  ne  doit  contenir  ^C**)  qu^au  i*'.  degré;  et 
lorsqu'il  n^en  est  p^  9Însi,  réquatioa  ne  provient  pas 
d'une  dérivation  immédiate ,  mais  de  l'élimination  d'un« 
constante  .00  de  jr ,  ou/.....  entre  la  proposée  et  sa  dérivée, 
a.  x5 


xsB  Calcul  difi^érentiel. 

4«  Formule  de  Tayhn 

644.  Faisons  x+h:s:i  dans  l'équation  Y=jr+yh  +  mh , 
elle  deviendra 

P  désignant  la  fonction  de  t  et  x  qa'on  obtient  pour 
j^-4-4»,  quand  on  y  a  mis  £  —  x  pour  h.  Cette  équa- 
tion contient  deux  quantités  indépendantes  1  et-  x  ;  on 
peut  donc  en  prendre  les  dérivées  successives  par  rap- 
port à  X  seul  (63i)«  ïious  aurons 

o=y  +P'  (/—«)—  P  d'où  P  =^  y'  +  P'  (i—x) 

o  =y^  ^P^  {i—x)—:iP'  P'  ={y^  +{P^  (1— x) 

•  o—yii  4. pin i^i—x)—ZP^  pf  =iy"+^P^  {i—x) 

Q=y'^  +  P«^(t— a:)_4Pw  P^'^^^y^-j^^P^^^i—x) 

ctc P'  P^ sont  ici  les  dérivées  de  la   fonction 

de  X  et  i  représentée  par  P,  1  étant  constant.  Si  on 
dit  les  substitutions  successives  àt  P  P  pf on  a 

Ji=y+y  {i^x)+^{i-xy+^{i-x)*+... 
et  9  remettant  x+  h  pour  i , 
f(^x+h)=y+yh+^^+^  + ÇA) 

Cette  série  porte  le  nom  de  Taylor  qui  l'a  découverte  : 
elle  sert  à  développer  suivant  les  puissances  de  l'accrois- 
sement h  de  la  variable  x^  toute  fonction  de  x^j^h. 

Cette  démonstration  est  d'Ampère. 

Le  terme  général  résulte  du  calcul  mime  ;  il  est 

T:=i'^, {B) 

à 

Ce  développement  sera  celui  de  y  (x-|- A  )  1  pourvu  que 


./ 
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les  valeurs  attribuées  à  x  et  A  ne  rendent  pas  infinies 

dans  leur  intervalle  les  fonctions  jr  P  Jff  f Car 

alors  le  principe  dont  nous  sommes  partis  pourroit  ne 
plus  avoir  lieu  (6a6)  :  ce  sera  le  sujet  d^un  eiaroen 
particulier.  Mais  comme  il  n'y  a  que  des  valeurs  isolées 
de  X  et  A  qui  puissent  rendre  nos  fonctions  infinies  , 
il  est  visible  qne  si  on  donne  à  h  une  valeur  quelconque  y 
et  si  on  laisse  x  indéterminé,  la  série  de  Taylor  sera 
▼raie  ,  puisqu^il  n'y  a  que  des  valeurs  particulières  de  x 
qui  puissent  rendre  infinis  y  P y*  P....   Voy,  n».  fiSy, 

645.  Appliquons  ceci  à  des  exemples  : 

I.  Soîtj'  =:  — ,  on  a  (638)  abémenijr' jf. . .  ^•)  et 

X 

: — T      ^11+  -j"" ±-^2:t-  •• 


X'\'h         X  X*         X? 

En  multipliant  les   deux  membres  par  a,  on  auroit  Je 

développement  de  »  ■ .  :,  »    d'où   résulte    la   théorie    des 
*  *  x-^-h 

séries  récurrentes  k  échelle  simple  (S6t  ). 

IL  Soit  jrss^Xy  on  tirera  (638), ^j^'.*.  et  on  aura 

A        1     A»        .  1.3  5../a»-3      A» 


^(x+h)=^x+ 


^^x    a.4\/«*"'        a"^x**-'*    *a.3..jii 


x^  *-»  A*  A* 

III.  Pour  y  s=  ■      =  «  •-  —  y  on  trouve 

X  X 

*+A — "=  ~r-+v +  :?;*- 1?+- 

TV.  y  tsz  xT  donne  de  même  (638) 
(jT  +  Ar  =  «•  +  mxr-'h  4.  m. •JB— «A*  + . . . 

m  —  I    m  ^  a        m-^n-l-t 
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Voici  donc  une  dëmonstration  de  k  formule  de  Newton  y 
l'eiposant  m  ëtant  quelconque  négatif,  ou  fractionnaire  , 
ou  irrationnel  y  etc. 

646.  Il  suit  de  la  loi  des  dérivées  successives  obtenues 
dans  le  n*.  644  9  4^^  ^^  somme  S  des  termes  qui  suivent  le 
(  n  -{-  X  )* ,  qui  est  le  terme  général  7*,  est 

S=  —5 ,  ouPss:':^ -—. 

^•O»  •••12  i'-^  JP 

Ainsi,  pour  ^  =  ^x ,  on  a  P  =  ^-; ^ —  quise  ré* 

4uit  ik  P  =3  ■  y.   , — 7—  ,  d'où  on  lire 

Lorsqu'on  ne  pousse  le  développement  de  ^[x-{-h^ 
que  jusqu'au  3'.  terme  A* ,  n  ?=s  a  donne  pour  la  mmuom 
des  autres  termes 

~  Sx^x{^x  +  ^{x  +  h)}^' 

X*  —  it*  ^* 

De  même  pour  ^  ï=  ■  =  a?  —  — ,  on  a 

X  X 

P  — : «=1+— ; 

I  —  Jp  l« 

d'où  prenait  les  dérivées  relativement  &  x  seul , 

en  arrêtant  la  série  an  3^^  termei 
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5.  Des  ExpùnêfUiélks  et  Am  Logarithmes. 

647-  Chtrchoi^  la  dérivée  deyssa*,  La  règle  donné» 
(628)  conduit  4 

d'où a*s=  .+J:1  +  Î*: 

le  X"'.  membre  ne  dépend  que  dt  h  ^  ainsi  x  ne   doit 

pas  entrer  dans  — ^   d*Oùr^  n^ka*;  k  étant  une  cons^ 

tante  inco«iiué.  Oh  a  donc 

y  ^ké'^yi  =  k^a'jy^  =  k?a*y . . . jrC»)  ~  A^a', 
^t  la  formule  de  Tayior  dévient 

La  constante  A  est  une  fonction  de  a ,  pubque  si  k  étoit 
un  nombre ,  la  série  de  a*  resteroit  la  même  quel  que 
fût  «.  U  est  aisé  d'en  tirer ,  comme  n^.   S-jS , 

Loge  ^    ' 

tn  désignant  par  e  la  valeur  497x828...  de  a  qui  ré~ 
pond  à  Ar  ^  X.  Mous  avons  employé  le  signe  log.  pour 
désigner  les  logarithmes  népériens ,  conformément  il  la 
notation  établie  n*.  575.,  que  nous  conserverons  toujours 
par  la  suite* 

On  retrouve  ainsi  les  séries  ^  et  jB  du  n"*,  £75 ,   et 
•n  ^  y  s=i  a'hga.  La  dérivée  de  a*  est  a'.r'  log  a^ 
(  633)  ;  ainsi  la  dérivée  d'une  exponentielle  est  le  produit 
de  cette  mime  quantité ,  par  le  logarithme  népérien  dêi 
lA  base  et  par  la  dirige  de  Le:tposant., 
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y^=ié^*  donne       y  =  «"*.  mr' 

J  =  €ï'-H j'srrlI^^'.SIoga 

y  C3  a*/(«H*i) y  J5-.  a\/(*'+»> — ^^^^. 

648.  Prenons  maintenant  y  &=  Log  x  ;  nous  aurons 
Tz=z  Log  («  -f*  ^)  =^  Log  jc  •+-^''A  +  «A  ;  mais  en  fai- 
sant h  =:x£^  le  I*'.  membre  =  Log  x  -f*  Log  (i  4-  r)  1  donc 

L  (i  +z)=yxz  +  mxXftiy  =z—f 

X 

M  étant   une  constante  inconnue ,  pSirce    que  yx  doit 
être  indépendant  de  x.  Donc 

r  —      ^,,  r   —  ^  >  r ^»  •  •  . 

Transposant  Log  x,  et  faisant  h=  zx^il  vient 

Log(,H.r)=i»/(z-^+^....±Ç...). 

Af  dépend  de  la  base  des  logarithmes  qu'on  considère, 
puisque  sans  cela  ,  le  nombre  i  +  z  auroit  le  même 
logarithme  dans  tous  les  systèmes.  Or ,  la  base  est  telle 
que  iV  =  I ,  quand  log  (  1  +  r)  =  «  —  1  r«  +  ^r^...; 
d'où  Log  (i+x)  =Af  X  log(i+«):  ainsi  (i5a),  M 
est  le  Module  du  système  de  logarithmes  qui  est  em- 
ployé ici.  On  retrouve  donc  la  série  C ,  n^  676 ,  d'où 
résulte  la  composition  des  tables  de  logarithmes. 

Mz' 
La  dérivée  de  Log  z  est  de  même (633)  :  donc 

z 

la  dérivée  du  logarithme  d'une  fonction  est  le  produit  du 
module  par  la  dérivée  de  cette  fonction  ,   le   tout  divisé 
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par  la  fonction  (*),  S'il  est  <|uestioB  de  logarithmes 
népériens  ,  cette  règle  devient  plus  simple ,  parce  que 
le  module  est  i  (Syy). 

Voici  quelques  applications  de   la   règle  précédente  : 

jr  — log^y) ^onn«/  =  -^^-5 

jr  =  log(4P-) y=— j-=— 

^  =  log(x+  V/7+^) \...y^—J— 

649.  On  facilite  souvent  le  calcul  des  dérivations  par 
Tusage  fies  logarithmes  :  en  voici  divers  exemples. 

!••  Soit  jr  5=  utvz...  y 
on  en  tire  log  y  =  log  u  4*  log  ^-H  ^^g  ^  4"  ^^g  ir ,   et 

y^        uf       t^        y*         x' 

— =  —  -f" h  "^  +  —  •  •  •  î  multipliant  par  ^t  on 


(*)  Nous  aTOM  prélîM  tromrer  dliredemcnt  l«i  doix  rèiglcs  d«  U 
dérîTation  dei  «zpoaentMUei.ct  des  log^ritluiKt ^  mais  on  aiiroit  pm 
tirer  rane  de  Taouv.  Aimi  ^  s  a*   donne  j^'=s  a*. 2'  I09  a  1    d^oA 

»'=»— 4- — =— ^,  à  eanie  du|iiodiileJf:^T— "    (i53).Béci- 
a  .log«         jr     '  log«    ^      ' 

proquement  s=  log^  donne  s'  se  — ^,  et  a*  sj'^d^ 
}/  =  «y  log  a  =  a*  .a'  log  a.  Voytx  n<>.  655. 


\ 


pëctfiÊÈKAt  4faë  la  fè^ë  (63o)  s'étende  à  uii  fiottère  quel-. 
€<mqtftf  de  fattétfts. 

a*.y  =  «*  donne  logjf  =  /  logr,  îi-=— •+-f'log^:: 

donc^'  SES  r*  r [-  <'  log  ss  J. 

3*.    Jit  yrz^d*^  y    on    tire  bg  y  =  ^  log  a,,    çuiik; 
y'  Z=Z4f  1^3^  log  )•  Ipg   ^. 

t^.  y  ==  *•"  donne  log  j^  =  /»  Ibg  « ,  d'où 

Z.=  _^.(f«yiogr; 
puU    y  »  i* V  / J.  w'  log  t  Ibgz  -t-  îî—fHl . 

6.  Hes,  Fonctions  tirtuîéiris. 
656.  ^jSrthon^  la  dérivée  ity±:zAnx^  lé  layàh  étant k 

Or   il   a   été   prouvé  (Sy^)    que  sln  ^=  A  -f*  • *> 

C05 A=i 4^ im^ 4- ...Donc le  coefficient  dèAési^=cosx^ 

Dé  même  sî  ^  =±  côs  jf ,  o»  ii^ôti'^é  j^  sa  •*•  sin  A'. 

Donc  /a  dérivée  du  sinus  ^lOi  arc  est  son  cQsi/iUs ,  ce//» 
^  cosinus  est  le  sinus  pris  en  signe  contraire^ 

Pui^oiie  les  dérivées  successives  de  sin  x  sont  •.«••. 
éo^  JT^  -—  sin  X  ^  -^  cosdry  »  •  •  et  se  rèjirodntsent  tdiij<for& 
4aittg  \t  ihètttt  àritë^  «ftsttIsfHiiam  ftntt  k  ferftml^  d^< 
IfaPjrlOJé^   et  faisant 


On  troHve      sîn  («  4-  ^)  =  Ç  ^^^  x  +  Pcos « 

cos  (op  -J-  A)  =  Ç  cosa?  +  P  sîn  « 

En  ëlîroSnaiU  P  et  Ç , .  pub  mettant  dans  lenrs  valeurs 
celles  àa  skras  et  du  cosinus  de  «  4*  ^  «  *^  obtient 
sin  A  =r  P  et  cos  A  =  Ç.  On  arrive  ainsi  aax  séries  don- 
nées (579)  ;  de  là  résulte  le  rapport  t  du  diamètre  à  U. 
circonférence ,  et  la  formation  des  taUes  de  sinus. 

65 1.  Voici  plusieurs  applications  des  règles  ci-dessus. 

..  .  srn  -^       <|.  X      .  I  / 

!•.  Soit  y  =  — ,  d'où  y'  =  ■  =  sec"  x. 

•^        cosx  cos*« 

Donc  là  dérivée  de  là  Umgente  d'yn  arc  est  /<  carré  de  sa 
^canie,  y = tang  z ,   donne  y*  = 


a*,  j  ==  cot  r  doùûé  y  'ssl^^ 


cos*  z 
nn*j0 


3«.  Pttîsqtf éf  L^ -itXfîlLîa  =G6S|â;,  !à  dérivée  esi 

^-  7  sin  ^  jr  /ce  qu^on  peut  aisément  vérifier. 
En  général  jr  =  cos  mz  donne 

^«s-^iM'.siriiMi  et  jssskiite  donné y«;ssmje'<cos>ii«. 

4*'-  Bejrsb:çMlogai|  on  tire  jr^sa^"-        °^    . 

5f .  PooF^  sr  cof  j»"''"|  on  a  log  jr  =  ù^  x.  log  cos  x  , 
fnîs  f  c=s cos«^* Tcot i:.  log  cos  »—  ^"  ^\ 

6\  yg=.JL^donney=:^^"^^^  Mm  k  dMfé^ 
cosr  "^  cosjc 

<9  séc  JT  éét  ^  tdrig  i  %it  k. 

65â.  JusquMci  la  friable  prindpale  x  étoit  un  arc^ 
#t  n,èti9  avoQs  troiité  h  d<érhrée  iz  son  ritfus ,  cosinus^.  •  •: 
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mais  si  au  contraire  x  désigne  le  sinus  de  Tare  y ,   ce 
qu'on  écrit  ainsi 

y  =  arc  (sin  =  x)  ou   «  c=  sin  j^, 

alors  il  s^agit  de  trouver  la  dérivée  d'un  arc  dont  le  sinus 
est  variable.  Nous  aurons  pour  celle  de  l'équation  xsssiny^ 

it=y'  cosy,  à'oùy  = 


On  raisonnera  .  de  même   pour   avoir   ia    dérivée    de 
jrcs  arc  (  cos  =  x) ,  et  on  aura, 

jr  =  arc  (cos  =  ar) ,  j^  = -^^^^ — c= 


sinjr         ^(i  —  X*) 
On  auroit  aussi  pu  changer  ci-dessus  y  en  loo*  —  J^« 

Prenons  y  =r  arc  (tang  =  x  )  ;  et  puisque  x  est  la  tan- 
gente de  l'arc  j^,  ou  x  =tangy ,  en  prenant  la  dérivée, 

il  vient  i  =  — ^^^ ,   d'où  V  =  cos*  y  •  et  enfin 

cos'jr  '  -^  ^^ 


séc'jr  I  4-  X* 

Concluons  de  là  que  i<*.  la  dirige  d'un  arc  exprimé  par 
son  sinus  est  t unité  divisée  par  U  cosinus;  2®.  celle  de 
Varc  'exprimé  par  son  cosinus  est  moins  l'unité  divisée 
par  le  sinus ^^  i:  enfin  celle  de  l'arc  exprimé  par  sa 
tangente  est  l'unité  divisée  par  le  carré  de  la  séeante. 

Le  rayon  est  &=  i  ;  mab  s'il  étoit  =  r,  il  seroit  facile 
d'obtenir  les  dérivées  en  rendant  les  formules  homo- 
gènes (SaS).  Ainsi 

y  =:  Ung  z  ,  y  a=arc  (sin  =zz) ,  y  c=arc(tang5=ç) 
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7.  Changement  de  la  Variable  Indipendaniem 

653.  Lorsqu'on  soumet  les  conditions  d'une  question  à 
Panalyse  dUTérentielle ,.  on  est  conduit  à  des  relations  entre 
les  variables  et  leurs  dérivées  x^y^y'yy^ •  ••;  et  les  for- 
mules qu'on  obtient  ainsi ,  ne  peuvent  devenir  applicables 
i  une  fonction  de  x  dëterminée,jrs=:i^x,  qu'autant  qu'on 
y  met  pour  y^y"*  •  •  leurs  valeurs  en  x  et  y.  Soit  donc 

« 

la  fonction  qu'il  s'agk  d'évaluer  en  x  eiy.  Cela  n'auroit  au- 
cune difliculté ,  diaprés  les  règl^  données  précédemment, 
«i  on  connoissoit  la  relation  y  s=  Fx  qui  lile  y  ^  x.  Or  il 
arrive  souvent  qu'on  donne  au  lieu  de  cela  les  équations 

y^^^t  ti  x=ft  , 

qui  lient  y  tx  x  k  une  3*.  variable  /.  Il  faudroit  donc 

éliminer  /  entre  elles  ,  puis  en  déduire  jr'jr^F en  x  tly. 

Mais  outre  que  ces  calculs  seroient  ordinairement  très^ 
pénibles ,  ils  cessent  même  d'être  possibles  dans  plusieurs 
cas,  comme,  par  exemple,  lorsqu'au  lieu  de  connoitre 
x-ssjt  ^  on  a  la  dérivée  xf=rf'i. 

Proposoi^nous  donc  de  chercher  les  altérations  qu'on 
doit  faire  subir  à  la  fonction  4  9  pour  que  les  dérivées 
soient' prises ,  non  plus  relativement  k  x^  mais  à  /, 
considéré  comme  Variable  Indépendante. 

Soient  A  i  et  i  les  accroissemens  que  prennent  ensemble 
les  variables  x^  y  et  t. 

A* 

y  =  Fx  donne i=^(y)h  +  (j^) 1-  etc.         (i) 

yss^É  donne  4e=   y  i  J^  y» j.  etc.         (a)  * 

X  =  yîr  donne  A  =s    xf  i  ^  x^   —  ^  etc.        (3| 
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Les  dérivées   indiquées  ici  se   rapportent  k   U  variable 
désignée  sous  le  signe  1^,  ç  ou  y.  On  devra  donc  distin-^ 

guer  par  là  suite  y  oti  -^ ,  de  (y'  )  o'ir  -p  ;  l'tfne  est 

la  dérivée  de  t^ij  relative  à  t  sans  avoir  égard  à  «  ni  y  ; 
ceUt  de  F^  est  {y)>  La  fonction  proposée  4  ^^  P?^ 

conséquent  formée  en  (y')  (y") et  on  veut  la  tra-» 

duire  «n  y  y^ a/  x^ 

En  égalant  les  valeurs  i  et  s  de  i  ,  puis  mettant  pour 
h  le  développement  3  ,  dn  trouve ,  en  se  bornant  aux 
deiX]^  premières  puissances  de  h , 

et,   comme  Fun  quelconque  des  accroissemens  est  ar-«' 
bitraire ,    cette  équation   a  lieu   quel  que  soit  i  ,   d^o& 


0^)*'=^^    0')*^+(J'')«'•=r^ 


donc  les  valeurs  qu'on  doit  substituer  à  (j^)  (y^)  dan& 
br  fonction  4  9  &oni 

y'  xf^ff  —  v' je''^ 


4/ 

On  pourroit  trouver  de  méffte  (y)....  ûiais  lé  i*'.  de 
ces  résultats  suffit  pour  en  déduii'e  tous  les  autres*  £a 
effet,   on  voit  que  (/')t   ou'  la    dérivée    dé  yz=F»  ^ 

est=^9  ou  le  quotient  des  dérivées  relatives  i  t  tirées 

X  * 

de  ^t  tlft.  Or,  (y)=:FtX  peut  à  son  tour  être  regardée 
conime  une  fonction  de  /  ,  telle  que  9,  f ,  en  sorte  qu'on 
aoroit  les  relations 

çouf  lesquelles  on  pourrcât  raisonner  de  la  même  ma-« 


nièrt.  On  voit  dpnc  que  (j^)  doit  être  le  quo^cnt  des 
dérivées  de  ^i^  et  y/   relatives  à   /;   or,    celle   de    ç^t 

ou  3- ,  est  (63a) ,  ,  ■       J    donc  ,   on  trouve  la 

xnéixie  vale4ur  que  ci<4essis$  pour  (^^).  Pareillement  la 
dérivée  de  ce^te  valeur  àt  (j^^)  itant  divisée  par  x*  donna 

et  ainsi  di^s  antres.  On  voit  donc  qu'op  pe|it  faire  usage 
de  la  fonction  4  ^^  ^^î^  manières.     ' 

I^  En  éliminant  t  entre  yz=i^t^   x—ft^  puis  tirant 

y  y*^ de  Téquation  xém^^Ai^  y=^Fx  :  ^  .Cjal^al  se 

fait  rarement. 

2*.  £n  remplaçant  y  r^—*  P>'  ^^^i?  vajienrs  D^E^*^ 
et  substituant  ensuitr  1^  dérivées  relatives  ^  t  tirées  df 
^=<pr,  «=/>. 

3*.  E^fin ,  en  formant  simplemiuit  en  fojçuctiqo  de  /  la 

y  , 

valeur  de  {y  )  ou  ^  >  puis  prenant  les  dérivées  de  Fexp 

pression  qui  en  résoUe  %  et  ^\yis^%  cl^ue  jçôs  par  a/. 
Soient  y  par  exeipple,  lea  trois  fonctions 

(  Ce  sont  les  valeurs  générales  de  la  sous-tan^ente  ,  de 
la  sous-normale  et  du  rayon  de  courbure ,  4es  coordon* 
nées  é^iKt  rectangulaires  (678)  et  Jia  .coyrbe  quelconques» 
En  substituant  pour  {y)  tl  iy^)  le.urs  valeyr# ,  on  trouva 

y     xf    afy--yo^  ' 

p^  il  n'çiMf ^  pW  f^.  4««  dérivées  if lativas 
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à  une  troûiime  variable  quelconque  ^^  et  qu'on  devra 
tirer  de  jr = ç/ ,  x  'r^ifi, 

654-  JLorsque  la  fonction  4  *  '^Ç^  ces  modifications , 
il  est  très-facile  de  revenir  sur  ses  pas  et  de  la  rétablir 
dans  son  état  primitif,  oii  «  était  variable  }ndépeftdante  ; 
car  il  suffit  de  faire  j/  =  x,  d'où  «^=0|  x^zszo^  •••• 

Cela  suit  de  ce  que  (j^')s=^  devient  alors  {y)=y  « 

et  de  ce  que ,  d'apris  les  règles  ordinaires  de  la  déri- 
vation,   on  déduit  (j^^) de  y).  On  verra ,   par 

exemple,  que  a/z=zi  remet  les  valeurs  ci -•dessus  sous 
leur  forme  primitive. 

Quand  on  a  généralisé  la  fonction  "^^  et  qu'elle  con- 
vient à  toute  variable  principale  t ,  elle  ne  renferme 
plus  de  traces  de  ce  que  x  Tétoit  d'abord  ;  en  sorte 
qu'on  pourroit  la  regarder  comme  provenue  d'une  autre 
fonction  où  s  étoit  variable  indépendante  :  et ,  puisque 
x'=o  la  rend  propre  au  cas  où  x  est  variable  princi- 
pale, ^=0  établira  la  même  cbose  pour  t.  C'est  ce 
qu'on  exprime  en  disant  que  la  diffirentielh  de  t  est  cons'- 
tante.  De  même  on  dit  aussi  qu'aifcune  diffërentiel/e  n'est 
constante  dans  la  fonction  4 1  lorsqu'elle  est  généralisée 
de  manière  à  convenir  à  toute  variable  principale. 

En  remontant  an  développement  de  A,  on  voit  que 
x'  est  la  dérivée  dé  /i;  ainsi  par  j/=o,  il  faut   en- 

uX  ^ 

tendre  -r-=o  ;  la  diriyie  de  x  relativement  à  une  3**. 
dt 

variable  quelconque  t  est  donc  nulle.  Il  faut  en  dire  autant 
lorsqu'on  pose  /'=:o;  pour  exprimer  que  /  devient  va- 
riable principale. 

Voici  l'usage  de  ce  théorème.  Si ,  au  lieu  de  con- 
noltre  la  relation  xznft ,  on  a  seulement  sa  dérivée 
xf-zsj^t^  on  fera  tout  aussi  aisément  subir  à  la  fonc- 
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tion  4  les  modifications  convenables  ,  puisque  (y)  {y^^)... 

ne  contiennent  pas  jp,  mais  seulement  «' ,  op^ Il 

n'en  seroit  pas  de  même ,  si  au  lieu  de  x'  ^=J't ,  on 
donnoit  une  équation  dérivée  entre  â:  et.  ^ ,  où  »  fût 
prise  pour  variable  principale,  telle  que  f  (/,/%x)=o. 
Alors  il  faudroit  traduire  cette  équation  «n  une  antr^ 
où  les  dérivées  de  j;  et  de  t  ne  fussent  pas  constantes  ^ 
puis  faire  l'=:i.  La  valeur  de  sf  qu'on  obtiendroit  ainsi, 

ttTOXXft    ou     -r— 

et 

Par  exemple,   dans  4=-^ ^ — ^>  la  variable  prin- 

cipale  est  x  \  si  on  veut  que  ce  soit  t  qui  remplisse 
cette  condition,  afin  de  rendre  la  valeur  de  4  propre 
an  cas  où,  au  lieu  de  donner  j^=F«,  on  donneroit 
^=9/,  la  variable  t  étant  telle  que  ^=^  :  on  rendra 

ces  deux  relations  plus  générales  en  mettant  —  pour /% 

X 

y 

^  pour  y ,  etc.  ;  on  aura 

v-il     a-Sf!I±222i 

Comme  maintenant  on  peut  prendre  telle  variable  prin- 
cipale qu'on  veut,  on  fera  /'ssi,  /^=o,....  on 

•«'= —     aî»=— =— J   a  ou  4^s=     -     i,  ,     i.N  > 

j^  r  jOy*+yO 

ensuite  on  drera  de  J=ç/  les  valeurs  i^y  y*  y^  relatives 
^  t^  et  on  aura  celle  de  4- 

(Cette  valeur  de  ^^  «^  1^  suivante  sont  celles  du  rayon 
de  courbure  d'une  courbe  quelconque  ,  lorsque  la  dif- 
férentielle de  l'aire  ou  celle  de  l'arc  est  consUnte.  Voj^ 
B-.  68x  et  682). 
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Pareillement  *i  /  ct^  sont  liés  pr  Téquation  /'•ési-f^** 
on  changera  cctu  relation  en  /'.»sc=4/»-ihy'*  t  P"**  P<*~ 
«ant  /'s=5it  on  aura 

en  éliminant  x"  wy^.  Il  faudra  tirer  de/ =9^  les  dérivées 
jr/jrif  relatives  à  f,  puis  a:'  =  y{iT-;y'*)  et  substituer;  on 
aura  4^  en  fonction  de  /• 

On  verra  de  même  que  la  formule  -^  .,■ ,  où  a/  est 
tonstant ,  pour  que  tf  le  soit ,  en  supposant  <'*c=  i  -f-J^'» 

€55.  On  peut  présenter  d'une  manière  plus  simple  ^ 
ù  Paide  de  ces  principes,  quelques-unes  des  règles  de 
la  dérivation.  Supposons  que  connoissant  la  relation  y=Jx 
et  ses  dérivées,  x  éteint  variable  principale ,  on  veuille 
trouver  celle  de  x-^zfjy  relatives  à  j^ ,  sans  résoudre  réqua,-^ 
tion  proposée /=yx.  En  faisant  j^'im,  /*^=ro,..,,« 
dans  les   formules   D,   on   verra  ^vUl  suffit  pour  cela 

I                           x^ 
de  changer  y  «n  ^  j  /"  en Ti*  •  •  •  dans  les  déri- 
vées de  y=fx  (*). 


(*)  CeBt  au  reste  ce  qui  est  fiicîle  à  démontrer  du'ectement.  Cur 
•oient  &  et  &  les  gccroissemeni  de  x  et  |r 

y^s:Jx    donne     k  =yA  -♦-  i/^'**  -♦•  ettt# 
X  =  f^    donne     h::s.  a^kAr  \  x*fc^  -4-  etc. 

Cette  valeur  de  k  substituée  dans  oeUe  de  h ,  donne 
ft  yg^yaiyi^t  l^  deui^  membres  terme  i  Us^e 

«>'=•,  fy  +  «y.=.o, 

d'où  on  tiie  poory,/' ]«  Tkldin  d^ùgn^. 


Variable  îrfi)É^ËNî>ANTB.,  %(t 

Aïn$i  jrs=z^  a  ,'onnc^'  c=«*  iog  a  j  donc  —isza*  \og  a^ 

< 

«t  comme  x  est  le  logaritliine  de  r  et  r le  module  M  ; 

wg  a 

M 

la  dérivée  de  ^e  logarithme  eat  ^r:^  — ^  comme  t)n  le 

sait  déjà  (648)* 
jisszsltk  X  doiuie  j:^£=zco»  dp ,   4)o'on   chaage   en.»  •  • .  • 

— =€0$  ai  :  on  a  donc  pour  la  dérivée  de  x=arc  (sin=^), 


se" 


1  I 

= =  — '• — -  ,  comm0  on  l'a  vtf  (€52)* 

Enfin  de^^rtangx,  on  tire  ^  =  ■  =  — ,    d'oi 


cos'.x 


1  I 

jc'=coi*ic=±--: = ^  ;    t'est  la  dérivée  de 

.  s^ç-«   .    .l-.+.Jf»  .        .  ^  . 


.       •     •  •  • 


x=arc  (tang==^). 

656.  Pour  généraliser   une  fonction  qui  contient  des 

dérivées  du  !•'.  ordre ,  41  suffit  de  chatiger  (y)  en   ^  • 

exprimons  ce  théorème  par  la  notation  de  Lelbnî^z ,  nous 

aurons 

h^_ài   ,  Ax  ^^  d5r_dy 

djT       àt    T   dt         dx      dx^ 

•  > 

en  supprimant  le  diviseur  dt  j  ce  qu'on  est  en  droit  de 
faire  9  p<A^rvu  <|ue  dams  le  2".  membre  on  se  ressouvietme 
de  prendre  les  difTérenci elles  relativement  à  t.  Donc  lors-' 
if^on  Teut  chiner  de  yatiiAle  pfiàctfiah  dans  un»  J'^n^ 
tion  dont  les  dénWes  np  sont  que  du  premier  ordre  et 
exprimées  par  la  notation  de  Leibnitz ,  on  né  doit  faire 
éprouver  aucune  ^altération  à  cette  /bnction  ;  et  on  regardera 
seulement  les  différentielles  qui  y  entrent  comme  relatives 
à  la  nouvelle  variâMe  principale, 

a.  16 


drc  X 


.^42  Calcul  difféiiemtiel. 

Ainsi  r=^ianff  r  a  donné  dr= — —  >    d'où. 

dr 
d^&sdr  cos'£=--^9  donc  la  difierentielle  de  V 

dont  la  tangente  est  jr,  estes  -  /■  ^,  puisque  sa  sécante 

est  V(i-4-r')- 
Cest  pour  cela  qu^on  préfère  la  notation  de  Leibnitz 

dans  tout  le  calcul  intégral,  ou  on  se  propose  de  re- 
monter de  la  dérivée  à  la  fonction  primitive  :  comme 
on  n'y  parvient  qu'à  l'aide  de  transformations  souvent 
laborieuses  ,  il  seroit  bien  plus  pénible  encore  d'avoir 
égard  dans  le  calcul  à  tous  les  cbangemens  de  variables 
indépendantes. 

Au  reste ,  l'avantage  que  présente  la  notation  de  Leib- 
nitz  y  n'a  lieu  que  pour  le  premier  ordre  ;  car  en  traduisant 
la  formule  D  en 

dy      dxdy— d^d»* 
db»*^  dp 

•ù  les  différentielles  dx  dy sont  relatives  à  f ,  on  ne. 

retrouve  plus  la  même  expret^on  pour  les  deux  membres. 

Il  suit  d'ailleurs  des  principes    m^mes   qui  noua  -ont 

d'Y 
conduits  à  ces  résultats ,  que  3-=^  se  trouve  être  la  dé- 

d  y    .  . 
rivée  de  ^  divisée  par  db,  en  regardant  4;^  et  dx  comme 

*        .  dr 

dos  fonctions  de  /.  La  dérivée  de  —  s'obtient  en  sai- 

oUr 

vant  la  règle  des  fractions  (63a)  :  en  sorte  qu'on  a 

ày        \AxJ    dy         \dx'/ 
dx*  dx        dx^  w 


Série  db  Tatlor  fautiti.  ^4$ 

•  

8.  Des  Cas  où  la  Série  de  Taylor  est  en  défaut. 

GSy.  La  formule  de  Taylor  peut  cesser  d^avoir  lieu 
quand  «n  attribue  à  x  une  valeur  particulière  a  :  en 
effet  alors  y*  (x  4- A)  ne  contient  plus  d^autre  variable 
fue  A,  et  ion  sait  qu^une  telle  fonction  nVst  pas  .tou- 
jours dëveloppable  suivant  les  puissances  entières  et  po*^ 

sitives  de  h  :  ainsi  cot  h  ^  log  h ,  étant  infinies 

lorsque  A=o ,  leurs  développemens  doivent  comprendre 
des  puissances  négatives  de  h.  11  est  d'ailleurs  facile  de  voir, 
qu'en  faisant  j;=a  dans  J  (x-j-A),  c'est-à-dire  en 
mettant  a  -f-  A  pour  x  dans  Jx  ;  si  x  est  engagé  sous 
des  radicaux ,  il  pourra  arriver  que  les  constantes  a  se' 
détruisent;  alors  h  restant  sous  le  radical,  le  dévelop-' 
pement  renfermera  des  puissances  fractionnaires  de  h. 

Ainsi,  ^ar+\/(x — «)*     devient     ^/(fl-J-A)-j-  ^A4, 

De  même-—' — -  +\/x  donne --4-V(tf+A) 

ou  A"^-|"v/^  + 

Enfin  ■■■  4- V*  donne  A"~i+Vfl+ 

Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  fonctions  d'iine  ma-* 
idère  générale ,  et  «  n'ayant  pas  pris  une  valeur  plutôt 
qu'une  autre ,  les  calculs  et  les  procèdes  que  nous  avona 
établis  n'ont  pas  présenté  de  cas  d'exception^  Mais  bientôt 
nous  appliquerons  ces'  principes  à  des  cas  particuliers  ^ 
où  X  recevra  des  valeurs  déterminées  ;  il  est  donc  inté- 
ressant de  savoir  reconnoitre  les  «*as  ou  la  valeur  a  mise; 
pour  X  rend  le  théorème  de  Tayloir  en  défaut. 


\ 


344^  Calcul  diff£bentisl. 

En  ordonnant  suivant  h  le  développement  de  y*(a-{-ft)  ^ 
qui  est  supposé  contenir  des  puissances  de  h  qui  ne 
sont  pas  entières  et  positives  ,  et  désignant  par  m  la 
plus  petite  de  ces  puissances  comprise  entre  les  entiers 

/  et  /-{-  If  ^^  ^^^ 

ABC.,,,  l  M.,,»  sont  des  constantes yfmVs  qui  dépendent 
4e  41.  Si  m  écoit  négatif ,  jH^  seroit  le  premier  terme  de 
k  série,' ou  plutôt  on  auroit,^=£. .=£=o. 

Risque  cette  équation  subsiste  quel  que  soit  A ,  prenonif 
les  dérivées  successives  relativement  k  h;  nous  aurons 

/"  {a'i'h)=B+2,eh+3Bh* ...  +  lLh^'  +mMh'^''^  .... 

fil  {a  +  A) =2C+2.3Z)A+...  Z(Z-i) lA'-^+m  (m-i) MA""— • 

yj'' (^.4- A)=2,4 !>  +  ..•  + i(Z-0  (Z-i)iA'-3^...    €tc... 

En  faisant  Aszso',  on  trouve 

en  sorte  que  les  coefficiens  A  B....  I^  sçnt  les  valeurs  de 
y  ^*....  j'^'^  lorsqu'on  y  fait  x:=a  ,  et  dont  aucune  n'est 
infinie  :  à  clique  dérivation ,  le  l*^  terro.e  di&paroK  ^ 
parce  qu'il  est  constant,  et  à  la  Z*.  opération  j  on  trouve 
X;   mais  à  la  (/+i)*,  on  a  - 

/C'^-«)  (a+A)=riw..mrr-i  ....  Mh"'-'-^+ r 

qui,  lorsque  A :==o   devientyC+O  a*=:oo..        •  • 

Ainsi  toutes  les  dérivées  à  partir. de  j^C'"**0  sojiiil  iixfiQi.Cfli^. 
parce  que  A  y  coi|serve  un. exposant  négatif.  Condupoi^ 
•   de  là   que ,       '  ' 

I*.  SI  la  valeur  x:=zo  ne  rend  infinie  aucune  de.<;  fonc- 

lions  j"  y  y^ le  développement  de  Taylor  n'est,  pas 

en  défaut,  ce  qi^i  est  d'accord  avec  ce  que  nous  avons 
dit  lors  de  If  .déxnonsVralion  de  cettt  fori^ule  (644)- 
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^.  Sî  y  est  infini ,  jr'  ^*.*..  le  sont  aussi ,  et  il  y 
a  àt&  puissances   négatives  pour  h, 

3*.  Si  Vune  âss  fonctions  y  y'  y^„..  devient  infinie  , 
toutes  tes  suivantes  le  sont  aussi  t  le  théorème  de  Taylor^ 
n'est  fautif  qu* à  partir  du  terme  qui  contient  cette  fone^* 
tien ,  et  on  peut  t^employef  à  la  recherche  des  termes 
4jui  précèdent  celui-ci. 

658.  Pour  trouver  le  déveWppcrtertt  qui  do!t  rem- 
placer la  partie  fatHive  ,  il  hïït  en  général  changer  jr 
tn  a-f-A  dam  ^9  où  seulement  dans  la  somme  5  (646) 
des  termes  en*défâtkt,  pais  on  développe  suivant  ks  puis-- 
sances  de  h  en  récourant  aux  séries  connues. 

Par  exemple ,j^=:«-f-(a:— 5)^(a?  —  tf)t 

flonne y= — j- r-J 

or  :r  =  a  rend^  infini  ;  Aoncy^f  y*". . .  le  sont  aussi ,  et 
te  développement  dey*(tf-f*^)  ^^î^  avoir  pour  h  un 
exposant  entre  o  et  x  r  le  !•'.  terme  estj^  s=tf. 

Cest  ce  qu'on  vérifie  en  chierchant  ce  développement  i 
•n  fera  x^a  -^h  àansyj  et  au  aura 

r=c+  ia^b)h^+h\ 
Soit  encore  jr  -rrr-f.  ar -^- (a:  — A)  (jc  — a)*; 

d'où ys=i  +  (*— ff)*  +  H*— ^)v/(*— «) 

s  ==  a  donne  y  =fc  +^  »  ^  ==  t  î  les  autres  dérivée» 
sont  infinies  ;  ainsi  le  développement  de  K,  commence 
par  (  c  -f-  A  )  4"  ^  9  et  les  antres  termes  lie  procèdent  plus, 
suivant  les  puissances  2,3...  de  h. 

En  effet,  mettons  a  -{-h  pour  x  ,  et  y  deviendra 

y=  {c^a)+h^  (,a-b)  è  +  k\ 


/ 


y 


a46  CAtCUL  BIFFÉRENTIBL. 

Si  la  somme  S  des  termes  qai  échappent  à  la  série  de 
Taylor ,  ne  peut  être  développée  pir  cette  voie ,  on  lui 
•fera  subir  une  transformation  qui  permette  d^appliquer 
la  formule  de  Maclaurin  (666).  Au  reste ,  le  procédé  sui- 
vant est  général. 

Soit  S  la  fonction  de  h  qu^on  vent  développer ,  A  la 
valeur  qu'elle  prend  lorsque  h  =0  ,  on  ^er*  5=yf  rf-JI/A"*, 
m  était  la  plus  haute  {'ttî$&£in<^e  de  h  qui  Jivise  S^^A^ 
afin  que  le  quotient  M  ne  soit  ni  o  ^  n  00  ^  lorsque  A  =  o. 
Une  fois,  A  M  ti  m  connus  ,  on  posera  M=  £  -f*  Nh\ 
et  on  déterminera  de  même  B  N  et  n ,  puis  on  fera 
N=  C  '\-  Pkf  ;  et  ainsi  de  suite.  Dope 

S=zA  +  JBA"'+  CA«*-  +  JDA""*-"-^''  -H- . . 

Si  S  doit  renfermer  des  puissances  négatives  ie  h  ^   on 

mettra  —  pour  A,  puis  dans  le  développement,  on  chan- 
gera les  signes  des  exposans  de  A  (  Voy.  pour  les  appli- 
cations, lesFonct,  anafy.f  n?\  11  et  120). 

659.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsque  la  supposition 
de  X  =  a  fait  disparoitre  Atfxj  un  terme  de  la  forme 
PQ"* ,  P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x, 

I*'.  cas.  Si  a;  =  a  donne  Q  =  o  ;  la  fonction  Q  prend 
dans  les  dérivées  successives  les  exposans  m  —  1,  m  —  a...^ 
(  635  ).  Nous  distinguerons  ce  qui  arrive  suivant  que  m 
est  entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  négatif. 

I*.  Si  m  est  entier  et  positif,  la  m*,  dérivée  contient  un 
terme  P  dégagé  du  facteur  Q ,  en  sor^  que  x  =  a ,  chasse 
JP  et  Q  des  (fis  -|-  I }  premiers  termes  du  développement  ; 
P  reste  dans  tous  les  suivans.  Le  théorème  de  Taylor  n'est 
pas  pour  cela  en  défaut,  et  il  n'en  résulte  aucune  circons- 
tance remarquable. yz=i  (a:  —  3)(x  —  ay  —  ax^  donne 

y  =  —  û'  —  a  û'A  —  ^A*  +  A'. 
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a*.  Si  m  est  négatif,  JPÇ-*  et  ses  dërÎTées  sont  infinies, 

P 

parce  qu^elles  ont  toutes  des  tenues  de  la  fonne  -^  ; 

le  développement  de  Taylor  est  fautif,  dès  le  x*'.  ténne, 
et  on  doit  obtenir   des  puissances  négadves  de  h.  Cest 

ce  qui  arrive  pour  jr  =  -^^  et  jr  :=  ^(x^l^ax)  '  """^ 

trouve 

Pour  la  I».  ¥s=:a*lr'*  +  aa  -f-  A. 

.„H...K=^(i)-*-i(i)^è(4y- 

S"".  Si  m  est  positif  et  fraclionnaire ,  compris  entre  /  et 
/  + 1 ,  X  =  a  fait  disparoitre  Q  de  toutes  les  dérivées  ;  et 
comme  celle  de  Tordre  /  4-  >  9  &  po^^  exposant  de  Q  dans 
Tun  de  ses  termes  m  —  (/-|-  i) ,  elle  devient  infinie  ,  ainsi 
que  les  suivantes.  Le  théorème  de  Taylor  cesse  donc  d'avoir 
lieu  au  terme  de  Tordre^  -|-  i ,  c.-à-d.  que  h  doit  prendre 
un  exposant  fractionnaire  entre  I  et  /  +  i. 

Cest  ce  qu'il  eût  été  facile  de  prévoir ,  puisque  le  ra- 
dical disparoissant  du  développement  dej(a  +  A  ) ,  Undis 
qu'il  demeure  visiblement  dans  le  i*'.  membre ,  celui-ci 
auroit  plus  de  valeurs  que  le  2*. ,  si  A  ne  prenoit  ce  même 

radical.  Ainsi  J=:«^  +(*  —  *)(*  —  «)*  donne 
r=:  «5  +  3a*h  +  3ah*  +  (a  — ^)A*  +  h?  +  h\ 

Voyez  aussi  les  exemples  des  n^.  GSy  et  658. 

Le  développement  de  (ar  +  A)"  n'est  jamais  fautif, 
quels  que  soient  x\  h  et  m  ;  car  la  dérivée  de  l'ordre 
n  éunt  m.(m  —  1)  ...  (m  —  n  -j-  i)  x-"— ,  n'est  jamais 
infinie  (  si  ce  n'est  pour  «  =  o  ,  lorsque  m  n'est  pas  entier 
n  positif).  On  en  dira  autant  des  séries  produites  par 
a',  log  (  I  +  T  ) ,  sin  x  et  cos  x. 


a48  Ckicvh  oiFFânEirri&s. 

660.  Il*»  cas.  Si^  v=sa^    donne  jP=o,  P  est  de  la> 

ferme  {x  —  a )'  :  nous  prendrons  ici  /  entier  et  positif , 
puisque  sans  cela  on  retomberoit  sur  le  i".  cas.  Alors 
(x-a/  Q^  perdla  fonction  Q^  ainsi  que  ses  (/•— i)  premières- 
dérivées  ;  mais  elle  reparoij.  dans  la  j*  (vay.  i*^  cas  ^  i*".)  : 
te  développement  de  Taylor  n^est  pas  en  défaut.  On  eA. 
trouve  des  exemples,  en  faisant  xz=ibj  n°.658  et  ci-dessus^ 

Pour^  =r  (x  r— o)^  \/xj  X  =  a  fait  disparoitre  ^x 
dans  les  trois  i^*.  dérivées  ;  mais  ce  ladical  reste  dans 
la   4*^.   et  les  suivantes. 

i^.  Supposons  que  x  =1  a  fasse  disparoitre  un  radical 
dans  y ,  lequel  subsiste  dans  y' ,  c.-à-d.  que  ce  radical 
n^ait  oa-"-^  a  pour  facteur  qu^à  la  x<^.  puissance v^Alors  pour 
oc^za^  y  aura  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  que  y  y 
à  raison  du  radical  qui  existe  dans  y  et  n^entre  pas: 
dans  y.  Chassons  ce  radical  de  Téquation  y  :=.  fx  par 
releva tion  aux  puissances ,  et  soit  r  ^=:  o  T équation 
nnpliciie  tvkx  fX  y  qui  en  résultera.  Sa-  dérivée  sera 

dz         &z 

or ,  il  doit  y  avoir  au  moins  deux  valeurs  i  et  k  ie  y^ 
contre  une  seule    de  y  ,    pour  x  =  a  ,   ainsi  que  pour 

.--  =  ^  ,-—:=:  JB  ;  donc 
«X  dy 

A  +  Bi  =  Oy    A  +  Bk  =  Oj      et^(«  — «)s=o; 

d'où  -B  =  o,et^=a.  Ainsi ,  l'hypothèse  de  x  =  a 
doit  à  elle  seule  satisfaire  à  l'équation  dérivée,  indépen-- 
damment  de  toute  valeur  de  y.  D'où 

Az  dr     .  ^        o 

3^  =  ^'    d7  =  '»»   **-^=T- 

Puisque  j^'  n'est  pas  domié  par  cette  dérivée,    il  Ênst 
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fecouvir  à  celle  du  a*,  ordre  qui  a  U  ferme  (G4i) 

Les  coefliciens  étant  des  fonctions  de  a;  et  j^  sans  radicaux. 

Le  1".  terme  disparoît,  et  on  a  Mf  +  :iNf  +  X=  o; 

«Toù  on  tirera  les  denx  valeurs  des  ^  qui  répondent  à 

X  =  a.   Et  s'il  y  avoit   plus  de  deux  valeurs  de  y ,  on 

verroit  de  même    que  M,  iV  et  X  doivent    être   nuls  ; 

et  on  dcvroit  recourir  à   la   dérivée  du   3«.  ordre ,  d^où  ^ 

y    et  j*    disparoitrolent ,    parce    que  leurs    coefliciens 

di 
seroicnt  -^  ^  et  3  {My  +iV^)  'qui  sont  nuls  :  y  entreroit 

au  cube  dans  cette   dérivée. 

En  général ,   on  devra  recourir  à  une  dérivée  du  même 
ordre  que  le  radical  détruit  par  :r  =  a. 

Soit  par  exemple  j  =  x4-  (*  —  ^)^(*  —  ^)> 

d'où.  .  .  y  =  I  +  y/{x  —  b)  +  ^^^^Zhy 

a;  =  âdonnejc=:4i,y  =  i  ±:  ^/{a  —  h).  Or,  la  pror- 
posée  revient  à 

(^  — a: )•  =  («  —  «)' (X  —  »); 

\  ,    {K  —  a){Zx  —  :ih  —  a) 

d  ou      jr  =    1  + j y 

valeur  qui  devient  f,  lorsque  «=y=:tf. 
La  dérivée  du  2*.  ordre  est 

qui  devient  (y  —  i  )»  =  a  —  ^ ,  d'où  on  tire  comme  cî- 
dessus  y=iit^(fl  —  h)* 

De  même^'=:(a:  —  a)  (x —  3)^  donne^=  o  et  .  .  .. 
j*  z=:  ^  {a  mmm  3],  lorsque  ss  a.  Mais  ai  on  chasse  l^* 
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radical ,  et  qu^on  prenne  les  dérivées  des  trois  i***.  ordres , 
on  trouve  / 

3jy  t=(x— a)*(4jc— 33— a) 
yy^  +  ajy'*=  a(x— a)  (ax  — a— 3) 
JY'  +  ^yfy^  +  ^y^  =  8«—  6a  — i* 
a;  c=  a  et  y  =  o  satisfont  aux  trois  premières  équations  , 
et  la  4*-  donne  pour  y  la  même  valeur ,  ^  (  a  —  3  ). 

a*.  Si  le  radical  dbparoit  dans  y  et  y  ^  et  reste  dans 
yff.  ,  ce  qui  arrive  lorsque  {x  —  «  )•  en  est  facteur,  y 
ti  y'  auront  un  nombre  égal  de  valeurs,  mais  y^  en 
aura  davantage ,  lorsqu'on  fera  X'  =s:  a.  Si  donc  on  fait 
éyanouir  le  radical  de  y  =yx,  et  qu'on  cherche  ^^^  à 
Taide  de  la  dérivée  du  second  ordre  de  jb:  =  o ,  elle 
devra  être  satisfaite  d'elle-même  et  donner  ^^  =  |.  Pour 
avoir  les  valeurs  de  y^ ,  il  faudra  passer  aux  dérivées 
d'ordres  supérieurs. 

On  raisonnera  de  même  lorsque  (  j;  —  n  )^ ,  {x  —  0)4,... 
seront  facteurs  d'un  radical. 

Soit ,  par  exemple  ,^=:a:4-(*  —  ^  )'V*  t  ^**  trou- 
vera pour  jt  =  A  ,  que  y^=a^  y'  szz  i  ^  y^;=i  ±  2^a. 
Mais  si  on  met  là  proposée  sous  la  forme 

(^  — «)*  =  («  — fl)4jp 
D'où  a(^  — x)(y— i)  =  (x  — tf)*(5jc— fl) 

Cy  —  ^).r^  +  (y  —  !)•  =a  (x— a)>(5a:— aa) 
(J^  — *)y"  +  3(y— Ojrff  =:6(«— a)  (5x— Su) 

en  faisant  x  =  a,  on  trouve  yzzzai  dans  la  dérivée  du 
1*'.  ordre  tout  se  détruit^^  celle  du  a*,  donne  ^  =  i  ; 
tout  se  détruit  encore  dans  la  suivante  ,  et^^  '^^\\  enfin 
h  dernière  donne  y^  z=i'^^yja. 


,  Limites  des  séiiesu  a5i 

9.  Limites  de  la  Formule  de  Taylor, 

661.  Supposons  que  x  ait  reçu  une  valeur  pardcu— 
Itère  A,  et  prenons  la  dërirëe  At/'{a:  +  h)  Ç^);  faisons 
y  varier  A  depuis  zéro  ,  jusqu'à  une  valeur  donnée  è  ^ 
en  admettant  que ,  dans  Tintervalle  de  a  i  0  -f*  ^  t  ^  ('  4~  ^) 
ne  soit  pas  infinie.  Soient  ^  et  ç  les  valeurs  de  op  -|".  ^ 
pour  lesquelles  7^  (  ^  +  A)  devient  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  dans  cette  étendue;  on  zunj^p  ^/'  {x+h)^ 
eij^ç  >y^  (^4-  ^}  «  ^^^  ^^  quantités 

seront  positives  dans  tout  Tintervalle ,  depuis  x  -(-  A  ^  ^t 
iusqu^à  «  -f-  A  =  a  -}-  ^* 

Cela  posé  j  ces  deux  fonctions  sont  les  dérivées  rela- 
tives à  A  de 

qui  sont  nulles  lorsque  A  =  o.  Or ,  il  suit  de  ce  qui 
a  été  dit  (627)  que  puisque  les  dérivées  sont  positives 
dans  toute  Fétendue  qu'on  considère ,  les  fonctions  pri- 
mitives le  sont  aussi.  Donc 

,  /(x  +  A)est>jr  +  y>,  et<j  +  A/-y; 

ce  seroit  le  contraire,  si  A  étoit  négatif.  Donc,  si  on 
ne  prend  que  le  i*'.  termej  du. développement  de  Taylor, 
la  somme  des  autres  termes  est  comprise   entre  h/*p  et 

¥'9- 


(*)  Fakow  x-l- Ass,  œ  prenoBi  les  d^réet  tooeeniTM  d«/s, 
dlct  KTOnt  (633)  d«  la  forme /("•>« ,  pw  npport  k  x,  êmà  bk» 
que  relativeiiient  à  A.  Donc  les  àûirém  de  f(x  +  h)  tom  les 
MMt  ^^on  regude  jr  ou  A  comme  ▼ariable.. 
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Les  dcax  !•".  termes  ëunt  y+yh\  soient  p  et  ^ 
les  valeurs  de  x  +  A  qui  rendent/* (x+ A)  la  plus, 
petite  et  la  plus  grande  dans  U  même  étendue  ;  on  aursk 
de  même  les  quantités 

J^(^  +  h)—ffp  ti  fg —Jf  {X  +  A) 

sans  cesse  positires  depuis  x-^h^^a  jusqu^à  a -\'  b»  Mai» 
elles  sont  les  dérivées  relatives  a  hy  àfi 

j^{x  +  h)~y-h/''p  et  A/ffç  _/'(*  + A) +y 

qui  sont  nulles  lorsque  A  ;=  a.  Doqc,  dans  toute  T étendue  A^ 
si  y"/?   et  y"y  ne   sont  pas  infinies ,   nos  dérivées  étant 
'      positives ,  ces  trinômes  le  sont  également ,  ainsi  que 

puisque  les  précédentes  sont  leurs  dérivées  et  qu'elles  sont 
nulles  quand  A  =  o.  Donc  on  a 

A*+h)>y+hy'+ih^J''p  et  Kj+hy' +ih^J''if. 

Ce'  seroit  le  contraire  si  h  étoit  négatif.  Il  en  résulte  que  sî 
on  p^end  pour  ^  et  ç  les  valeurs  qui  rendent  J^Çpc-^k) 
la  plus  petite  et  4a  plus  grande ,  sans  être  infinies,  depuis 
X  -|-  A  =  a ,  jusqu'à  a  -^  h  ^  la  somme  des  termes  qut 
doivent  être  ajoutés  ^y-^yh  est  comprise  entre  {h^f^p- 

On  continuera  ce  raisonnement  aussi  loin  qu'on  voudra^ 
et  on  verra  qu'en  général  si  le  développement  de  Taylor 
est  poussé  jusqu'au  terme  A"""' ,  la  somme  des  autres- 
termes  a  pour  limites  les  valeurs  qu'on  obtient  en  prenant 

le  terme  suivant  — -^ y  et  mettant  à  la  place  de  j'C") 

b  plus  grande  et  la  plus  pelilc  valeur  de  y'C")(x  +  A}  ^ 
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torsqu^'on  fait  varier  h  depuis  zéro ,  oa  bien  des  quantités 
plus  grandes  que  l'une  et  plus  petites  que  Tautre  {*). 

On  verra  aisément  que  j^  est  négatif  lorsque  x  croissant 
J'x  décroît.  Si  Tune  de  ces  valeurs  est  infinie  ,  alors  la  limite 
correspondante  n'existe  pas;  le  théorème  de  Taylor  est 
en  défaut ,  puisque  /(")  (  x  -f-  A  )  est  infini  dans  quelque 
partie.  Alors  il  faut  arrêter  ce  développement  à  l'un  des 
termes  qui  précèdent  celui  qui  est  fautif. 

On  a  vu  (638)  que^  =x"  donne  j^C*)  =  Mx"*^",  en 
faisant  pour  abréger',  il/  =r  m  (m  -*  i  )...  (m  —  n  -^  x  ); 

et  le  terme  général  de  («+A)'"  est   ".j x^**".  Pour 

obtenir  les  limites  de  la  somme  des  terme»,'  qui  suivent 
celui  dont  le  rang  est  n,  mettons  pour  iMx""^  h  pk» 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  /C"'  ^x  -{-  h)  ou  de 
Jlf  (x  +  A)"*"^  :  Pune  répond  visiblement  à  A,  Fautre 
à  A=  o  ;  ainsi  ces  limites  sont 


a        — y  «*  — ô • 

A.O*  •  •!>  2.O.  •  «72 

De  même  pour  j^  =  o*,  on  a  ^C")  =  a*.  log"a  ;  la 
plas  grande  et  la  pins  petite  vakAv  de  mf"^.  log"  a  ,  ré-- 
pondent  au9si  4  A  et  à  téro.   Dttiie  le$  finiil0»  du  dé^ 

veloppenienl  à%  «""^^sont 

...  •  .      •' 

A^fl'^log^fl       A"<?flqg"fl 

a*3»«./i  a.o..«n 

,.       t     \  A'*fl*lofl''Vi-        A^loc"!» 

celles  de  ar  sont  ■        — ^—  et  — ^-s — . 

•    ;    •   .  • 

*1    W    "Il  m»     ■■■  Il        i»i       M.^      ■■■■    »    ■—   M     II  ■!■    t^    m^m^^i^mai^ 

(^)  Om  ilDÎtttftfjouAi  cmendK  |^  ^tp«*  ]Auf  gntidèi'et  phit 
pe|î(M,ç0ttQiqiéiqilt  plw jnMiaéei  ir«i  Mmliai  poMlif  o«  t«m ITiafi^ 
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Pour*  log  {x  '}'  h)\e&  limites  sont 


et  ± . 


n  (x-j-hy  nj^ 

662.  Le  théorème  que  nous  venons  d^exposer ,  non  - 
seulement  démontre  de  nouveau  la  Série  de  Taylor,  mais 
encore  prouve  que  la  somme  de  ceux  qui  suivent  A*"^* 
étant  comprise  entre 

À"  A" 

h" 
on  peut  la  représenter  par     ■        -  ■  /'(••)  (  jc  +  7  )  »  •  •  •  • 

^4*7  ^^nt  un  nombre  compris  entre  p  et  ç.  Par  Ui^  on 
tlonnc  à  la  série  la  forme  finie 


X  eij  désignant  d'ailleurs  des  nombres  déterminés.  L'avant- 
demler  terme  surpassera  le  dernier  |  si  on  a 

et  comme  la  seconde  partie  crott  avec  h,^  à  partir  de  séro^ 
en  peut  toufifurs  prendre  h  assez  petit  pour  qu'un  terme 
quelconque  de  itf  Série  de   Taylor  surpasse  la  somme  d^, 
tous  ceux  qui  le  suivent ,   et  cela  aura   également   lieu 
pour  toute  valeur,  de  .h..plus  petite  que  ceUe^. 

10.  Développement  des  Fonctions  de  plusieurs  yariables. 

663.  Soit  g  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes «  et  ^ ,  ou  zT=J{x^jr)f  proposons-nous  de  chan* 
ger  X  en  «  -f-  A-  et*^  en  j^  -)•  A,  h  et  A  étant  des 
quantités  arbitraires ,  et  de  développer  la  fonctioivrésal- 
fanfey  (x-f*  A,  y  'h  k)  suirant  les  puissances  dt  A  et 
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de  k.  Pour  cela ,  au  liea  de  faire  à  la  fo'is  cette  double 
opération  ,  mettons  d'abord  x  -{^  h  pour  x  |  sans  chan- 
ger jr  ;   z  deviendra 

.X  dr  ,   .  d»r  A*      d^z    A*     . 

/(x  +  A,j^)=*+3^.A+j^.-+jP^  +  etc. 

Dans  ce  résultat,  mettons  partout  jr  ^  k  pourj^,  sans 
faire  éprouver  de  variation  k  x.  Et  d'abord  le  i*'f  terme 
z  deviendra 

•>^^"^  +  i)  =r  +  ^.*  +  _._+^._  +  etc. 
De   même  ,  représentons  par  v  «  la  fonction  de  x  eiy 
désignée  par  j-;  en  mettant/  -f-  k  pour  jr ,  u  se  chan- 

da,        d«tf  i»      .  ... 

géra  en  u -f*  -^jt -f- -r— • —  +  etc.  Ainsi,  remettant 
^  dj    ^  A^^    u    ^  ' 

dz 
•  j-  ponr  u. 

dz  dz  d^e  dfz    k*h 

-=~A  deviendra  7- A  -f-  ^--r-  hk  +  ^ — ; h 

do;  007  ûxQy  ûxc^*   a 

pareillement 

d'r  A'        .     .      d«r  A*    .      d'^     A'*   . 

-p-. —  deviendra  -r 4-  - — ■ k 

djc*   a  dr»     a    '    dx'dj"    â 

ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties ,  on  a 

y(x+A,j.+fc)=:x+^*+^_  +  -_.— +... 

dz  d'r  d^r      A*  A 

^  dap    ^dxd/         ^dxd/*     a    ^ 
d^r    A*       '  dV      A*  A    ^ 
do?»  ~"'"djdx»'ar3 


•  •  • 


•  •  • 


ïî56  Calcul  'difféhkntiel. 


4e  terme  général  est         .      ,        .    ^       .  .    ^ 

^  dyda;''    (a.3...m)  (2.3.. .n) 

Il  est  visible  qu^on  auroit  pu  changer  d'abord  yen  ^-{-A| 
puis  dans  le  résultat  x  en  x-\-h.  Mais  par  là  on  auroit 
obtenu  une  série  de  forme  différente  de  la  première  , 
qui  auroit  dû  lui  être  identique  :  toutes  les  dérivées  re-* 
latives  à  x  auroient  précédé  celles  de  y.  Il  suffit  pour 
y  parvenir  de  changer  ci-dessus  y  en  x ,  et  i  en  ^  ^ 
et  réciproquement.  L'identité  dk  ce  tiooireau  résultat  avec 
le  précédent ,   donne ,   ert  comparant  terme  à  terme  y 

d'r  d^r  d'z  à^z  à^z  d?z 

dyAx        àxày      Ay'^ûx      àxAy^     dyàx"^      dx^ày 

et  en  mènerai -; — \ — t:a:-ï — H — • 

^  dy^dx'*        dj-»dj« 

Concluons  de  là  que  lorsqu'on  doit  prendre  Us.  dérivées 

successives  d'une  fonction  z  relativement  à  deux  variables^ 

il  est  indijjérent  dans  quel  ordre  ^n  fasse  Cette  double  opé^ 

ration. 

Par  exemple,  z:= —   donne 

%/  * 

dr      3x*      d^  li'x^ 

do?       y*       dy  y^ 

et   la  dérivée    de    la   i".  par  rapport  à  y,    ainsi    que 

celle  de  la  a«.  relativement  à  x  sont  également— . 

Les  dérivées  du  ^*.  ordre  sont 

d'^^_6x      d'r       6a:'  ^ 

1 2X 

•Q  trouvera  —- — ^  pour   dérivée  de  la   i**.  relativement 


ï'ONCtiOilS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES.  nZ-J 

4  ^ ,  qui  est  aussi  la  dérivëe  du  2*.  ordre  de  —    relalive- 

tHx*  d*  z 

mené  à  âc.  PareiUeraent  — --  qui  est  la  dérivée  de  -^ — 

k'apport  k  jr  ^  ei  ainsi  des  autres. 

664*   Puisque  x   et  y  sbnt  indépendâns   dans  Péqua- 
tion  r:=±/*(x,j') ,  on  peut  en  prendre  la  dérivée  rela- 

...  .  àz  dz 

tivement  a  x  seul  ou  a  r  •    et  oti  aura  :        p,  .  ■; ç^ 

djc     '^    dj' 

Mais  s^il  y  avoit  une  dépendance  éublie  entre  y  et  x, 
telle  que  jr=9«,  ces  différences  partielles  ue  pourroient 
jplus  être  prises  à  part,  puisque  la  variation  de  x  en- 
traineroit  celle  de  y.  Pour  renfermer  ces  deux  cas  en 
an  seul ,  on  a  coutume  de  supposer  que  cette  reia-- 
tioil  jrê^tic. existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  forme 
dffssrpdjp+f^  (^%)  9  ™^^^  comme  on  laisse  cette  fonc- 
tion! ^  arbitraire ,  il  (audba  y  avoÂr  égard  dans  les  usages 
auxquels  cette  équation  sera  réservée.  Si  la  question  exige 
que  la  dépendance  soit  établie ,  deysmçx  on  tirera-»  •  •  •  «  • 
d^=^dx  et  on  substituera  ;  si  la  dépendance  n^existé 
pas ,  alors  f  d^ elle-même ,  Téquation  différentielle  se  par- 
tagera en  deux  autres  :  car  dz  représente  la  différentielle 
de  z  prise  relativement  k  x   et  y  ensemble ,    d^où 

2I  dx  +  jf  dyz=ipdx  +  qdy, 

et  9  comme  cette  équation  subsiste  quel  que  $oit  9  oU 
sa  <Iérivée  y'  ^   on  aura 

àz      dz    ^  4      1,  %  dz  dz 

a.  ^17 


i 
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divisant  ces  deux  équations  Tune  par  Tautre  J^t  dispa— 

àt        it         .    . 
roiC  et  on  trouve  /y-=— t=:9-ï— 9    relation  qui  exprime  que 

z  est  une  fonction  de  ty  quelle  que  soit  d^ailleurs  la 
forme  de  cette  fonction.  , 

Par  exemple  y  *==/*(«• +y*)  donnf 

d'où  ^— -^«£=0  ; 

or,  de  quelque  manière  qiie  x^-^y^  entre  dans,  la  va- 
leur de  «f  cette  équation  demeurera  la  même  :  elle  s'ac* 
cordera  avec  ^e=log  (a?»  +j» )  ,  «es  |/  (»*  +^*J , 

r==:-- — ; — .     '^  ,    etc....  D'où  il  suit  que  toute   fonc- 
sin  (jc'+j')  .      . 

tion'de  »*+y^  doit  être  ùm  cas  particulier  de  Véfuaiiom 

màx  différeniielks  pariielles  py  — -  qx  c=s  o. , 

De  même  y  —  hz  =±ry (  «  -—  or  ) ,  lorsqu'on  différentîe 
séparément  par  rapport  à  r  et  «,  puis  âi  z  tX  y  ^ 
donne  • 

—  J;?  =  (i— fl/7)  x/S      (i  — ^y)=-^fl^  x/' 

éliminant  ;/*' ^  on  a.a^4»Af=i,  pour  l'équation  attsc 
différentielles!  partielles  del  la  proposée,  quelque  forme 
qu'ait  d'ailleurs  la  fonction  /• 

En  traitant  de  même    '    >       ^=^  f  \  J  » 

e  —  c  \z — c/ 

on  trouve*—- r  t=  p(ar-T-fl)  +  y  (j — b). 

Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de'  faille  sentir  Pim— 
portance  de  cette  théorie  ;  nous  nous  bornerons  ici  à 
dire  que  les  trois  équations  du  2*.  ordre  peuvent  sou- 
vent seifvir  à  éliminer  deux  fonctions  ai^bitraîres ,  etc. 
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APPLICATIONS  An ALTTt<2UES  BU  CAtCUI.  DIPPAe&JïTIBI;* 


I.    Développement  en  Séries  des  Fonctions  d'une  smiU 

variable^ 

666.  Faisons  «=0  dans  la  formule  A^  n\  644,   et 

iléslgnons  par  J'f  f les  valeurs   consUntes   que 

frenneni/xj/^^^/^x,...  lorsqu'on  y  met  jero  pour  x» 
IK)t|s  jurons 

>»=/+ V  +  T-^  + +  — rÇ^/^"-)  ' 

Il  est  vrai  que  cette  formule  n'a  lie«  qu'autant  que  «=:« 
ne  rend  infinie  aucune  des  quantités  ^,  y'^x....  Clian"- 
geons  ici  h  tn  x;  comme  JJ'^  J^  sont  indepeadans  de 
i,  on  aur^ 


la  iOVOBfi  des  tenues  qui  suivent  le  n^.  est  (66a) 


jl»3«  ••  •!> 


/wy. 


^  ëtant  un  nombre  inconnu  intermédiaire  entre  zéro  et 
h  valeur  qu'on  jugera  à-propos  d'attribuer  à  âp  :  oa 
fera  x=y  dans  /iv  x.  Te  te  est  la  formule  due  à 
M<iclaurin,  et  qui  sert  à  développer  toute  fonction  de  x 
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en  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  », 
lorsqu'elle  en  est  susceptîUe. 

Par  exemple,  y=i  (a -}-*)"'  donne 

y  =m  (a +  «)'"-«,  y=m  (m  — 1)  (a^^jc)"— ,... 

d'où  f=€ryj'=mcr^\pr=:m{m^i)€r-^^.... 

ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton,  son  terme  général 
et  la  limite  des  termes  qui  suivent  le  n'. 

De  ^rssin  jc,  on  tire  y'=cos  x,  j'^sr — sjn  ar,.., 
yr^ — cos  x;  d'où  o,  i,  o  et — i  pour  les  valeurs 
alternatives  de  /f  J^*"  jusqu'à  Tinfini  :  en  substituant 
ci-dessus ,  on  retrouve  la  série  de  sin  x,   Voy,  n^.  679. 

On  appliquera  aisément   les  mêmes  calculs  à  cos  x, 

a*^  log  (i -|-x) et,    en  général,  à  toute  fonction 

de  X.  Si  on  prend  ^=arc  (tang=:x)  on  retrouvera  la 
série  M  n".  58o  {Voy.  888). 

667.  Si  l'une  dés  fonctions yy  y....  est  infinie,  la 
formule  de  Maclâurin  se  peut  plus  être  employée  |  parce 
que.  la  fonction  proposée  ne  procède  pi^.  suivant  Ijes  puis- 
sances entières  et  positives  4e  la  variable»  Il  faut  alors 
ou  la  soumettre  aux  procédés  du  n*.  658 ,  ou  plutôt 
lui  faire  subir  une  transformation  qui  la  rende  propre  à 
notre  calcul  :  la  supposition  de  ys^jp^z.  remplit  souvent 
ce  but ,  en  déterminant  la  constante  k ,  de  sorte  que 
x=o  ne  rende  infinie  aucune  des  fonctions  ^jy' y*;.. 

Si,  par  exemple,  on  veut  dévelopjper  ^^cot  x  en 
série ,  on  voit  qu'elle  ne  peut  procéder  uniquement  sui- 
vant les  puissances  positives  de  x,  puisque  cot  o=co  • 

éS  X  cos  X 

Faisons  roc:  —  =  cot  x  :  d'où  z=  ■  '.   ■      «  ou  à  caus# 
•^        X  sm  X 

dej  formules  F  et  G  ^  n".  $79 , 
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^^  i  —  x^^+^x^—... 

fonction  dont  on  aura  aisément  les  «dérivées  successives , 
qui  ne  sont  pas  infinies  lorsque  x  est  nul.   On  trouve 

y=i,  y»=o,  /»=-|,..,.  d'où 

et  — ou  cot  xr^JT"'-»-^^        ■  —  — .  ■  .■        .... 

X       '^'^— ^       3       3.^5      33.5.^      3^5«.7 

Ce  procédé  a  d'ailleurs  Pinconvénienl  de  ne  pas  faire 
connoître  la  loi  de  la  série.  Nous  enseignerons  bientôt 
les  moyens  dVmployer  le  calcul  différentiel  au  dévelop- 
pement de  y  en  une  fraction  continue  fonction  de  x  ; 
voyez  W*.  778.  On  en  tire  même  y  sous  la  forme  de  série  ^ 
d'après  le  procédé  543  ^  6^ 

€68.  On  peut  appliquer  aussi  le  théorème  de  Maclaurin 
aux   équations  à    deux  variables.   Ainsi   pour  Péquation 

mz^'^xzx^ni^  on  prendra  £',  z**^ (^^g),  on  fera 

ar=o ,  et  on  aura 

,,  ^  .     X  or'        ,       ^ 

d  ou    rc=i-f  ^ 3 -.  4-  -— -— _  etc. 

On  peut  même  développer  suivant  les  puissances  d'une 
des  constantes.  Pour  Fity*— a:^— ifmc'ssio  ,  on  prendra 
les  dérivées  y'  ^^....  relatives  ^  m  ^  x  étant  constant  ; 
puis  on  f^ra  partout  ms=o  ;  enfin  on  mettra  les  résul- 
tats pour  J'J''  J^ dans  la  série  de   Maclaurin  ,   où 

on  remplacera  x  par  m.  Ce  calcul  donnera 


la 

•  •  • . 


^4  CALCUL  BIFFÂRENTIU. 

669.  Si  la  valeur  de  y  correspondante  à  ar=:Of  doiw 
noît  ^'"=0,  on  conçoit  que  y  ponrroit  être  infini  :  c'est 
ce  qui  a  iieu  pour  m^ — oi?y — 171x^=0.  Il  faudroit  alors 
user  de  Tartifice  indiqué  (667).  £n  faisant  yxsix^^^  on 
trouve 

Ttv^j^^ — rx*  "^  '  —  »ia:'s=  o ,    ou  m^x^^^ — jrx* =m  , 

en  divisant  tout  par  7?  pour  que  le  dernier  terme  soit 
sans  or.  11  est  clair  que  toute  valeur  de  i,  qui  ne 
donnera  pas  r:=o  lorsque  j:=o,  remplira  le  but  qu'on 
se  propose.  Or ,  on  peut  y  satisfaire  de  deux  façons  : 

!•.  4=1  donne  mz^ — xz^=:m  qui  vient  d'être  traité  ;  on 
mettra  donc  pour  z  àzns  yz=xz  la  i'*.  série  du  n^.  668. 

2?.  k:=o  donne  mz^xr^'^i^=m  ;  on  fera  ar^s=ii  , 
et  il  faudra  développer  z  en  u  i  l'aide  de  l'équation 
mz^u — z=m  ;  on  restituera  ensuite  x^^  pour  <f ,  et  pour 
z  sa  valeur  y  :  on  retrouve  ainsi  la  4^uxième  série  du 
n*.  668. 

De  même  qu'on  a  dégagé  le  dernier  terme  de  x  y 
on  pourra  le  chasser  du  i*'.  terme  en  dinsant  par  ^*  ;  ce 
qui  donnera 

mz*— zor*-**^— WMP^  ('""*)  =0 , 

i 

puis  on  fera  *==^|,  d'où Tn;^ — mx     *=^ ,  posant - 

X     *=:ii,  et  développant  x  tn  u,  puis  remettant  pour 

1  — ^  ^ 

u  sa  valeur  x     *;  et  faisant  ^t=a:*z,  ou  au^a 

On  pourroit  encore  faire  k=i  ^  ou  même  dégager  le  a*. 
terme  de  x  ^  et  déterminer  ensuite  k  convenablement  ; 
mais  on  n'obtiendroit  pas  de  nouvelles  séries. 
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Demême^— ^3a»y4'*'*=^»  *™  faisant ^=«*r  donne 
par  un  calcul  semblable  iï=2,  =^9  =1;  d'où  on  tire 
)es  séries  suivantes  : 

3.  0         a*       L/^  V I 

cette  dernière  est  le  développement  de  y  suivant  les  puis« 
.  sances  entières  et  positives  de  a. 

670.  On  propose  de  développer  u^s^  fjr  suivant  les 
puissances  de  ;c  ^  ^  étant  lié  i  jip  par  Féqnation 

J^=«+«V       •••••»  (0 

les  fonctions  j$^  et  ^y  étant  données. 

Pour  cela ,  observons  cjne  si  h  Taide  de  Péquation  (i) 
on  éliminoit  y  ^  u  nt  conliendroit  plus  que  or ,  et  la 
formule  de  Maclauriq  deviendroit  appKcable.  On  cher* 
cheroit  alors  u  vf  u"....  puis^  /'  J^,  ^^  faisant  xsno.  Or, 
le  calcul  diflerentiel  sert  h  trouver  les  dérivées  uf  u^,., 
sans  recourir  â  l'élimination.  En  effet,  les  dérivées  (633) 
relatives  à  x  dans  Téquation  (1)  sont 

y =<fty +*y^'jr^//  =  ayçy  +  xyfff'y  +  xf^f^ffy ....  ; 

celles  de  uzrnfy  sont 

et,  faisant  «=o,  yy'y^  deviennent 

é 

de  sorte  qu'en  substituant ,  uu'u'^ .•••  deviennent 
7»...  ^qf'a...  ((p*ay./'a  +  p^a./«a  :=i{(p*a.fay  ... 
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ce  sont  les  valeurs  àt  J f  J^ ,...  et  on  trouve  (*) 

On  entend  par  ^  ce  que  devient  ^^  quand  on  y  fiiit 
y=a;  par  p^a  le  carré  de  ^a,  par  /'a  la  dérivée 
de  fa  relative  à  a ,  par  {(ffa.fa)'  celle  de  la  fonction 
^^afa^   etc. 

(^)  Quoique  par  ce  procédé  on  puÎMe  trouTcr  autant  de  terme» 
qo^on  Toudra ,  cependant  la  lo  n'est  pas  éTÎdente.  Nous  donnerons  ici 
la  démonstration  de  Laplace  (  Méc»  oéL  I,  p.  17a). 

Gmsidérons  x  et  a  comme  des  variables  dans  Téquation  (1)  ^  et  pre- 
nons les  dérÎTées  relatives  à  chacune  (664)  Nous  continuerons  de 
représenter  parj/,  u,  u  . . .  celles  qui  se  rapportent  à  x.  Il  viendra 

Eliminant  fj^,  il  vient  j-'ssf /*.--—-, 
Traitons  de  même  wszfy  ,  nous  aurons 

tt  mettant  fy  .  -= —  pour  jr  ,  on  trouve   • 

au 

"'=»^--d7 w- 

Les  dérivées  f*y ,  y^  u*  sont  relatives  à  x.  Cela   posé ,   puisque. . . 

du  àr  ày 

-^ —  :sfy.-z — ,  u'  est  le  produit  de  -^ —   par    cette    fonction    de 

yXt'fy  :  on  peut  donc  supposer  que  la  valeur  (a)  de  u'  est  aussi  la  dérivée 
idative  à  c  d'Anne  fonction  dejr ,  telle  que  z  -=.  Fy\  en  sorte  que 

dz       „  .      „  d«r     _   d*  • 

ii'=--,  d'où  u"=-— r-  =  -^-. 
da  difn:?  da  7 
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Soit  demandée  la  valeur  développée  de  /^,  en  suppo- 
sant^^ a  -|-  xj^,  £n  comparant  à  rëquation  (i)  il  vient 

Ja  =  fl"*,  ^a  r=  a** ,     ç  afa^zma^""^^*^* 
^^afa:=zmar'^-^^',     q?afa=imar^^'^\  etc. 

d'où y=ir+mjca« •*■"-'+/».—!- x»a'"'*-"-*+. .. 


On  auroit  aussi  la  valeur  de  y^  dans  le  cas  où  Féqua- 
tion  (x)  seroit  remplacée  par  «-{"/!)^4'>^=<^  î  îl  suffiroit 

de  faire  ici  a  = »  a:  = . 

fi  fi 


2'  étant  U,  àérvfée  de  Fjr  rdative  i^  r.  Or  on  peut  dira  de  la  fonction 
«  =  jpy- ,  tout  ce  qu*on  a  dit  de  u  =z  fy-  comparé  k  jr^z  a-^  Xfjr  : 
par  oonaéqneot  Téquation  (3)  aura  lieu  en  a  aviai  bien  qu^en  u ,  f  j* 
rcftant  le  même;  donc 

P) •='•^•17'  <«*=''^-d7^ 

dz       ^ 

en  remettant  ia  pour  -^ — •  On  a  donc 

d«'        .  dttV 


,,       d«'         .  dttV 

"=i7=0''^-dr>)9 


du 
la  défilée  étant  ici  relatiTe  k  a.  De  même   on  regardera  f*jr.  -- — 

comme  la  dérivée  par  rapport  à  a ,  d^une  autre  fonction  s  =5  ^^  de  j^. 

du  d  s  ^u 

D'où  f»;r.  —  =  .^,    ce  qui  change  (3)  en  x'  =  f»jr.  -— . 

d«/ 
Or  u  '  =  -5 — ,  donne 
da  ' 


d»»    _     d'x  d«»'  „      /  du\^ 

"*  dfldx         da'dx  ^    àa* 


/  du\^ 

,donc  ir'=:(^t»r-57y  j  «*«• 


n    ne    reste    plus    qvCk    &ire  x  =  o  ,   d'où   y  sz  a  y    u  "^^fa  , 

di» 

-^ —  =/'^  f  ^  <^  obtient  enfin  pour  u',  u" . . .  les  Ttleurs  ô-dctsus , 

dout  la  loi  est  rendue  manifeste. 
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ce  sont  les  valeurs  de //'y*....  et  on  trouve  (*) 

On  entend  par.^  ce  que  devient  ^,  quand  on  y  fait 
^=fl;  par  f*a  le  carre  do  ^tf,  par  J'a  la  dérivée 
de  fa  relative  à  a ,  par  {(p^a./'à)'  celle  de  la  fonction 
ç*a/*ay  etc. 

■■■■i»-— —— — — ^— — — — ^■^— ^— i^— — i— ^i^— —— — ^■— —    ■ 

(*)  Quoique  par  ce  procédé  on  puiioe  trourer  autant  de  termes 
<]u''on  voudra ,  cependant  la  lo  n'ett  pas  éTÎdente.  Nous  donnerons  ici 
la  démonstration  de  Laplace  (  Méc.  céL  I,  p.  17a). 

Considérons  x  et  a  comme  des  variables  dans  Inéquation  (i)  ^  et  pre- 
nons les  dérivées  relatives  à  chacune  (664)  Nous  continuerons  de 
représenter  par  j^',  u,  u" . . .  celles  qui  se  rapportent  à  x.  Il  viendra 

y  =  ,jr  +  xy^y,-£.^,+x,y.-^.  ^ 

dr 
Eliminant  f^,  il  vient  j-'=f/. -t — , 

Tnitona  de  même  u-ssjjr ,  noua  aurons 
•t  mettant  fjr  .  -^j —  pour  jr  ,  on  trouve   • 

_     ^  f^ 

Les  dérivées  fjr ,  y  y  u"  sont  relatives  à  x.  Gsia  posé  ,   puisque. . . 

au  àjr  àjr 

-T —  "^^fy*  —jT'  )  **'  ^t  le  produit  de  -^ —   par     cette    fonction    de 

X^'f*y  '  on  pfntdoBcsuj^KMer  que  la  valeur  (3)  de  u'  est  aussi  la  dérivée 
valative  à  a  d^une  fonction  de  jr ,  telle  que  z  =  Fy  \  en  sorte  que 

dz        „  .     „  d»z     _   da'  • 

u'  = ,  d'où  li  '  = =^  -r—  . 

da  déïd.r  da  7 
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Soit  demandée  la  valeur  développée  de  y^^  en  suppo- 
sant^ =  a  4-  xy^.  En  comparant  à  Téquation  (i)  il  vient 

Ja  =  a*",  ^a'=^a'' ,     ^ af  a-z^mar"^"*^^ 
^''af  azzzmar^'*^^ ^     ^afa^zmcr^^"*^'^  etc. 

On  auroit  aussi  la  valeur  de^  dans  le  cas  où  Téqua-- 
tlon  (i)  seroit  remplacée  par  «-|-'/^4'>^=^  t  ^^  sufBroit 

de  faire  ici  û  = «  a;  =r . 

^  fi 


2' étani  la  dérivée  de  Fy  relative  à  x.  Or  on  peut  dire  de  la  foncUon 
z  ^  jpy-,  tout  ce  qu'on  a  dit  de  uz=,fy  comparé  k  y=.a'V  x^yx 
par  conséquent  féquation  (2)  aura  lieu  en  2  aaiû  bien  qu^en  u ,  f j* 
rcstuit  le  même;  donc 

dx  du 

d»    ^ 

en  remettant  ia  pour  -3 — •  On  a  donc 

,,     d«'      .       du  Y 

du 
la  dérivée  étant  ici  relative  a  a.  De  même   on  rMardera  fMr.  -- — 

da 

comme  la  dérivée  par  rapport  à  a ,  d^nne  antre  fonction  s  =  '\y  de  ^. 

du  d  s  ^u 

D'«^  fr-  -jj-  =  -J7»   ce  ^  «!>«>««  (3)   en  /  SE  f»jr.  -— . 

Or  tt  =  -T — ,  donne 
dtf  ' 


u"=: 


d»«'    _      d>a  d«»'       .  ..      /  .        du\^ 

dfldr  "    da'dor  ""    da* 


,danc  ,r'=(^t«r.77;  y  •*^- 


n    ne    reste    plna    qu^à    frire  x  =:  o  ,   dV^   y  ^  a^    u  ^s/a  , 

du 

'Tj —  =/'a  9  et  on  obtient  enfin  pour  u'^u  ,.,  les  valeurs  â-dosus  ^ 

dout  la  loi  est  rendue  manifeite^ 
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Yoyez  Mée,  cil.  I,  p.  177,  une  application  curieuse  de 
notre  fonnule. 

671.  En  faisant  â:=:  x,  on  trouve  pour  le  développe-* 
ment  de  fy^  lorsque yz=za^^ 

C'est  sous  cette  forme  que  Lagrange'  avoit  d'abord  pré- 
senté son  théorème  que  Laplace  a  généralisé  ensuite.  Yoy^ 
la  Résol,  numé.  note  XI,  21;  et  les  Fond.  anal.  97. 

Si  la  fonction  j^  qu'on  veut  développer  tsij^Ja  devient 
a^J^a=  i  ;  donc 

Appliquons  cette  formule  au  retour  des  suites. 
Soit  1  cquatixm 

«  +  >?r  +  rr*  +  •'y  +  •  •  •  —  o 

d'où  j=_^_£(y+/jr+...) 

Comparant  kjr  =  a-^  ^,  on  voit  qu'il  faut  faire 


a 


Donc  en  laissant  a  au  lieu  de  -—  —  ,  on  trouve 

Suivant  que  l'équation  sera  ou  ne  sera  pas  limitée,  on  auc^ 
la  valeur  exacte  ou  approchée  de  y.  Voy.  la  RisoL  numin 
de  Lagrange ,  not.  XI ,  n**.  i8. 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS.  269 

a.    Sur  la  Résolution  des  Équations, 

672.  Nous  démontrrronfk  ici  plusieufs  théorèmes  déjà 
donnés   sur  les  équations. 

I.  Soit  y  une  fonction  de  x ,  qui  admet  Tes  facteurs 
(x  —  fl)*',  (x  '—  3)", . . .  eh  sorte  que 

J=:  Çx  —  «)"•  (x  — i)'»....P 

P  ne  contenant  que  des  facteurs  du  i«'.  degré  inégaux; 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  la  dérivée, 
on  trouve 

Ainsi  la  fonction  de  x  proposée  a  (a:— «)*""'  («— i)""*.  •  • 
pour  plus  grand  commun  diviseur  avec  sa  dérivée ,  ce 
qui  reproduit  le  théorème  des  racines  égales  (5xo). 

IL  La  dérivée  de  log  (  cos  x  i  sin  *  •  V^—  i  )  est 
—  sîn  x  ±  cos  X.  ^—1 

cos X  rfc  sin  x.  ^— i 
est  aussi  la  dérivée  de  x  \/—  i  -^-^j  -^  étant  une  constante 
arbitraire  ;  donc  (702) 

log  (cos  X  ±  sin  -r  .  \/—  1)  =r  db  x  y^—  i  +  ^. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  qtfel  que  soit  x^  Cftk 
fera  x  =:  o ,  d'où  pn  tirera  ji  s^  o.  On  en  conclut  le  théo-^ 
réme  (  S80 ,  4*.  ) ,  d^où  il  sera  aisé  de  tirer  les  formules 
lij  /  et  A' ,  et  par  suite  les  facteurs  de  x^àzar',(S:iQ). 

IlL  Soit  une  équation  x*^-\-  px"*^^  -f. . .  -f.  w  s=  o  décom- 
posée  en  ses  facteurs  simples  (x  —  a)  (jp-— ^)  (x — c)*  • . . 
les  logarithmes  de  ces  deux  fonction»  de  x  sont  identiques^ 
d'où 

log  (x^+pxr*^*+ , . .)  =  log  (x— a)  +  log  (x — h)+. . . 


qui  se  réduit  à  rh  %/— *  i  •  Qr»  V  "^* 

/> 


2^»  Calcul  BiFrÉliEMTiÈL. 

et  prenant  les  dérivées  de  part  et  d'autre 

Cola  posé  ,  développons  chaque  fraction  suivant  les 
puisances  positives  de  a ,  69  • . .  nous  trouverons  (56 1) 

/^y,...  étant  les  sommes  des  puissances  i,  2,«..  des 
racines  ^  comme  n**.  589.  Notre  identité  ayant  pris  ce  dé- 
veloppement pour  2*.  membre  ,   mu iti plions-la  par 

ap?"-l-/?jc'"'"*+ . . .  pois  comparons  terme  à  terme ,  il  viendra 

fi+P  —  Ojf^'hpft  +  aq^Oy  etc. 

et  comme  passé  le  m^,  terme ,  il  se  forme  une  série  ré- 
currente dont  Téchelle  de  relation  est  py  g^  r. .  •  u,  on  re- 
trouve le  théorème  de  Nevvlon  (SSy)  sur  les  sommes  des 
puissances  des\acines.  De  là  on  déduira  (  V.  n^  54i)  la 
résolution  des  équations  numériques,  l'élimination,. .  •• 

IV.  Fx  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de 
X  j  soit  k  la  partie  approchée  d'une  des  racines  de  l'équa- 
tion Fxi=  o  et  ^  la  correcdon  qu'elle  doit  subir,  d'où 
jt  :=  A  4-^(  on  aura 

lorsqu'on  néglige  ^■»^«  •  •»  attendu   que  j'  est  une  petite 

Fk 

quantité ,  on  trouve  j*  t=  —  -=^  »  ce  qui  s'accorde  avec  la 

méthode  de  Newton  (5 16).  •   • 

£n  ne  négligeant  aucun  terme  ,  on  peut  tirer  la  valeur 
dey  de  cette  équation,  à  l'aide  de  la  série  n^.  671.  On  y 
fera  «  c=  /^h,  fis^F^k^  •  •  •  •  et  posant ,  pour  ahréger, . . . 
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Fk 

^  =  jpTT"?  S"*  €^t  Ï3  i«  correction,  il  vient 


z 


1 


f«A         «' 


la  racine  cherchée ,  ou  k  +y,  est  donc 

Cest  ainsi  que  de  Téquation  af^  — 2ur  =  5  ,  on  tire 
Ar£=  2,1  pour  valeur  approchée  de  Tune  de  ses  racines  :  or 
Fk  =  k^-^  aA—  5  =0,  o6i  ;  rkz=  3A«  — a  =  11,  a3; 
F'fk  1=  6A  ;=  la,  6  ;  donc 

_Fk  _    6i         P^_  1260 

et  xsi^a, I  —  0}OoS43i88 — 0,0000 1655 :=  2,094551*57 
3,  Sur  bs  Valeurs  f ,  o  x  00 ,  etc. 

P 

673.  Cherchons  la  valeur  de  la  fraction—^  lorsqu'en 

faisant  a;  :=  a,  les  fonctions  de  x  désignées  par  F  et  Q 

sont  nulles.   Si  P  et  Ç  sont  rationnelles ,  a?  -^  ^i  en  est 

^  P        R(x  —  û)* 
facteur,  commun ,  d'où  -rj  =    • r^  ,    jR  et   «S  ne 

devenant  pas  nuls  pour  x:=za  ;  on  supprime  ensuite  le 

P       R       . 
facteur  commun.  Si  m  =  n,  —  =:  -^et  il  ne  s'agit  plus 

Vf        ^ 
que  de  faire  x  =  a  :  mais  si  m  ^  ou  ^  n,  a;  —  a  reste 

pour  facteur  du  numérateur ,  ou  du  dénominateur ,   qui 

devient  nul  ;  la  fraction  a  donc  dans  le  i*'.  cas  une  valeur 

finie  ;  elle  est  nulle  ou  infinie  dans  les  deux  autres. 
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Mais  outre  que  ce  calcul  est  aésez  long ,  il  n^est  plus 
praticable  lorsque  la  fraction  est  irrationnelle  ou  transcen- 
dante. Changeons x  en  x^kj 

JL  deviendn.  fH- ^  P  + i  A.p> +■  ■> 

faisons  ensuite  a;=:  a  :  P  et  Q  sont  nuls ,  on  divise  ensuite 
Iiaùt  et  bas  par  h  et  on  a 

ft  =  o»  doBn«-— •  Remarquons  que  ies  suppositions  de 

£C£=aet^  =  09  reviennent  à  avoir  changé  x  en  a.  Ainsi  ^ 

P       P'        ,        , 

lorsque  x  =  a ,  Tf^^Tv'  ^^  arrive  que  P'  ou  Ç'  est  en* 

core=  o  y  la  fraction  est  donc  nulle  ou  infinie  ;  et  si  P'  et  Q' 
disparoissetit  ensemi>le  du  développement  ci-dessus,  il  faudra 
diviser  par  ^  A'  et  faire  A  =  o  ;  on  aura ,   pour  x  c=:  0  ^ 

P       Pff  ,    ,  . 

•\ jTff-*  et  ainsi  de  suite. 

Donc ,  paur  avoir  la  valeur  d*une  Jrattéon  fui  devient 
I  lorsque  x:=zaij  on  ê^érentiera'  le  numérateur  et  le  dino-- 
jninateur  un  même  nombre  de  fois  jusqWà  ce  que  lun  ou 
Vautre  ne  devienne  plus  zéro  ;  puis  mettre  a  pour  x.  On  ne 
doit  pas  craindre  que  toutes  les  dérivées  P  P^ •m,  soient 
nuUeS|  car  alors,  quel  que  soit  h ,  on  auroity* (a-|-^)  =0,, 
ce  qui  est  impossible.  On  en  dira  autant  de  Q'  Q'^  •  •  • 

Voici  quelques  exemples  dé  celle  ihéôrfé.  •   :*.   ' 

I.   La  sonnile  des  n  premiers  termes  de  la  progtessioa 

fi  I  :  X  :  x*  :  x' . .  .est ^  (ï44)  ;   «»  ^  =  i ,  cette 

X  "^"  1 

fraction  devient  ^  ;  prenant  les  dérivées'  des  deun  termes  ^ 
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notas  aurons  '■'  >  qui  aonne  n  pour  la  somme  cherchée^ 

ce  qui  est  d^ailleurs  évident. 

II.  Soit  ,       ^    ^ r-n: ,  qui  devient  f  pour  xz=zcz 

bx* — aôcjc  +  wr* 

ûjp  —  ac 
les  dérivées  éa  i«'.  ordre  donnent  encore  ^    ■,    =  S;  il 

faut  procéder  à  une  «ouvelle  dérivation  et  on  a  — .     Il    a 

fallu  deux  opérations  successives,  parce  que  (^  —  cV 
étoît  facteur  commun. 

3t^       -  QX'*'  "^^  c^x    i    o 

M.  De  stéme — donne  |  pourx  =  â; 

X*  —  a* 

les  dérivées   des    deux  termes  donnent  ^ * 

qui  pour  jt  =  a ,  est  nulle  :  zéro  est  donc  la  valeur  cher- 
chée ,  ce  qui  vient  de  ce  que  le  facteur  du  numérateur  e^t 
(x  —  ay  et  que  celui  du  dénominateur  est  {x — a).  Pour 
la  même  fraction  renversée  on  auroit  trouvé  Tinfîni,  par 
une  raison  semblable.  C^est  ce  qui  arrive  pour  x  =  a  da<|s 

ax  —  x* 


«4 .—  2,d^x  -(-  :kax^  —  x* 


o'  —  ^ 

IV.  a;  =  0  rend =  I  >    les   dérivées   donnent 

—    «         I  —  sin  X  4-  cos  «  j        ,  ^    „ 

V.  Pour  ■,"     ■    ■      ' dans  le  cas  ou  I arc  x  est 

sm  X  -{-  cos  a;  —  i 

—  cos  X  —  sin  X 

le  quadràns  •  on  aura  . : =i . 

*  cos  X  —  sm  X 


8 


VI.  Quand x=a,  V"^""'"-";^-"^^"^"^  devient^: 
3.  x8 
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les  clérivéas  des  deux  termes  soQt 

û' — 2^  a*  3  tf 

et  — 


on  a  donc  -^  a  pour  la  valeur  cherchée. 
YII.  Qn  verra  de  même  que  x  =  i,  donne  %  pour 

1  —  j:  -fr  log  X  a:*  —  ap 

1 — ^  {2.x  — «')  I  —  X  +  log  X 

<t  que  les  valeurs  respectives  sont  —  i  et  —  a- 

674.  La  méthode    que  nous  venons  d'exposer  cessera 
d'être   applicable  si    le    théorème    de    Taylop    est  fautif 
dans  tordre  des  termes  qu'ion  est  obligé  de  conserver  :  ce 
qu'on  reconnoîtra  aisément  puisque  l'une  des  dérivées  aux- 
quelles on  sera  conduit  deviendra  infinie.  Alors  il  faudra 

p 

changer  x  en  a-^-h  dans  77  >   et  effectuer  le  développe- 
ment (658),  en  se  bornant  au  !•'.  terme  de  chacun.  On  aura 

Ah*^  I   ^  ^  ^ 
alors  —, -^y  771  ou  n  étant  fractionnaire  ou  négatif. 

On  divisera  les  deux  termes  par  la  puiss^.nce  la  plus  basse 
de  h  et  on  fera  A  =  o.  Si  tti  =  71  on  a  la  valeur  finie 

"B"  ^  ^^  ^^^  nulle  ou  infinie  suivant  que  771  est  >  ou  <  n. 
I.  Soit  ^ ^  j  x-=za  donne  | ,  et  il  est  inutile  de 

{x fl)=* 

recourir  aux  dérivées  des  deux  termes ,  puisque  celle  da 

dénominateur  est  infinie.  Faisant  x  =  a  -f-  A,  on  trouve 

3  3 

i- ^, — ^  •  qu'on  réduit  à   ^^ ' — ^  y    h  z=,  o   donna 

cufia  (20)^  pour  la  valeur  cherchée. 
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H.    ^^— « ?- —    ^   , i  devient  5  pour  x  =a: 

faisons  ae  ^=  a  -\-  hj  nous  aurons 

«n  développant  par  la  formule  du  binôme.  On  divisera 
haut  et  bas  par  A^  et  faisant  ensuite  A  =  o  ,  on  aura 

«nfin  ■  ,   qui  est  la  valeur  demandée. 

IIL  Pourx=.dans^^""^^>^^^~^>  +  ^(^^^) 

on  mettra  c  -\-  h  pout  x  ;  on  pourra  même  employer  la 
formule  de  Taylor  k  la'  recherche  des  termes  provenus 
de  (x  —  c)^(x  —  b)  et  ^(x -f-c) ,  pour  lesquels  elle 

n  est  pas  fautive  (660)  y  on  aura  -^ —  ■  ^  ■ ; 

^A-.iA(3^r»+--- 

divisant  par  y/ A  et  faisant  ensuite  A  =:  o ,  on  trouve  s 
pour  la  valeur  cherchée. 

IV.    . '-- est  I  lorsque  x  =s  a  ;   met- 

tons  a-f"^  P^^''  ^f    ^   développons,  nous  aurons.  •• 
s 

'  ^ ,    .    .,  ■ •}  donc  4  est  le  nombre  demandé. 

3A  +  iA»  etc.  ^ 

675.  Lorsque  x  =  a  donne  à  un  produit  PQ  la  forme 
0  X  où  9  on  met  pour  Ç  une  valeur  —  9  telle  que  R  soit 

P 

nul  pour  x  =  a;  alors  on  a  la  fraction  -rrqui  devient  f, 

R 

(i-^x)  tang   (i  srxji  lorsque  x  =  Z|  est  daas  le  cas 
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dont  il  s^àgit  Mettons  -^ pour  la    tangente   et 

cot  (i  »  or)    ^  ^ 

nous  aurons j  cette  fraction  traitée  comme  on 

cot  (ï  »  a:) 


Ta  dit  donne  — 


« 


•    P    »•  .        00 


On  raisonnera  de  même  si  -^   devient  ^   ;   soit  •  par. 

Q  ^ 

exfimï>te,P=UngfiL.-V    etÇ=_^l_;la 
fraction   devient  ^  lorsque  «  =  a  ;   nub  elle  se  change 


en 


i i —  d'oà  c=:  «I.  21. 

«■  cot  (  —  .  —  1  * 

\a      a/ 

Enfin  si  on  a  00  —  00  pour  x  =  0,  on  transformera. 

l'expression  en  —  —  —  ^  P  et  Ç  étant  nub  ;  ou  .  ■  y 

ce  qui  rentre  encore  dans  ce  qu'on  vient  de  ^re.   C'est 

I  X 

ainsi  que  ; —  ^ pour  âp  s=  i ,   prend  la  forme 

*      logar         loga:  * 

■i        ■;  en  aura  enfin  — «  x  pour  le  nombre  demandé* 

iog  «  ^ 

4*  Des  Maxima  et  Mininia^ 

676.  Lorsqu'en  attribuant  à  x  différentes  valeurs  suc- 
cessives dans  une  fonction  y  r=ij'x ,  elle  croît  d'abord  pour 
décroître  ensuite ,  on  donn<i  le  nom  de  Maximum  à  l'état 
de  la  fonction  qui  sépare  les  accroissemens  des  décroisse— 
'mens:  et  si^  décroit  d'abord  pour  crcuitre  ensuite,  1^ 
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Minimum  e^t  Tétat  qui  sépare  les  dëcroissemens  des  ac- 
croissemens.  On  dit  donc  qu'une  fraction  fx  est  rendue 
un  maximum  ou  un  minimum  par  la  supposition  JI0  x  =3  a  , 
hrsqu^elle  est  phis  grande  dans  ie  1^,  cas  et  plus  petite 
dans  le  2*.  4^ue  les  valeurs  ficelle  auroit  en  prenant  pour  x 
deux  nombres ,  Vun  ^  a,  Vautre  ^  a  IMMÉDIATEMENT. 

Si  ,  par  exemple  ,  on  représente  par  une  courbe 
CENlm . .  Péquation^=yx,  pour  les  maxima  CB  GF^  les 
ordonnées  immédiatement  voisines  sont  plus  petites  que 
celles-là  :  le  contraire  a  lieu  pour  les  minima  III,  Qn  voit 
aussi  qu'une  fonction  Jx  peut  avoir  plusieurs  maxima  et 
minima  inégaux  entre  eux. 

Ainsi  pour  juger  sjja  est  un  maximum  ou  un  minimum , 
il  faut  que  f{a  •\-  K)  et  J[a  —  K)  soient  tous  deux  ^Ja , 
on  tous  deux  <^fa^  quelque  petit  que  soit  h.  Mais 

J{aJ^K)  ^Jà  +  hfa  +^/«r  a  +  etc. 

f(a  —  A)  =Ja  —  hfa  +  —f  a  +  etc. 

Dans  ces  développemens  ,  on  pourra  toujours  prendre  h 
assez  petit ,  pour  que  le  terme  hpa  remporte  sur  la  somme 
de.  ceux  qui  le  suivent  (663),  en  sorte  que  le  signe  de  hf'a 
sera  celui  de  toute  la  suite  à  partir  de  ce  terme.  On  aura 
donc/(ii  +  h)  =fa  +  Ph  et  /(a  —  h)  z=zfa  —  Qk.  Or, 
il  est  visible  que^â  ne  peut  être  compris  entre  ces  valeurs  ; 
ainsi  Ja  n'est  ni  maximum  ni  minimum.  On  voit  qu'il 
faut  quey'a  =r  o  ,  et  que  pour  trouver  les  valeurs  de  x , 
qui  sont  seules  capables  de  rendre  Jx  un  maximum  ou 
un  minimum  ^  il  faut  résoudre  l'équation 

Alors  nos  développemens  répuis  en  un  seul  ,  sont 


2. 
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et  si  J^a  est  positif  on  voit  que  yÇa  -|-  h)  t=.Ja  +  i%* 
t\f{a  —  h)  ^=-fa  -|-  ÇA"  d'où  il  suit  qu'il  y  a  minimum^ 
On  verroit  quMl  y  a  maximum  si  y^^a  est  négatif. 
Mais  sJJ'^a  =  o,  on  a 

y  (a  ±  ft)  =/«  +  J  »'/'"«  +  ^  h]f"a  +.... 

et  on  retombe  sur  un  développement  semblable  à  ceint 
du  1*'.  cas,  d'où  il  résulte  qu^il  n'y  a  ni  maxrtnum  m 
minimum  ,  si  J'^a  n'est  pas  nul  :  J'*''a  est  négatif  pour 
l'un  et  positif  pour  l'autre  ;   et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu'après  avoir  trouvé  les  racines  de  Ti^ 
quaiion  f'x  =  o  ,  on  substituera  chacune  dans  fx  ,  f"'x,... 
jusqu^à  la  première  dérivée  qui  n'est  pa^  nulle  :  la  racine 
correspondra  à  un  maximum  ou  un  minimum,  suivant  que 
cette  dérivée  sera  négative  ou  positive;  pourvu  qu'elle  soit 
d'ordre  pair  \  car  sans  cela  ,  il  n*^  auroit  niVun  ni  Vautre. 

Nous  présenterons   ici   quelques  exemples. 

I.  Pour^  =  y^  (  ^P*)  ^  on  a  j'  =  —^ — -;  cette  quan- 
tité ne  pouvant  être  rendue  nulle,  la  fonction  ^ {2,px) 
n'est  susceptible   de  maximum  ni  de   minimum. 

II.  Pourj  =  ^ — (a?  —  a}»,  on  trouve 

y  =  —  2  {x  —  a)  =  o ,  d'où  X  :=z  a^  y"  T=.  —  7.1 
ainsi  X  scz  a  donne  le  maximum  y  ^=1  b  ^  puisque  y* 
est  négatif  ;  c'est  ce  qui  est  d'ailleurs  visible.  Pour.  .  * 
y  z=:  b  '•\-  {x  —  a)',  on  auroit  un  minimum. 

En  général  j''  =  X  (  ic  —  a  )"  ^onne  j;  =  a , 

y/  =  |X'(;c  — û)+/iX}  (or— û)«-sy'':=etc. 
Il  sera  facile  de  voir  que  x  ^=1  a  donne  un  maximum  oik 
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Un  mîmmwn  suivant  que  X  devient  parl^  négatif  on  posi- 
tif, poiirv'n  que  n  soit  impair. 

--  III.  Soit^=     %     ',  >  ^"^  *û  ^^«  (  *'••  l'cglc»  n°«  63a) 

y  =s  o  donne  a?  =  ih  1  j  mais  alorsy  =  ±:  j  et^"  =  rp  -J; 
donc  d;  =  I  répond  au  maximum  |  ;  et  jc  =:  —  x  au 
minimum  —  ^^^  on  plutôt  au  maximum  négatif,  puisque 
nous  sommes,  convenus  de  regarder  les  quantités  comme 
plus  grandes  ou  plus  petites  suivant  qu^elles  sont  plus 
avarncée^   fers  rinfinî  positif  ou  négatif. 

IV.  Pour^»  —  %mxy  -J-  jp*  =  a*,  on  trouve  (689) 

^  "^         y  —  mx  y  •""  ^^ 

tjï  employant  pour  plus,  de  commodité  la  1'*.  règle  du 
n".  633.  y*  ■=.  o  donne  my  =  x  \  éliminant  a;  et  j"  à  Taida 
de.  la  proposée,  on  troave 

±:  ma  ds  « 

fl 

et  comme  y^  r=  — r-  •  on  a  un  maximum  et  un 

minimum. 

V.  Pareillement  3^  —  Z  oxy  •\-y*=zo  donne 

^  y  —  ax     ^  J-»  r—  flJC 

•n  voit  que  x  =    o  répond   au  minimum  j^  ss  o  ;   et 

3 

ip  =  a  ^a  au  maximum  y^^a  V^4* 
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YI.  Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  «   àe  sorte 
que  le  produit  de  la  puissance  m  de  Tune  pu*  4a  puis-- 
sance  n  de  Tautre,  soit  le  plus  grand  possible.  En   pre- 
nant X  pour  Tune  des  parties ,  il  faudra  rendre  mi  maan-' 
mum   la  quantité 

d'où    ^'=:a?"*^(tf  —  ar)"—»  |miï — x(/?i  +  7i)J 

jr*  rs*"^*  (a  •—  jc)*-*  J  (m+/i— i)  (7714^11)0;*— -ele.  \ 


r^  =  o  donne  «  =:  o  >  a;  s=  0  et  or  ±=        ■    .  :  cette  der- 

^  m  -^  n    > 


mère  racine  convient  au  maximum  qui  est 

V  fH"  \tt 


m"* 


(a        Vm-t-n 
— -p —  j       }  les  deux  autres  répondent   à   des 

mînima  quand  m  et  »  sont  pair$. 

On  verra  donc  que  pour  partager  un.  nombre  a  en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
sible ,  il  faut  en  prendre  la  moitié  :  c^est  pour  cela  que 
sî  on  a  q  positif  >'.J/?'*,  les  racines  de  ar*  *j- pjc  -f"  y  =20 
*ont  imaginaires.  (  Voy.  iSy,  4*0 

VIL  Quel  est  le  nombre  £  dont  ià  raeîne  ^.  est  xm 

maximum?     on   à  jr  x=  ^«,  d'où  (64g) 

»             I  —  loea:  , 

X  =^* —  =  o  et  logx=:  I, 

X* 

le  nombre  cherché  est  donc  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens ,  ou  a;==:^  =  ^,71828.. - 

YIII.  De  toutes  les  fractions  quelle  est  celle  qui  sur- 
passa, ^a  puissance  772°.  du  plus  grand  nombre  possible? 
Soit  X  cette  fraction ,   onaj'szsx  —  «*, 


m — 1 


J''  =  I  —  mx"*"^  s=:  o,  d'où  x  =  1/    — • 

w      m 
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IX.  De  toutes  les  cordes  supplémentaires  d'une  eUîpse, 
quelles  soDt  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle  P  En 
désignant  par  a  et  ^  les  demi-^xes ,  «  ot  m'  les  Ungentes 
des  angles  que  ces  cordes   font  arec  le^  x  ^  et  faisant 

mm'  t=.  —  —    (4^6),    Tangle    des  cordes  a  pour  tan- 

gentc  (870) 

m'  —  m.  o*        f   *'     ,        > 

■     ■     ■  ag.-—  "  '  ■'  ,■  < r  «  >• 


Prenant  la  dérivée  relative  à>«,   on  trouve 


b*  b 

-(- 1  =  a,  d*où  tf  =:  ±  —  9  donc   (  433  )    les    cordes 


dont  fl  s'agit  sont  dirigées  à  Uune  des  extrémités  Au 
petit  axe  :  leurs  parallèles  menées  par  le  centre  ,  sont 
donc  les  diamètres  conjugués  qui  forment  le  plus  petit 
an^le  possible  (43195**.  )  ;  ces  diamètres  sent  égaux.  On 
a  encore  «  =  00  ,  qui  répond  au  minimum  ^  et  donne 
les  axes  de  Tellipse. 

X.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base  Uf 
et  Isopérimitres ,  c.-à-d. ,  de  même  contour  2p^  quel 
est  celui  dont  Paire    est  la  plus  grande?  on  a  (338) 

y»  =  p(p— tf)  (;^— ap)(ii+tt:— y») 

en  désignant  Taire  pat  y ,  et  Tun  des  cdtés  inconnus 
par  x\  carie  3*.  côté  est  3^  — a— a:.  Pour  rendre j-* 
un  maximum j  prenons  les  logarithmes  et  la  dérivée, 
nous  aurons 


I 


-| =  o ,  d'oà  2X  =  2p  —  ai 


ainsi  le  triangle  cherché  est  isoscèle. 

Engénéralde  tons  les  polygones  isopérimclres,  celui  dam 


a8a  CAtCVt  DiPPiHÉNTlEt; 

19.  Taire  est  la  plus  grande  est  ëqnîlatcràl  ;  car  soît  yiBCDff 
le  polygone  maximum  ,  si  j4B  n'est  pas  r=i  BC^  fal^^ons 
le  triangle  iso5.cMe  jiJC  ^  tel  qnejil  -A-  IC=r  AB  -f-  fiC; 
nous  aurons  AIC>ABC,  d'oii  jlICDE^  ABCDE ,  ce 
qui   est  contraire  à   Thypothèse. 

20.  ^I«  Sur  une  base  donnée  AC  =  a,  quel  est  le  plus 
petit  des  triangles  circonscrits  au  cercle  OF?  Soit  1^ 
rayon  OF::=.r^  AFzs=.ADz=rx^  le  périmètre  a^,  CF  sera 
=  C/^  =  fl  —  x\  BE  =r  JBZ)  sera  :ss  p  -^^  a.  Les  trois 
côtés  étant  a^  p  —  x  et  p — a-]-x,  Taire  j'  du  triangle 
(338)  sera  donnée  par 

« 
y 
et  mettant  :-—  pour  p ,   on  aura 

jrr^  =  x  Cr  — cr)(a— «); 

prenant  la  d'érivée ,  cl  faisant  j^'=o,  on  trouvera  .  .  ^ 
(jr  —  Àr)  (fl  —  2J:)t=o;  d'où  a:  =  j  a  ;  jF'  est  le  mi- 
lieu de  AC\  les  deux  autres  côtés  sont  égaux,  et  le  triangle 
est  isoscèle. 

jii,  XII.  Soit  pris  les  parties  quelconques  égales  Aa  Bh  Ce  Dd 
sur  les  côtés  d'un  carré  ABCD  ;  la  figure  aJfcd  sera  un 
carré  ;  car   1°.  aB  ^:=.  bC  z=.  . ,  *  de  sorte  que  je  triangle 

WAa:=aBbz= ,    et  par  conséquent  ab  =  bc-  cd~  ad\ 

a",  a  est  le  sommet  de  deux  angles  complémens,  et  de 
l'angle  dab ,  donc  celui-  ci  est  droit  ;  de  même  pour 
abc  etc. . . 

Cela  posé,  de  tous  les  carrés  inscris  dans  un  carré  donne^ 
on  demande  le  plus  petit.  Soit  AB  sz  a^  Aa  =0; ,  à^oit 
aB  =  a  -—  x;  puis  le  triangle  Aab  donne 

ûJ' =r  2x*  —  ;iaar -f- a',    l^x — 2a  =r  o  ; 

donc  jc  =  ^  tf  ;  ainsi  le  point  a  est  au  milieu  de  ABm. 
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XIII.  De  toas  les  paralUlipîpèdes  rectangles  éganx  à  un 
cube  donne  o^  et  dont  la  ligne  b  est  une  arête,  quel  est 
celui  dont  la  surface  est  la  plus  petite  ?  Soit  x  eïjr  les 


a' 


autres  arêtes,  hxy  sera  le  volume  =0';  donc  b,  x  ti  -— 

"^  bx 

sont  les  dimensions  du  parallélipipède  ;  ses  faces  ont  pour 

aîres-r-  •  bx  et  — :  le  double  de  leur  somme  est  Faire  totale. 
b  X 

Egalons  la  dérivée  à  zéro ,  nous  trouverons  a  ft =  0» 

X 

d'où  or  =  |/  —,  et  par  conséquent  j^  =  1/    —  =  a:  2 

donc  les  deux  autres  dimensions  doivent  être  égales. 
Si  le  côté   b  n'est  pas    donné ,  x  étant  toujours  Fun 

d'eux  I  les   autres  doivent  être  1/    —  ,  en  sorte  que  la 
surface  toule  est U  4  l/à^x  ,  d'où 

X 


—  =  |X  —  et  a;  =  a  ; 

X*  Y        X 


le  cube  proposé  est  donc  le  parallélipipède  rectangle  de 
noindrp  surface. 

XIV.  Lorsqu'on  vent  appliquer  aux  courbes  la  règle 
donnée  ,  on  forme  (  639  )  la  dérivée  de  leur  équation  : 
les  racines  réelles  àt  x  ei  y  qui  satisfont  à  la  proposée 
et  à  sa  dérivée  s'obtiennent  par  rélimination';  elles  peuvent 
seules  répondre  à  des  maxima  ou  minima  d'ordonnées. 
On  prendra  la  dérivée  du  2^  ordre,  et  faisant  j^'  =  o, 
puis  mettant  pour  x  ti  y  l'un  des  couples  de  racines 
obtenus  ,  si  x  =  A  F  ti  y  •=.  F  G.  rendent  y^  négatif,  le 
point  G  sera  un  maximum  :  si  les  coordonnées  AH  HJ 
rendent  jr'f  positif,  /  sera  au  contraire  un  minimum* 
yojr,  les  exemples  FV  et  V, 


s84  CàXsWh  mnimmiU" 

Sî   les   développemens   de  y  (  0  it  A  )   etoient  fautifs 

éaiiis  les  termes  auxquels  on  est  forcé  de  recourir  pouo 

reconnoître  les  maxima  ou  mmima ,  il  faudroit  cherchée 

ces   développemens  9   tels   quMls  doivent  ^tre  (658) ,   et 

▼oir  s'ils  sont  en  effet  Fun  et  Pautre  ^  ou  K^fa.  Ainsi 

5 
y  ^=zb  •{-  (a:  —  « )®  donne 

5      "  10 


y  =  \Xx-a)\yfl  = 


9V(*— «) 


y  :=  ot  donne  x  =  a  qui  rend  y^  z=io:)  i  ainsi  la  formule 
de  Taylor  est  fautive.  IMi^is 

donc  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Au  contraire  ^ 

4. 
dej'  =  3H-(a:  —  c)^,  on  tire 

f\a  +  h)  =  b  +  A*=y  («-A); 
donc  X  :=  a  et  j  =  è  répondent  i  un  minimum.  Qn  au- 

roit  un  mt^^mum  pour  y;=2  à  -^  (x— -a)*^. 

€77.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables^  z  ^=f{x^)% 
imitons  les  raisonnemens  du  n**.  676.  Changeons  x  en 
X  -{-hf  et  j  en/  +  Ar,  et  développons  comme  n".  66â }  ea 
faisant  k  =.ttkj  nous  aurons 

(dz         dxr\        h'/d^z  d*r  d*r\ 

or ,  pour  qu'on  ail  tpujows  Z  <  .r  pu  Z  >  z,  quielque 
petits  que  soient  //  et  A  9  il  faut  que  le  second  terioe 
2ioît  nul  quel  que  soit  «,  iji'pLi 

dz  àz 
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maïs  en  outre ,  le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le 
cas  du  minimum  et  négatif  pour  le  maximum.  On  ^^ 
minera  donc  x  et  ^  entre  les  équations  (i) ,  et  leurs 
racines  pourront  seules  convenir  au  but  proposé  :  puis 
ilfàudroit  les  substituer  dans  le  terme  suivant 

A*z  i*z      ,        d*r 

d«»  dxd;^  dy' 

qui  devroit  être  perpétuellement  de  même  signe ,  quel- 
que valeur  qu'on  attribue  à  « ,  et  quel  qu'en  soit  le 
signe.  Or  une  quantité  ^  -f~  ^  «  -^  -f-  «'^  ne  peut 
conserver  son  signe  quel  que  soit  «  f  à  moins  que  set 
facteurs  ne  soient  imaginaires  (  49^9x39  ))  ^^  ^l^i  exige 
que  AC  *-  J9^  ^  soit  o.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

d»z  A*z       /   d«g    Y^ 
Â?d^~V"d^>)  ^'^ —    ^*^' 

-= —  et  -= —  devront  donc  être  de  même  siime  ;  s'il  est 
4e*       dy»  ^ 

d*z 
négatif,    pour    A:    =    o    notre    trinôme   étant  s=  — ^ 

et  négatif ,  le  trinomô  conserve  toujours  ce  signe  ;  il  y 

^  donc  maximum  :  il  y  a  minimwn  quand  -; — et-r*-  sont 

^  ^  dx»       d^» 

positifs.  Et  ii  la  condition  (a)  n'est  pas  remplie ,  ni 
l'un  ni  l'autre  n'ont  lieu. 

Si  les  racines  des  équations  (i)  rendent  fmlsies'tefmo 
de  notre  trinôme ,  il  faut  recourir  au  4*-  terme  du  dé» 
veloppement  qui  doit  aussi  être  nul ,  pui»  au  5*.  ,  et 
ainsi  de  suite. 

Quelle  est ,  par  exemple ,  la  plus  courte  distance  entre 
deux  droites  données?  Nous  prendrons  l'une  pour  airi* 
4es  Xy  l'autre  aryant  pour  ëquationt 
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z  =  ax  -^  m    y  =:  bx  -{-  fi. 

Prenons  sur  la  i'*.  un  point,  dont  x'  soit  Pabscisse  : 
sa  distance  à  un  point  quelconque  de  la  seconde  sera  (60 1) 

-R'  =  C^  — ^)*+r +  ^S 

ou         jR'  =  (  X  —  a:'  )*  +  ( 3x  +  yS  ;»  +  (  oo:  +  «  )». 

Désignons  ce  2'.  membre  par  t ,  nous  aurons 
àt 

—  =a(x  —  X')  +  2{bx+  /Ô)34-a(flX-f-a)tf  =  0 

-r —  =  —  2(x-^a:')ç=o,  oua?  =  x'. 

Qx  • 

0(t  •4-  bfi 
Donc   x=  —  — ^ ^  »    Puisque    j::=a:',    la    ligne 

cherchée  est  perpendiculaire  à  Taxe  des  x ,  et  par  con- 
séquent elle  Test  aussi  à  la  2".  droite  qu'on  auroit  pu 
prendre  pour  cet  àxe  :  cVst  ce  qu'on  sait  déjà  (  274  )• 
Du  reste 

àt  .         .    ,  ,       dv  d'/ 

la  condition  (2)  est  satisfaite ,  puisque  (a*  -f-  ^'  )  4  ^  <)  t 

dv 
et  il  y  a  minimum  parce  que  -p-^  est  positif.    La    Ion- 

%xx 

o  j3  ■»-*  b  §t 
gueur  de  la  ligne  cherchée  est  R  =— rr : — :— r"»  L'c- 

^nation  dé  sa  projection  sur  le  plan  jrz  tst  jr  =  jiz  ^ 
«t  comme  elle  passe  par  un  point  (  xjrz  )  de  la  2*.  droite  , 

j       bx  -}-  ^ a  ^ 

donc  ces  lignes  satisfont  à  la  condition  (6z8,5^)  et  sont 
perpendiculaires  entre  elles  ;  ce  qu'on  ayoit  déjà  prouvé. 
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CHAPITRE    m. 

Applications  géométriques  du  calcul 

différentiel. 


I.  Méthode  des   Tangentes, 

678.  Soit  proposé   de  mener    une    tangente  TM  au    2a. 
point  M  (  x^y  )  de  la  courbe  DMM'  dont  Fëquation  est 
donnée  y  =yjt  :  celle  de  la  droite    TM  est 

r  — j=  Ung«(X— a:), 

X  et    K  étant  les  coordonnées  variables  de  la   droite  et 
«  Tangle   71   Menons  une  sécante   quelconque  SMM'  ;  la 

M'Q 
tangente   de   Tangle  M'MQ  ou  5  est  =  -    y-    :     dési- 
gnons par  k  et  A  les  accroisse  mens  M^Q  MQ  des  coor- 
données; Téquationj^  z=Jxy  donne 

/(  X  +  h)  ^Jx  ou  k=y'h  +  '\y^}C  +  etc. 

k 
Donc  tang  S  '=  —  =zy  -}-  i  J'^'^^  +  etc.  Pour  la  tangente 

n 

TM  les  deux  points  M  et  M'  doivent  être  réunis  en  un 
(4o3);  ainsi  faisant  A  =£:  o,  on  trouve 

Unga=y  eir  —  y=yiX  —  x)y 

pour  IVquation  de  la  tangente.  Si  pour  le  point  M  (  a^b) 

de  la  courbe  ,   on   avoit  /  (^a  -j-   A)  =  ^-f-  -^**  +  •  •  • 

k 
m  éunt  <  1 ,  on  en  tireroit  -r-=  -^A*~'  +  •••  •*  fa>**nl 
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A  ==  o  9  tang  «  =  00   :  là  tangente  seroit  perpendiculaire 
aux  X,  Donc ,   même  lorsque  ia  formule  de  Taylor  est 
en  défaut ,  y'  détermine   Finclinaison  de   la  tangente. 
1°.  La    nermale  MN  fait  .avec  Taxe  des  x  un  angle 

(  370  )  dont  la  tangente  est  —  —  f  son  équation  est 

m 

a*.  En  faisant  i^  =  o,  on  a  tes  abscisses  AT  AN  des 
pieds  de  la  tangente  et  de  la  normale;  d^où  on  tire  x  —  X, 
ou 

sùus-tùngentê  TP  =  -^  ^  sous^-normale  PN  =  yy. 

Lorsque  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif,   cela  inéîqife 
que  ces  lîgne^  tombent  en  sens  opposé  de  celui  de  notre 
figure  :  il  suffit  alors  d'examiner  si  c^cst  y  ou  jr*  qui  ^t 
négatif  pour  reconnoître  la  situation  de  ces  lignes. 
3**.  hes  hypothénuses  TM  et  MN  donnent 

tangente  TM  =  -^^(i  +yO 
normale  MNsrz  y    ^(i  +^^0- 

4\  Enfin  cos A  =-77 — : — r^  et  sin «t=    .,     , — ---. 

5°.  £n*appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  (  F",  n*.  4*0) 
au  cas  où  Pangle  des  coordonnées  est  quelconque  ^  on 
trouvera  que  l'équation  de  la  tangente  ft  la  valeur  de  la 
sous-tangente  restent  lesmémes. 

Voici  quelques  exemples  de  ces  formules. 

I.  Dans  la  parabole  y*z=2px;  d'où  y  t=-^  :  ainsi 

y 

^y  =p ,  ~:=^skx  :  la  normale  MN=:}/{2px  '+p^)y  (4i  1). 
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IL  Pour  l'ellipse  et  Thyperbole  ay^±b*x*=±a^i^  ^ 


!».>.       -  *** 


d'ouj'=qp--_,    (4o4ct4i5). 

m.  Pour  rëquatlon  y*»  =  x'a'"^-^ ,  on  trouve 

y           nue  .   , 

•—j-  = .   La    parabole    cti    est  un   cas  particulier  ; 

c'est  ce  qui  a  fait  donnée  aux  courbes  renfermées  dans 
cette  équation  le  nom  de  Paraboles ,  tti  et  n  étant  positifs • 
j^=6*j;  s'appelle  la  première  parabole  cubique  ;  y'^^nax* 
est  la  seconde. 

De  même  on  donne  le  nom  ^Hyperboles  aux  courbes 
dont  l'équation  est  op^j**  r=  fl"»"*^  ;  leur  sous-tangente  est 

-^  =  —  ;  elle  est  la  même ,  prise  en  sens  con- 

y  n 

traire,   que  dans  le  cas  précédent. 

IV.  Pour  la  courbe  dont  l'équation  est  x^ — 3ax^-f^'=o, 

on  a 

av  —  X*                           y'  —  oxY 
y'  =  ^ ,  souy4ang.^  2^- ^  y  etc. 

^  jr«  —  fla;    '  ^  ay  —  x^ 

y.  Dans  la  logarithmique  (468),  y^=a^  donne.  •••' 


y   _ 


y  Ainsi  la  soUs-tangente  est  égale  ao  mo^ 


y'  log  a 

dule  (  577  ). 

VL  Soient  ^P=x,Pilf=jr,   >/Ç=r=:ï/(aiy— ^«J,    a3. 
l'équation  de  la  cycloïde  AMF  eti  x=:arc  (sin=rz)  — z, 
(471)  •  l'>r<^  ^&^  ici  pris  dans  le  cercle  générateur  MGDf 
dont  le  rayon  =,r.  La  dérivée  est  donc  (  65a) 


rz' 


—  Z'y      0%g' 


* 

Donc  l'équation  dérivée  de  la  cycloïde  est 

yy'^y/{^ry^y-)    ou  y  =  ^(^^^j. 
a.  19 


sgo  ,    Calcul  différentiel. 

ji3.    Tongine  étant  au  point  de  rebronssement  A. 

Pour  mener  une  tangente  TM  ^  on  remarquera   que 

Ainsi  la  ligne  MD  menée  au  point  de  contact  D  du  cercle 
générateur  avec  Taxe  jiE  est  la  normale.  La  corde  MD 

en  est  la  longueur;   et  on  obtient   en  effet •• 

j  y(  1  +  j^')  =  \/(«  ry).  La  corde  supplémentaire  MG 
est  la  tangente.  On  voit  donc  que  pour  mener  cette  ligne, 
on  décrira  MJV  parallèle  à  Taxe  AE  ^  puis  KF  et  enfin 
MG  parallèle  à  KF. 

Si  r origine  étoit  située  au  point  le  plus  élevé  ^,  en 
sorte  qu^on  prenne  FSi=^x^  SM=.y^  Téquation  de  la 
cycloïde  seroit  a;  =  arc  (sin  =  z)  4*  ^  9  <iont  la  dérivée  est 


y=V{-7^y 


On  auroit   aussi    trouvé   cette    équation  en  transportant 
Torigine  en  F  ^  et  changeant  ci-dessus  x  en  vr  — x  et 

y  en  ar— j. 

679.  Lorsque  Féquation  et  un  point  d^une  courbe  sont 
donnés,  on  sait  y  mener  une  tangente.  On  peut  aussi 
résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  relatifs  aux  tan-^ 
gentes,  tels  qne  de  les  tracer  par  un  point  extérieur  ou  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  [V,  n~.  879,  a*,  et  4o8),  etc. 
Cherchons,  par  exemple ,  Tangle  /9  formé  par  la  tangente 
2,A^  TMy  et  le  Rayon  Vecteur  A  M  mené  de  l'origine  au  point 
de  contact  il/(ar,  j).  L'angle  ê  que  ce  rayon  vecteur  fait 

avec  les  x  est  connu ,  puisque  tang  ù  =  -^^  3  d'ailleurs 

X 

tang  e(.t=y'  ;  donc  (370) 

yx-^y 
tang  (  a— -â  )  ou   iànsfi^z'^ — /     v» 
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Pour  Tëquation  y*-|- jp»r=r*  qui  appartient  au  cercle , 
on  trouve  tang  /S  =  oo ,  ce  qui  est  d^ailleurs  évident. 

680.  Lorsqu'une  courbt  £M  est  rapportée  à  des  coor-   i4* 
données  polaires  ÉM:s=ir  ^  MÀP  =  ê^  les  formules  pré- 
.  cédentes    ne   peuvent   servir    qu'autant  qu'on   traduiroit 
préalablement  IVquation  rz=zj0  de  la  courbe  en  x  tiy 
k  l'aide  des  équations  (385) 

^u  lieu  de  cela ,  on  préfère  transformer  en  r  et  é  les 
formules  de  sous-tangenles ,  etc.*.  .Pour  cela,  il  faut 
prendre  I   pour  variable  indépendante  au  lieu  de  «,  et 

mettre  -^--  pour  y^  etcl. .  •  (653)  ;  puis  faire 

j/  =Kcosl  — rsin*,    y'zrzr'  sini  -{-  rcosé, 

d'où  xjc'  -f-^y  =  ^'  Par  exemple,  la  valeur  de  tang  % 

y'  X  — •  xW 
deviendra  d'abord  r-; — ; — 7^  ,   puis      v 

r 
tang/Ss— .    .. 

On  pourroit  de  même  traduire  en  r  7^  et  4  les  valeurs 

V 

yy^  -^  ,  etc.  ^mais  ji  cause  de  leur  complication  (653,  y.\ 

on  préfère  le  procédé  suivant.  On  nomme  Sous-tangente  la 
longueur  de  la  partie  AT^  prise  sur  la  perpendiculaire 
\  AM\  le  point  Tétant  ainsi  déterminé,  la  tangente  TÏtf 
.s'en  suit.  C)r  le  triangle  7^i^  donne  Atz=zAM  Un^  fi^  o(k 

r* 
sous-tang  =  ^TïTs-^. 

Pour  la  spirale  d'Archimède  (47^)  ^. 

aê        r*  r 

a»        r'  ,  r* 
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20.  Aîiiisi'la'sbus-tangente  AT  est  égale  en  longueur  à  l'art  de 
cercle  décrit'  du  rayon  -^iV=r:r,  et  qui  mesure  Fangle 
■MÀx:stz^,  Quant  à  Tangie  fi ,  il  croît  sans  cesse  ;  et  comme 
ce  n^est  qu'après  une  infinité  de  révolutioiïs  du  rdyon  vec-» 
teur  que  ê  devient  infini  ;  Fangle  droit  est  la  limite  de  j8. 
Dans  la  spirale  hyperbolique  (473) 

a 

r  = —  y   sous-tang=— tf    tang  ^=—  $  ; 

iinsi  la  soUs-tangente  e^t  constante  :  Fasymptote  est  ht 
limite  de  toutes  les  tangentes  ;  enfin  Fanglë   du   rayon 
Vecteur  avec  la  tangente  est  obtus  et  décrclit  à  mesure 
que  4  augmente.   Foy'.  dans  le  i*'.  volume  la  fig.  sSo^ 
Pour  la  spirale  logarithmique  (474) 

La  courbe  coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  le  même 
angle  ;  cet  angle  est  de  5o® ,  quand  a  est  la  base  des 
logarithmes  népériens  :  la  sous^tabgente  croit  proportion- 
nellement au  rayon  vecteur. 

A.  Dès^  Rectifications  et  Quadratures. 


sa. 


G8i.  Lorsque.  Péquation  y=fic  d'une  courbe  JffJIP  est 
.  donnée,  la  longueur  £ilf=  5  d'un  arc  est  déterminée  quand 

ses  extrémités  B  et  M  le  sont.  Cherchons  cette  Ion— 
'  gueut.  Pour  cela  ,  remarquons  que  B  restant  fixé ,  s  varie 

avec  le  point  M\    ainsi  5  est  une  fonction  de  x=AP 

qu'il  s'agit  de  trouver,  sc=:Fx.  Si  x  croît  de  h^zPP^^ 

'On  aura 

FM^=/(x+h)=y+yh+ij'^h^+  ... 
BW  =F(*+A)=i+  ^'A+i  «'^A*+  ... 


RectificAtioi«s  et  quadratures^  293 

Les  accroissemens  QM'=k  ttsacMM'z=lj  ^eFordonnëe   ^x 
et  de  Parc  BM,  sont 

Or,  la  corde  JlOf' c=  y/(A*  +  **),  el  mettant  pour  ft  sa 
valeur ,  il  vient 

corde  MM's=h  ^(i  +y*+yyifh+ ) 

D^un  autre  côte ,  la  tangente  MH  donne 

,  corde  MM   _  V  (i  +  J^'+JK^y^^^ ) 

MH+M'H~    ^(i+y)_i^#A....  • 

Plus  h  décroît ,  plus  ce  rapport  approche  de  Punitë  ;  donc 

I  est  la  limite  de  ztït—  =  — -^=t-=^ ^  9 

arc  MM'  s'  +  is'fh....         ' 

puisque  Tare  MM'  est  compris  entre  sa  corde  et  la  ligne 
brisée  MH + M'/f  ;  ainsi  i  =  ^^^^^'}  ,    d'où 

l'ssl/Ci+jr'»),     ou     d5:=^(d«>+d)^). 

Cette  formule  sert  h  rectifier  tous  les  arcs  de  courbe. 
On  y  met  pour  jr'  sa  valeur  /'x ,  et  on  obtient  la  dé- 
rivée de  Téquatlon  s=:Fx  ;  il  faut  ensuite  intégrer  F'Xj 
c.-à-d.  remonter  de  cette  dérivée  à  sa  fonction  primi- 
tive. Nous  donnerons  bientôt  (762)  les  moyens  de  faire 
ce  calcul. 

Le  cercle  dont  le  centre  est  à  Forigine  a  pour  équa- 
tion j'* -|-jc*=r*,   d'où^^4"*  =  o»   *' 

c^est  la  dcriyée  de  Parc  da  cercle  s  exprimée  en  fonction  de 
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son  sinus  ou  cosinus  qui  est  x  (^voy*  SS2  ).  Pour  rectifier 
Tare  de  cercle ,  il  faudroit  donc  intégrer  cette  fonc- 
tion (743). 

D^apràs  notre  valeur  de  s'  on  peut  simplifier  les  for* 
mules  du  n*.  678.   On  a 

ày  I        dj?      .  y'        ày 

Ys'         yis  _  ,        yds 

tangentes:  ^^-7-  =  —- ,      normale  :=^ys'  =  ^ — . 
^  y  dy  "^  djc 

Aa.  68a.  Pour  obtenir  Taire  BCMP=zi ,  imitons  les  rai- 
sonnemens  prëcëdens;  nous  verrons  que  t  est  fonction 
de  X  y  ou  iz=  ^x\  que  les  accroissemens  k  et  £  de 
Fordonnée  et  de  Taire  pour  Tabscisse  x  '\-hj  sont 

k  =  M'Qz=y'k  + etc.    i=MPFM'  =  t'k+.... 

Or,    les  rectangles  MP  :=yh  ^   LP  =z(y'\-kjh  ayant 

•  •     •  Y 

Tunité  pour  limite  de  leur  rapport  ,    i   est  aussi 

y  h 
celle  dii  rapport  '^  entre  le  rectangle  MP  tt  Paccrois- 

sement  MPPM'  de  Taire  /.  Ce  rapport  est 


:  donc  -^  =  1  ,   ou  /'  =y* 


11  faudra  mettre  ici  Jx  pour  y ,  et  ictëgrer  ^  £=7x. 
Voyez  n*.   748. 

Si  les  coordonnées  faisoient  Tangle  « ,  on  trouveroit 
t'  z=ry  sin  *. 

a^.  Cherchons  Taire  y^K'M=r  comprise  entre  deux  rayons 
vecteurs  j^M  AK ,  dont  le  dernier  demeure  fixe ,  Tautre 
variant  avec  il/.  On  a  Taire  AKM^  ou  rssAfiMK — ABM; 
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ABM=:ABCD  +  DCMP^AMPz=ABCD  +  t—iayi   a4. 
donc  T  =  ABMK  —  ABCD  —  tJ^lxy. 

Or,  la  variation  du  point  M  ne  change  pas  les  points 
B  C  et  K;  prenant  donc  la  dérivée  en  regardant  ABMK 
et  ABCD  comme  constans,  nous  aurons 

Traduisons  les  valeurs   de  sf  et   r'   en  coordonnées  po- 

laires  r  et  I  ;  pour  cela  (653)  mettons  — y  pout* 

s' y  et  t-' ,   nous  aurons 

ia  variable  principale  étant  maintenant  quelconque ,  pour 
qu^elle  soit  ê  ,  il  suffit  de  mettre  ici  pour  *,  ^i'*'  ^^y* 
les  valeurs  du  n*^.  680 ,  et  il  viendra 

qui  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures 
de  courbes  rapportées  à  des  coordonnées  polaires  rz=fê  ; 
on  auroit  d'ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
méthode  des   limites. 

3.  Dês  Osculaiions. 

683.  Si  on  prend  an  point  M  sur  une  courbe  BMZ^    26. 
et  qu'on  mène  une  tangente  TM  et  une  nonnale  A/iV, 

puis  des  différens  points  a  b de  la  normale,  si  on 

décrit  des  cercles  qui  passent  en  Af ,  TM  sera  leur  tan- 
gente commune.  Or,  il  est  clair  que ,  par  la  disposi- 
tion de  ces  cercles,  les  uns  sont  en  dedans,  les  autres 
en  dehors  de  la  courbe,   en  sorte  qu'il  en  est  un  qui 
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3.6.  approche  plus  qne  tout  autre  de  la  courbe  BMZ  de  part 
et  d'autre  du  point  M,  Cest  ce  qu'on  nomme  le  CercU 
Oscuîateur;  son  centre  D  et  son  rayon  DM  sont  appelés 
Centre  et  Rayon  de  courbure  ;  et,  comme  en  changeant 
le  point  M  ^  le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  rayon  î 
on  nomme  Développée  la  courbe  OD  qui  passe  par  tous 
les  centres  de  courbure  :  la  ligne  donnée  BMZ  est  la 
Développante, 

Pour  trouver  le  cercle  oscuîateur  d'une  courbe  en  un 
point  donné  M  j  il  faudroit  exprimer  en  analpe  les  condi-; 
lions  qui  le  déterminent  :  mais  nous  généraliserons  avarit 
ces  considérations.  Concevons  deux  courbes  qui  auroient  mi 
point  commun  ,  leurs  équations  y  =yx  ?  JT  =  ^^  donne- 
roi^nt  y=y  pour  la  même  abscisse  jr*c=X,  qui  est  celle 
du  point  commun  :  jusqu'ici  il  n'y  a  qu'une  simple  in-- 
tersection.  Comparons  le  cours  des  deux  lignes  de  part 
et  d'autre  de  ce  point  ,  et  pour  cela  mettons  x  -|-  4 
pour  a;  et  X  9  dans  y  e%Y  ;  les  ordonnées  correspondantes 
seront    ■ 

d'où      ^=h(y  —  r)  +  ik-(yfi  —  Yff)  +  etc. 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes 
jjont  l'abscisse  est  a; -f^  A  :  il  faut  dans  Y'  Y''...  rem-r 
:  placer  X  par  x.  Plus  ^  sera  petit  pour  une  valeur  donnée 
de  h ,  plus  '  ces  points  correspondans  seront  voisins ,  de 
sorte  que  le  degré  de  rapprochement  de  nos  courbes 
^  dépend  de  la  petitesse  de  J"  dans  une  étendue  déter?- 
mince.  de  h. 

Or,  s'il  arrive  que  la  valeur  de  a? ,  pour  laquelle^  =  X 
rend  aussi  y^  =  Y\  on  aura 
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nos  deux  coarbes  approcheront  l'une  de  l'autre  ,  plus  que 
ne  le  feroît  une  3*.  qui ,  passant  par  le  même  point 
(^  y)i  ^^  rempliroit  pas  la  même  condition.  Car,  soit 
y  =  9  {  l'équation  de  celle-ci ,  la  distance  A  entre  les 
points  de  cette  courbe  et  de  la  s'*,  qui  ont  pour  abs-i- 
cisse  a:  -(-  ^  9   est 

en  supposant  ^x  ^=Jx  ,  pour  qu'elles  aient  le  point 
commun  (xy).  Or ,  les  valeurs  de  i*  et  A  ont  la  forme 

<f=  bh^  -f-  ch^  + .,..     A  =  ^A  +  5A»  +  Ch^.... 
d'où    A  —  f=:Ak  +  {B'^b)h^+  (C—c)h^+... 

Si  donc  on  prend  h  assez  petit  (66a)  pour  qu'on  ait^ 
y^  ^  (iff  —  3)  A -|- etc. ,  A  sera  ^^9  et  cela  aura  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  celle- ci. 
Donc  dans  toute  cette  étendue  de  h  ^  et  de  part  et 
d'autre  du  point  commun  ,  la  i'*.  et  la  a*,  courbe  appro* 
cheront  plus  l'une  de  l'autre  que  la  3*.  ,  quelle  qu'en 
soit  la  nature. 

Si ,  outre  y  z=:  Y'  j  on  a  aussi  y^  •=zV  ^  on  verra 
de  même  que  nos  deux  courbes  approchent  l'une  de 
l'autre ,  dans  les  points  voisins  de  celui  qui  est  commun  ^ 
plus  qu'une  3'.  qui  ne  rempliroit  pas  ces  deux  con-r 
ditions ,  et  ainsi  de  suite.  Nous  dirons  de  deux  lignes , 
qu'elles  ont  un  Contact  ou  une  Oscuïation  du  i*'.  ordre , 
lorsqu'elles  satisferont  aux  conditions  ys=  JT,  1^  =  Y\ 
pour  la  même  abscisse  x.  De  même  yx=.Y^  J^'  i*=  Y'^ 
y^r=:Y^  seront  les  conditions  du  contact  du  2'.  ordre^  etc.'; 
et  il  est  démontré  quç  ces  deux  courbes  sont  plus  proches 
'l'une  de  l'autre,  vers  le  point  commun ,  qu'une  3*.  courbe 
k  moins  qu'elle  ne  forme  une  semblable  oscuïation. 

Ces  principes  posés,    si  quelques-unes  des  constante» 
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a  b  c que  renferment  les  équations  y  ^=:fx  , 

YszFX  de  deux  courbes ,  sont  arbitraires,  la  nature 
de  ces  lignes  est  fixée  ,  mais  leur  position  et  même  cer-> 
taines  dimensions  ne  le  sont  pas.  On  peot  donc  déter- 
miner ces  n  constantes  par  un  nombre  égal  de  conditions 
y^=:Y ^  y*  -=:¥'  ^  y^  ■=>  F*, ....  ct  les  courbes  auront 
ainsi  un  contact  du  («  —  i)*  ordre  :  elles  approcheront 
plus  près  Tune  de  Tautre  que  toute  autre  courbe  qui 
ne  fonneroit  pas  une  osculation  de  même  ordre. 

Appliquons  ceci  à  la  ligne  droite  :  une  courbe  est 
donnée  par  son  équation  y  =yx ,  dans  laquelle  aucune 
constante  nVst  inconnue.  Prenons  une  droite  dont  la  situa- 
tion soit  indfterminée  ,  nos  équations  seront 

yz=.fx     Yz=aX -{-  b 

aelb  étant  quelconques.  Si  on  pose  y  =  Y  et  y  i:=:  Y^  ^  ou 

y=:ax  +  b    'y=aj 

il  y  aura  osculation  du  x".  ordre  ,  ou  plutôt  la  droite 
sera  tangente,  puisqu'elle  approchera  de  la  courbe  plus 
que  toute  autre  droite  ;  car  il  faudroit  sans  cela  que  celle-ci 
remplit  les  mêmes  conditions ,  c.-à-d. ,  qu'elle  eût  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi  y^  est  la  tan- 
gerîte  de  Tangle  que  fait  notre  droite  avec  les  axes  ; 
éliminant  a  ei  b  ^  l'équation  de  la  droite  est 

comme  n*.  678.  On  tire  aisément  de  là  Féquation  de 
la  normale ,  la  valeur  de  la   sous-tangente ,  etc. 

6^4*  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  :  les  équa« 
lions  de  la  courbe  donnée  et  d'un  cercle  considéré  dans 
une  situation  quelconque  sont 
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a  et  b  sont,  les  coordonnées  du  centre ,  il  est  le  rayon. 
Nous  établirons  un  contact  du  a*,  ordre  pour  déterminer 
ces  trois  constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équa- 
tion sont 

donc        0^  — ^)*+(«  —  fl)'=^* (i) 

Cy~*)  J^-+-«  — tf  =  o (a) 

(r-Oy*+y  +  »=o (3) 

éliminant  x— o  et  ^  —  b  entre  les  deux  dernières,  on  a 
d*o&,  en  substituant  dans  h  première  (^ 

On  a  donc  ainsi  te  rayon  et  le  centre  de  courbure.  Tout 
autre  cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui- 
ci  ,  parce  quUl  devroit  pour  cela  remplir  les  mêmes 
conditions ,   cVst-à-dire ,  coïncider  avec  lui. 

On  voit  que  i^'.  la  tangente  à  la  courbe  l*est  aussi 
au  cercle  osculateur ,  puisque  j^  a  la  même  valeur  pour 
l'une  et  Tautre» 


{*)  La  Talenr  de  it  doit  comporter  le  n^  ±  ;  mais  oomme  œtft» 
ex|iveMion  n^a  de  sent  que  lortqu  elle  est  poibiTe  (33o) ,  on  dcYra 
préftrer  oeliii  de  oef  deux  ngaei  qni  domiera  à  la  Talenr  de  il  le 
aigne  4-.  8iy  ett  poattif,  œ  qui  arrive  lonqne  la  covrl»  touriie  aa 
conTexité  Ten  Taxe  dei  jr ,  on  prendra  le  ngne  4>  ;  il  finidn  préttrer 
k  signe  — >  dana  le  cas  contraire,  f^.  a*.  Oqt. 
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2^.  Si  on  met  a  et  b  pour  X  et  Y  dans  réqoaiion 
de  la  normale  (678,  I^),  ^Ue  est  satisfaite,  puisqu^on 
retrouve  la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu^un  contact 
du  I'^  ordre  entre  la  courbe  et  le  cercle  :  donc  le 
centre  de  courbure  est  sur  la  normale ,  ainsi  que  celui 
fi6'.    de  tout  cercle  qui  a  la  même  tangente   TM, 

3**.  Si  on  élimine  x  et  y  entre  Péquation  y  =Jx  de 
la  courbe  et  celles  a  et  3  qui  déterminent  a  et  b^  on 
aura  une  relation  .entre  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  ,  quel  que  soit  le  point  M  ;  ce  sera  donc  Téqua— 
tion  de   la  développée. 

4^.  Puisque  it  a  et  ^  sont  des  fonctions  de  a?,  que 
le  calcul  détermine  aisément ,  si  on  les  substituoit  dans 
les  équations  i .  et  2  ,  elles  seroieht  identiques  ;  on  peut 
donc  les  différentier  en  regardant  R  a  et  b  comme  va- 
riables.  Opérons  d^abord  sur  Téquation   (2)  ;   il  vient 

(j  —  b)  yf+y-^by —  a'  +1  =  0, 
d'où  b'y  '{■'  a'  :=:  o 

en  retranchant  de  .(3)  :  c'est,  comme  on  devoît  s'y  at- 
tendre ,   la  dérivée,  de  l'équation  (2)  par  rapport  à  a  eib 

seuls.   On  a  donc p=—  pohur  la  tangente  de  l'angle 

que  fait  la  normale  avec  l'axe  des  x  ;  mais  la  déve- 
loppée ayant  pour  .équation  ^  =  (pa,  sa  tangente  fait 
avec  .l'axe   des  x  un  angle  dont  la  tangente  trigonomé- 

db     ' 
trique  est  —  ;   dans  notre   calcul  ,    nous  avons  regardé 

^  et  a  comme  des  fonctions  ou  x  est  variable  princi- 

pale   (653).  Donc  —   est  la  valeur  de   cette  tangente  , 

on  de  —  —  y  donc ,  la  normale  à  la  déyeloppante  est 
tangente  h  la  dêyeloppie. 
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5*.  Faisons  la  même  chose  pour  l'équatîon  (i)  ,  c.-à-d. , 
prenons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier ,  et  ôtons 
le  résultat  de  Téquation  (2)  ;  ou  plutôt  prenons  la  dé- 
rivée de  (i)   relativement  à  a  b  et  R.   Il  vient 

^  {y—b)  i'  -rt  (x  —  a)  a'  =  RR\ 

Pour  en  tirer  une  relation  qui   appartienne  à   tous   les 

points  ae  la  développée  ,  il  faut  éliminer  x  et  y.    Mettons 

donc  pour   x  —  a  et  ^  -*-  5  leurs   valeurs   tirées   de    i 

a' 
et  29  après  y  avoir  substitué  '^  —  pour^';  on  trouve 

yR       _         a'R 

R  irR 

jr^br=: 


donc       ,*y     /   c=  —  ilR'     ou  /î'  =  V Go"  +  ^")- 

Si  on  prend  a  pour  variable  principale  ,  Jl'=:^(i  +3'*) 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure-  rblativemont  à  a. 
Mais  celle,  de  Parc  s  de  la  développée  est  aussi  (C81) 
5'  =  ^(r+y"j;  donc  ,R'=5%  équation  qui  est  la 
dérivée  de  R:^s  ^'A<f  A  étant  une  constante  arbi- 
traire (710). 

Pour  un  autre  arc  S  de  développée  ,  le  rayon  de  cour- 
bure est  5  -f"  ^  t  T-origine  fixe  de  cet  arc  étant  la  même  ; 
ainsi  s  —  S  est  la  différence  des  deux  rayons.  11  suit 
de  U  que  si  O  et  jD  sont  les  centres  de  courbure  des  a6« 
points  B  et  ilf ,  les  arcs  BM  et  OD  de  la  courbe  et 
de  sa  développée  sont  égaux.  6i  on  courbe  un  fil  sur 
la  développée  OD ,  et  si  on  le  tend  suivant  DM ,  en 
le  déroulant  de  dessus  OD ,  Textrémité  B  décrira  la  déve- 
loppante BM. 
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6®.  Les  expressions  du  rayon  de  courbure  et  des  coor^ 
données  du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes  , 
suivant  qu^on  y  prend  telle  ou  telle  variable  pour  in^-^ 
dépendante.  Cest  ainsi  qu'on  a  vu  (n".  654)  quW  a 

suivant  que  la  variable  principale  est  Parc  j,  ou  qu'elle 
est  encore  arbitraire.  Si  celle-ci  est  x ,  on  peut  écrire 
ainsi  les  valeurs  de  A  tf  et  ^, 

yH^  y»       '  «7      «y* 

7^.    Si   les  coordonnées    sont    polaires   r    et    I ,    on 

substituera  pour  x  ocf leurs  valeurs  dans  celle  de  R 

où  aucune  variable  n'est  principale,  x  et  y  étant  donnés 
en  r  et  I ,  par  les  formules  n**.  68o.  On  a  ,  toutes 
réductions  faites , 

n  £^  «    ■      ■  ■  ^z  >■  ■ . 

ar*»  -«.  17J/  ^  f«       ar**  ^^  rn'  -f»  r* 

Appliquons  cette  théorie  k  quelques  ei^emples. 

26.  I.  Pour  la  parabole  r*  =  apx^  y^cs-i—jy^rs— £-: 

en  substituant  dans  nos  formules^  on  trouve 

iV  étant  la  longueur  de  la  normale  (678,  I).  Donc  U 
rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la 
normale ,  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre  :  ce  théo^ 
réme  a  aussi  lieu  pour  l'ellipse  et  Vhyperbole.  Au  sommet 
^oùa:=:o,  on  z  Rz=zp\  ainsi  la  distance  AI  du  som- 
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met  à  son  centre  de  courbure  ,  est  le  double  de  celle 
du  foyer.  Plus  x  croît ,  plus  la  courbure  diminue  ,  et 
cela  indéfiniment.  Les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure sont 

P 
éliminant  x  eijr  dey^  =  2pXj  on  a 

b^r=  —  ra  —  py 

pour  équation  de  la  développée.  £n  transportant  Torigine 

au  point  /  on  trouve  3*  z= ;    c^est  la  seconde  para- 

^IP 
bole  cubique.  Nous  apprendrons  bientôt  à  la  discuter. 

11.  Pour  la  cycloYde  on  a  (€78,  Vi).  a3. 

-'=|/(^)=|/(7-)-'=-F 

d'où  j'»=  —  et  jR =2  y/{2jy). 

lie  rayon  de  courbure  étant  double  de  la  normale,  pro- 
longeons MD  et,  prenons  M'D  ==  iWD,  M'  sera  le  centre 
de  courbure  ;  il  seroit  aisé  de  déduire  de  là  la  figure  de 
la  développée ,  mais  nous  préférerons  suivre  la  méthode 
générale ,  qui  donne 

pour  éliminer  x  et  y^  comme  Téquation  de  la  cycIoYde 
est  upe  dérivée,  nous  prendrons  celles  àta  et  b^ 

J'  à 
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Divisant  ces  valeurs  on  a  --= î^^^— =  —  ■/   — :i —  ; 

ar       2r — jr  V      Tr^^y 

puis  mettant  —  ô  pour^,  —  =  — ^   — -.   Ur,   si 

on  prend   les   ordonnées  positives   en  sens  contraire  y   il 

vient— =  ^  ,  qui  est  précisément  1  équation  de 

la  même  cycloïde  lorsque  l'origine  est  en  F  •  Donc  la 
développée  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale ,  mais 
dont  Taxe  est  parallèle  à  AE  et  le  sommet  situé  en  A. 

III.  Dans  la  spirale  logarithmique 

..        r  =  a       d'où     JR  =  r  ^Z  (i  +  log*  ô) 

a5.    maispla  tangente  de  l'angle  AMNzn  ^  du  rayon  vecteur 
avec  la  normale  est  ==  log  a  (68o)  ;  d'où 

.  JR  s=  r  sec  9  = .  La  projection  du  rayon  de  courbure 

COS  Jf  *^     '  .    ' 

MN  sur  le  rayon  vecteur  étant  =:  r ,  on  voit  que  la  per- 
pendiculaire ^iV  élevée  sur  celui-ci  au  pôle,  rencontre  la 
normale  au  centre  de  courbure.  AM  est  donc  la  sous-taxt— 
gente  de  la  développée.,  et  AN  son  rayon  vecteur. ^  qui 
forme  le  même  angle  /d  avec  la  courbe  en  chaque  point 
que  la  spirale  logarithmique  proposée.  Donc  la  développéa 
est  cette  mSme  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliqueront  de  même  la  théorie  des  osculations 
à^des  courbes  d'un  ordre  plus  élevé.  (^Voy.  Fonct.  anal, 
n".  117),  et  il  est  visibîfe  que  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  du  3*.  ordre ,  ont  même  tangente  et  même  cercle 
osculateur. 

La  difTérence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes  étant 
t"  =  MA"  +  Nh"*'-"  +  •  •  •  9  suivant  que  MA"»  est  positif  ou 
négatif  9  comme  le  signe  de  ^  est  celui  de  ce  terme  quand 
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h  tst  trèjt^petît ,  Tordonnée  de  la  coarbe  est  ptiis  grande 
on  moindre  que  celle  de  son  oscnlatrice  :  ce  qui  fait  juger 
si  la  1'*.  est  en^dessus  ou  en-dessous  de  Tautre.  Mettant 
•^  h  pent  A ,  le  signe  HF^  changera  lorsque  m  sera  im- 
pair, et  fa  courbe  sera  coupée  par  son  osculatrice  au  point 
commun.  On  voit  donc  cpx^une  courte  est  toufours  coupée 
par  son  tercte  oiculateut, 

4'  Dts  Asymptotes. 

€85.  Si  le  développement  de/(x  +  h)  est  fautif,  alors 
on  ne  peut  établir  une  oscfilation,  qu'autant  que  celui 
de  F  (a:  4-  ^)  pourroit  procéder  suivant  la  même  loi ,  du 
moins  dans  Tordra  des  i'**.  termes  qu'on  doit  comparer  : 
cette  condition  dépend  de  la  nature  des  fonctions  fx 
tiFxj  et  ne  peut  avoir  lieu  qu'accidentellement;  le  même 
raisonnement  exige  alors  qu'on  égale  les  divers  coefljciens 
pour  qu'il  y  ait  osculation.    V,  Fonct.  analy,  t&.  120. 

Soient  j^  zzzjx^y  z=i  Fx  les  équations  de  deux  courbes  s 
supposons  qu'on  ait  développé  Jx  et  Fx  en  séries  suivant 
les  puissances  descendantes  de  x ,  en  sorte  que  chacune 
de  eei9  ffinction»  soit  mise  sotis  la  ferme  (^) 

•i  les  exposans  de  ces  deux  développeroens  sont  les  mêmes 
jusqu'à  un  certaih  terme  Mar^^  et  qu'on  puisse  disposer 
de  quelques  constantes  pour  rendre  aussi  leurs  cocfGciens 


(')  Pour  cda  od  changem  x  en  — dam  y  "s-f*  j  puis  on  «lére^ 

loppera  tnÎTuit  In  pniitancef  aicendantea  de  z  par  le  théorème  d« 
firlarlaurin  \  et  s^il  ne  peut  être  appliqué ,  ou  usera  du  procédé  n».  669 1 
«B  faiiant  jr  =  x  a,  od  de  la  méthode  du  n».  658. 
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égaux  sans  introduire  dUmaginaires  ,  la  di£Gérence  enlre 
deux  ordonnées  quelconques  sera  M^ar^  -*f-  «  • .  11  suit  de 
là  que  Tune  de  nos  courbes  ira  en  s'approchant  conti- 
nuellement de  Paotre  ,  à  mesure  que  x  croîtra  y  mais 
sans  jamais  T atteindre  :  et  il  y  aura  un  terme  passé  le- 
quel aucune  autre  courbe  ,  qui  ne  rempliroit  pas  ces  con- 
ditions ,  ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos  courbes 
sont  donc  des  Asymptotes  Tune  de  l'autre. 

Ainsi ,  ^uand  une  courte  s^itend  indéfiniment ,  elle  a 
une  infinité  d'asymptotes  qu'on  trouve  en  développant 
^  =yx  en  série  descendante  et  prenant  pour  ordonnée  de 
la  ligne  cherchée,  la  somme  des  i*".  termes,  jusqu'à  un 
rang  quelconque  dont  l'exposant  soit  négatif  ;  ou  bien 
en  composant  une  fonction  Fx  dont  le  développement 
commence  par  ces  termes. 

I.  Par  exemple  pour  l'hyperbole 

jr  =  ±—  v/(**  —  û*)  =±-j  :+:  i  hojr^  +.. . 

Donc  les  droites  qui  ont  pour  équations  y  s=  it  — ,  sont 

les  asymptotes  rectilignes  ,  et  jouissent  seules  de  cette 
propriété,  en  sorte  qu'aucune  autre  droite  ne  peut  aussi 
l'être. 

11  en  est  de  même  de^c  =  o  et^  =  o ,  pour  xy  =  m». 

II.  La  courbe  dont  l'équation  est  y  c= ^est 

formée  de  quatre  branches  symétriques  par  rapport  aaz 
axes ,  et  dont  nous  pourrons  bientôt  trouver  la  figure. 
On  a 

^  =  fcc-«+etc.     x=zQ+  i;.—y-^+... 


suivant  qa^on  forme  le  développement ,  suivant  les  pnis^ 
sances  de  x  oa  de  y.  Les  droites  qui  ont  pour  équations 
^  =  o  et  X  2=  0 ,  sont  donc  des  asymptotes.  L'hyperbole 
qui  a  les  axes  pour  asymptotes ,  et  A  pour  puissance  Pest 
aussi  ;  mais  le  rapprochement  est  ici  beaucoup  plus  grande 

IIL  Soxij^ '^Îa3ty+a?r=iù^  d'où  (669)  147. 

la  droite  qui  a  pour  équation  ^  t=  —  jc  —  o  est  donc  une 
asymptote  ;  elle  se  construit  en  prenant  AB  =:  AC  =  a, 
el  tirant  BC. 

Mais  si  on  prend  lés  trois  t*^.  teihtnes  on  a 

xy>^jt^^a£r4'a*=co;  l'asymptote  courbe  dont  il 
^'agit  ici  est  une  hyperbole  LIM^  dont  le  centre  est  en  C, 
ses  asymptotes  étant  FC ,  Cy\  AD  :=  a ,  D/  =  J  a  don-- 
nent  /  pour  nn  de  s^  points  (  4^7  )  :  il  sera  facile  d'a-^ 
chever  la  construction.  Cette  courbe  approchera  bien 
plus  de  la  proposée ,  -  que  ne  le  (ait  la  droite  FC,  L'antre 
branche  AN  offre  une  construction  semblable ,  qu'on 
obtient  en  développant  x  tny. 

IV.   Soit  enfinj^  — 2a?»j»  — a^  +  aojy»  —  Sox'so.    ^8* 
la  méthode  du  n"*.  66g  donne 

p  désignant  \/(i-f"v/a).  Donc  en  construisant  les 
droites  GF  GH  qui  ont  pour  ordonnées  ces  deux  i*"* 
termes  ,  on  aura  les  asymptotes  rcclilignes  de  la  courbé 
proposée. 
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5.  Des  Points  multiples  et  co^ugués. 

686.  Lorsque  les  branches  d^une  courbe  passent  par 
un  même  point,  soit  en  se  coupant ,  soii  en  se  touchant ^ 
ce  point  est  appelé  double ,  triple  . . .  multiple  suivant  qu^il 
est  commun  à  deux ,  trois  9  .  • .  ou  plusieurs  branches. 
Etant  donnée  Féquation  d^bne  courbe,  proposons-nous  de 
déterminer  ces  points ,  si  elle  en  a ,  et  leur  nature. 

Soient  F=io,       My+Nz=zo 

l'équation  en  x  et  jr  de   la    courbe  et  sa  dérivée  :  on 
suppose  ^délivré  de  radicaux, 

z*'.  cas.  8i  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  an 
point  cherché  ^  il  y  a  plusieurs  tangentes  en  ce  point  ; 
ainsi  pour  une  valeur  de  x  et  celle  correspondante  deyj 
y*  doit  avoir  autant  de  valeurs  qu^l  y  a  de  branches.  Or 
en  a  vu.  (660)  que  celte  condition  rend  M  ei  N  nuls. 

â*«  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  touchent ,  il 
n^y  a  qu'une  valeur  de  y  :    et  même  si  le  contact  est 
du  n*.  ordre ,  il  n'y  aura   qu'une  valeur  de  ••«.•••••  • 

^.7**  •..yv""^'/  (683):  mais  on  devra  en  trouver  plu- 
sieurs pour^v";.  Or  Téquation  dérivée  de  l'ordre  n ,  a  la 
forme  Mjr\")  +  . . .  =r  o  ,  M  étant  ici  le  même  coeffi- 
cient que  pour  j%  y* y  • , .  dans  les  dérivées  successives  | 

bu    -j —    (640  •  ^*  comme  celte  équation  est  exempte  de 

radicaux ,  elle  ne  peut  donner  plusieurs  valeurs  de  ^C") 
pour  une  seule  de  x  el  de  j^  :  on  a  donc  encore  il/  =  o, 
et  par  conséquent  JV=  0. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  les  points  multiples 
d'une  courbe,  on  égalera  à  zéro  les  dérii^ées  }1  et  '^  de 
son  équation  V=o,  prises  tour-à^tour  par  rapport  àj 
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seul  et  à  X  seul.   Puis  iUminûMt  net  y  entre  deux  de  ce* 
dijuations 

hs  valeurs  réelles  qui  êoiis/eront  à  If^  3*.  peafrront  seftléâ 
appartenir  aux  points  mult^lesâ 

Je  dis  pourront  appartenir^  parce  <|ue  la  récipro^e 
de  celte  proposition  n'est  pas  vraie,  ainsi  qu'on  va  le 
voir.  On  passera  à  la  dérivée  du  a*,  ordre  (6^;),%f 
My^  -f-  Py^  -|-  etc.  =  o ,  el  prenant  l'un  des  couples  (le 
valeurs  de  jc  et  ^  qu'on  vient  de  trouver,  on  les  subs- 
tituera ici  :  y^'  disparoîtra  ,  et  y  sera  donné  par  une 
équation  du  a'  degré.  Si  les  racines  sent  réelles , .  il  y 
aura  un  poiat  doMe  et  les  deux  tangentes  à  ces  branches 
seront  déterminées  par  ces  valeurs  de  y. 

687.  Maïs  si  elles  sont  imaginaires  9  il  y  aura  nn  point 
sans  tangente  ,  et  par  conséquent  tout"-à-fait  isolé  des 
branches  de  la  courbe  ;  e^est  ce  qu'on  nomme  un  point 
Conjugué.  En  effet ,  s'il  y  a  uniieLpoipi  peur  f  abscisse  a^ 
les  ordonnées  voisines  doivent  être  imaginaires  ;  mettant 
a±h  pour  X  dans  r=-o  ,  la  valeur  àty  ouf^a •±:  A) 
fera  imagmaire  ,  pour  h  très-petit.  Soit  donr'j^)-  la  i**; 
dérivée  de  ce  d'évelbppcment  qui  soît  dJins  ce  cas ,  il  est 
clair  que  i'équatîon  JW^*'  -f-  etc.  s=£  o ,  ne  peut  ta  pré^ 
•enter  sons  cette  forme  ,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de 
radicaux,  mém£  après  en  avoir- éliminé ^^^  •..'yC"**»)« 
Il  faut  donc  que  Afs=o,  etpr  suite  ^:=o. 

Ainsi  les  points  conjugués  sont  compris  parmi  ceux  que 
donnent  les  éqiia\ions  (i)  ;  mais  on  les  distingue,,  ea 
ce  que  la  -courbe  n'y  peut  avoir  de  ^tafigente  ly  doitéurt 
iipaginaire  ,  jr  et  ^  étant  réels. 

68^.  11  ponrroit  arriver  qti«  tous  les  termes  de  ta  dé<^ 
tiv-ée  du  a*,  ordre  disparussent»  :  alors  il  faadroit  recouE» 
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k  celle  da  3«. ,  d'où  j^"'  et^^  s'en  iroient  ^  cl  qui  cob-i 
liendroit  j^  aa  3*  degré.  Il  y  auroit  un  point  triple  si  les 
trois  racines  étoient  réelles  ;  mais  si  denx  étoient  imagi- 
naires ,  il  n^y  auroit  pas  de  point  multiple. 

Si  on  étoit  forcé  de  recourir  à  Téquation  du  4**  ordre , 
où  y  est  au  4*-  degré  «  il  y  auroit  un  point  guadruple , 
double  ou  conjugué ,  suivant  que  les  quatre  racines  seroient 
réelles ,  ou  que  deux  seroient  imaginaires ,  ou  qu'enfin 
aucune  ne  seroit  réelle  :  et  ainsi  de  suite 

68g.  Yoici  quelques  exemples. 

I.  Soit  aj^  ^-  x^y  —  bx^  =  o  ;  d'où 

%\...  (3ar'  — :r')7'— 3**(j^  +  *)  =  ® 
»•....  Bayy^  —  Cjcy  —  6*  (^  -f-  ô)  =s  o 
3®,...  6fly'^  —  lajcj^' —  6y  —  63  =  o 

nous  avons  omis  les  termes  eny''j^'%*«  qui  disparoî-? 
trpient  par  la  suitt  du  calcul.  On  a 

3iy»  — «*=:o       «  (j< -|- 3)£=r  o 

s 
on  en  tire ^=  —  &etjr  =  y  (3a3'),  qui  ne  satisfont  pa^ 

a  la  proposée  ;  et  xc=30f  jr:=:o;  l'origine  peut  donc 

$tre   un  point  multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dé*» 

mée  4u  ^*-  o(dre  disparoissent  ;  cellç  du  3*.  devient.  •  • 

0y'^  =  b ,  qui  ne  donne  pour  j^  qu'une  seule  racine  réelle  ; 

(donc  nQtrc  courbe  n'a  pas  de  point  multiple. 

II.  Prenons  y^  —  x^  ^  a^  ^  3x*^*  t=  o 

d'où, . . .  a^y  (27*  +  3ar*)  +  4^5  —  Sjc^  +  fy*  X  =  o 

«H  posant  y  (aj*  +  3«')  =  o ,  x  (4x*  —  Sa^  +  fyO  =  © 
on  trouve  que  xr=zo  et^c=:o,  peuvent  seules  remplir 
ces  conditions  et  satisfaire  à  la  proposée.  Les  dérivées  du 
a*,  .et  3°.  ordre  sont  par. là  nulles  d'elles-mêmes  ;  cellt 


ag. 
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t3u  4*  devient  j^*  +  3jr'»  -(-  i  =  o  ,  dont  les  racines  sont 
imaginaire*;  ainsi  Torigine  est  un  point  conjugué, 

III.  Pour  jf*  —  SLC^  —  3ay^  —  aa'x*  -|-  a*  c=  o 
on  a        —  6fl  (  j  +  fl)  jy  +  4*  («*  —  tf ')  =  ^ 
—  3fl  (ay  -|>û)^'*  4"  6aF*  — -  aa'  =  o. 

Voici  comment  on  trouvera  la  figure  de  la  courbe ,  qui 
d^ailleurs  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des^^  puisque  a; 
n'entre  dans  la  proposée  qu'avec  des  puissances  paires.  On 

fera  (jr  +  ^)  ^  =  **      ^  C**  ~  ^0  ^==  ® 

et  combinant  toutes  les  racines  de  ces  équations  avec  la 
proposée ,  on  trouve  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  trois  points 
multiples,  savoir: 

en  D  et  JD%  oiij':=o  et  «  =  dba 
et  en  E  où  x  =  q  et  ^  =  —  a. 

On  verra  bientôt  que  ces  points  sont  doubles ,  tt  <pe  les 
tangentes  Ec  E/Da  Db.»,  font  avec  j4x  des  angles  q«i 
ont  pour  tangentes  ^f  pour  le  point  £ ,  et  y/|  pour  D 

Pour  les  points  oii  la  tangente  est  parallèle  aiu  x ,  on 
fera  j^  =  o  =  x  (jc*— a*)  ;  i*.  x=so  répond  ky  =  —a 
et^=:-2  a  :  ce  qui  redonne  le  point  £  pour  lequel^  ^t  | , 
et  non  pas  =  o  ;  on  trouve  aussi  le  maximum  en  F, 
a^.  x  =  ±a ,  donne,  outre  les  points  D  et  I>%  les  mînima 
O  tt  H  pour  lesquels  jr  =  —  J  a. 

Enfin  ^  =  Qo,ouj^  (jr-j-tf)=o,  fera  connoltre  les 
points  £  et  6  où  la  courbe  a  sa  tangente  parallèle  aux  j  : 
on  diAB  =  ACz=zD'E. 

IV.  Seit  encore  a^  -f-  ^axy  —  ay^  :=io  3c. 

d'où...     «r'Câ**— 3r')+4«(«*+flr)=« 

Après  avoir  trouvé  que  l'origine  peut  seule  être  un  point 


Ziz  Calcul  j>tvwifamriEL. 

3d.  multiple^  oa  est  conduit  à  la  dérivée  du  3-*.  ordre  qin 
donne  j'  s=:  o  et  y  s=z  ±  '^  2.  Ainsi  en  >tf  il  y  d  un  point 
triple  ;  la  courbe  a  pour  tangentes  Taxe  des  a;  ei  1^  lignes 
jib  Ac. 

On  aura  les  minima  H  ei  O  en  faisant  ^  =  o  oa 
a:  (  ar'  +  éJj)  f=  o  ,  d'où  j  =  —  a  et  ^  =  ±:  û.  Enfin  les 
limites  G  et  -F  se  trouvent  en  posant^  =00  ou  ajr*  t=  '^f^x 
d'où  scz=^±:^a'^6  et^s= — |  a . 

3i.        V.  L'équation  y^  —  ajcy^  -f-  x^  =r  o  donne 

I* •  ^jry  (2^  —  ax)  +  .4^  —  ^X"^  =^0 

a** ^(6j*'  —  ax)y^^^  ^ayy  -+-  i^x*=o 

3® ^kyy^  —  Say^  -{^  2^x:=^  o. 

On  trouve  que  l'origine  est  un  [k>int  triple  j  et  comme- 
on  a  j*'  =0  et  j-^  sroo  ,  les  axes  sont  tangens  à  la  courb«« 

3x        YI.  On  pourra  s'exercer  sur  l'équation.  •• 

^-j,  ^— 3tf)^  -f.  3  ^a;'y  2=  o  ;  la  courbe  a  aussi  un  point 
triple  ^  l'qriginc.   Foy.  eneore  t',exeviple  685,  IV,  fig.  aS* 

690.  Lorsque  l'équation  est  explicite,  la  recherche  des 
points  multiples  est  bien  plus  aisée  :  on  a  vu ,  p.  ^48 ,. 
que  l'abscisse  correspondante  doit  chasser  un  radical  de 
la  valeur  de  ^ ,  en  rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré 
de  ce  radical  dépend  du  nombre  de  branches ,  et  I'expo-< 
sant  du  coefficient  détermine  s'il  y  a  simple  intersection 
ou  osculation. 
33.  C'est  ainsi  que  y  z=:  (x  —  6)\/(jp  —  3)-f-3,  perd 
un  radical  lorsque  a:=6,  qui  ne  disparoîl  pas  dans^': 
on  en  conclut  que  ÂC  =  6 ,  CD  =  3 ,  donnent  en  D 
un  point  double  ,  pour  lequel  les  branches  so  coupent. 
D'ailleurs  AP=^^  donne  «a  M  ûl  N  les  maximal 
j4Bz=Z  fixe  la  limite  ËE. 

U.  y  a   un.  point   conjugué   à  Torigine  pour 


•     * 

•     ^  •  •   s   •  .«w* 
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^  =  «  y/  (*  "~  ^)  f  P^rce  que  y  est  imaginaire  pour 
les  points  voisins,   et   que  ^  =  o  lorsque  x'==.o, 

£niin  yz^z^x-^  a)'  ^  {x  —  J)  +  ^  *s^  l'équation  de  34» 
la  -courbe  EDFG  formée  de  deux  branches,  qui  ont  en  D 
la  même  tangente  ED.  Si  a;  —  a  eût  été  au  cube,  les 
deux  branches  auroîent  eu  même  cercle  osculateur ,  etc.... 
Du  reste,  un  point  triple,  quadruple,, m.  est  annoncé 
par  un  radical  du   3'.,    4*.   degré.  ^ 

€.  De  la  Concavité  et  de  la  Convexité  des  Courbes;  des 

Points  singuliers. 

691.  On  peut  employer   les  situations   diverses  de  la    ^i^. 
tangente  à  la  recherche  de  la  figure  des  courbes  (4o8,  4^3). 
Comparons   les  ordonnées    d'une  courbe  et  de   sa  tan- 
gente au  point   (sc^y)^  pour  la  même  abcbse  x-^hi 
elle  sont  (678) 

y^=Jx  étant  l'équation  de  )a  .courte.  Comme  on  peut 
prendre  h  assez  petit  pour  que  le  signe  de  jy^^h*  soit 
4lelMt  de  1^  h*  -^  etc. ,  on  voit  que  l'ordonnée  de  la 
courbe  est  plus  grande  ou  plus  petite  qufe  ceMe  de  la 
tangente ,  suivant  que  y''  est  positif  ou  négatif  ;  en  sorte 
que  la  courbe  tourne  vers  l'axe  des  x ,  i^  convexité 
dans  le  i*'.  cas ,  et  sa  concavité  dans  le  2'.  Si  les  or- 
données âtoient  négatives,  ce  sernii  visibUnDoent  le  con-* 
traire  ;  donc  une  courbe  tourne  vers  Taxe  des  %  sa  convexité 
4ut  SA  concavité  ,  suivant  fuf  y  ^t  y'  wnt  de  même  signe 
fu  de  signe  conirairt. 

Il    est   aisé   de    voir  qu'au    point  à^If^fUxiûn  Jlf ,  oà    3g  et 
la  courbe  change   sa   concavité   en   convexité  ,   y'^  doit     40. 
aussi  changer  de  signe  ;  ce  qui  exigie  qu'en  ce  point  y^ 
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soit  nul  ou  infini.  CVst ,  au  reste ,  ce  qui  ^'a  être  dé-^ 
veloppé. 

692.  Après  avoir  pris  un  point  M  (a,/8)  sur  notre  courbe,* 
pour  juger  s^il  présente  quelque  particularité  ,  c.-à-d.  , 
s^il  est  Singulier^  il  faut  comparer  le  cours  de  la  courbe  de 
part  et  d^autre  de  ce  point,  où  Tordonnée  esty*(«:ii^). 
Il  faut  examiner  deux  cas. 

I*'.  Cas.  Jj€  développement  de  f  («4"^)  '^^  contenant 
pas  d'exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit 
pair,  on  a 

Les  coef&ciens  sont  réels,  puisque,  s^ils  étoient  imagi- 
naires, le  point  («,/S)  seroit  conjugué    (687).   De  plus, 

quel    que    soit  le   signe  de  A,   hf^  W' sont  réels,   en 

sorte  que  la  courbe  s'étend  de  part  et  d'autre  du  point 

1*.  Si  le  développement  de  y  (a -f- A)  est  fautif  dès  le 

3*.  terme'  Ah* ,  ou  si  a  est  une  fraction  —   >»  o  et  •<  i, 

n 

y*  est  infini,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  aux  «,  (678). 

£n  prenant  les  dérivées  relatives  à  A ,   on  a 

y  (•  +  A)  =r  _  ^  *""'.+  *tc. 

n 

/l  (,4-*)=— ^fi  — ^"N  Air^+  etc.  ; 

»   \         n  / 

la  valeur  d^  f  (j?-f-A)  est  destinée  à  donner  la  direc- 
tion de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  ;  pour  x  =  « ,  cette  valeur  est  celle  que  nous 
venons  de  trouver  pour  y  («  +  A).  Voyez  noie  p.  aSr. 
On  en  dira  autant  àtffi  (#  +  A), 
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'    Cela  pose ,   le  signe  de  Ahf^  et  de  sts  dérivées ,   dé- 
cide de   celui  de  la   série  entière  ^   lorsque  h   est  très- 
petit,  n  étant  impair,  si  m  Test  aussi ,  Tordonnéey  («+A)    35  et 
croit  d'un  côté  et  décroît  de  l'autre  de  Tordonaée  tan-      36* 


n 


gente ,  parce  que  A  yjh'^  change  de  signe  avec  h,  11 
y  a  donc  une  infitxion  disposée  connnc  le  montrent  > les 
figures  35  et  36,  suivant  que  A  est  positif  ou  négatif. 
Op  remarquera  qu'en  effet  J^i  («^A)  change  aussi 
de  signe  avec  h  ,  parce  que  Texposant  m  —  on  de  h 
dans  le  J*^  terme ,  est  impair  :  ainsi  la  courbe  présente 
d'un  cdté  sa  concavité ,  e^  de  l'autre  sa  convexité ,  à 
l'axe  des   x  (691).  Nous  avons   construit  les  équations 

^=:/8-j-  (x— «)ï..,  fig.  36 

j^= /î  —  (4;— «>5 . . .  %  37. 
On  en  dira  autant  pour  ^  =  a*jc  et  (y—  1  )•*=  1— j?. 


M 


Mais  si  m  est  pair,  ^^hr.z  toujours,  le  même  signe  3-'  et 
que  A^  quel  que  soit  cdui  de  A,  en  sorte  que  les  or-  35. 
données  voisines  de  notre  tangente  de  part  et  d'antre , 
croissent  lorsque  A  est  positif,  et  décroissent  dans  le 
cas  contraire  ;  à-peu-près  comme  pour  les  maxima.  La 
courbe  prend  la  ibrme  indiquée  fig.  37  et  38,  que  nous 
appellerons  Cir^UvUe  (*).  Le  signe  de  y^/  («+A)  «$t 
visiblement  négatif  pour  l'un  ,  et  positif  pour  l'autre  , 
en  sorte  que  la  courbe  doit  présenter  à  l'axe  des  x  des 
deux  côtés  de  l'ordonnée  tangente,  sa  concavité  ou  sa 
convexité  ,  suivant  que  A ^\t  signe  -{-  ou  le  signe  -— . 

(^}  Nous  aTom  préliéré  les  dcnominatioi»  de  Cératolde  et  Ram» 
pho'ide  k  oeUct  de  rebromsement  de  la  i'*.  et  de  la  a',  espèce  tous 
lesquelles  ces  points  sont  connus.  Ces  mou  sont  dérivés  de  K^o»  corne  ^ 
Ymt^99  bec  doiieau  «  £î'/i#  fbrmç. 
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Les  équations  j'  =  /ô  —  (a: — a)3f  et  y:^  /8  +  C*  —  •)' 
donnent  les  fîg.  Sy  et  38^  Oa  en  trouve  un  autre  exemple 
dans  la  Cycloïde. 

a*.  Mais  si  le  développement  h^est  pas  fautif  dans  les 
deux  i*'*.  termes  ;  a  =:  i ,  j''  n'est  plus  infini ,  et  on 
a  j4  pour  la  tangente  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  » 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  poiat  («^^3)  :  elle  est 
parallèle  aux  x  ,  si  ^  =5  o  ;  inclinée  à  5o^,  bïAsszi^  etc. 
On  a  ^  >  I  f   et 

f    (•  +  A)  =  y:/  +  ^BA*-«+ 

///  (.+A)  =  ^(i^_i)Byi«'-^+ 


D'après  cela  ,  si  le  plus  petit  exposant  h^  est  un  nombre 
pair ,  ou  une  fraction  dont  le  numérateur  soit  pair  y. 
la  courbe  ne  présente  au  point  («,;S)  rie*)  de  particu«- 
lier,  puisqu'elle  s'étend  de  part  et  d'autre  au-dessus  de 
la  tangente  si  B  est  positif,  et  au-dessous  si  B  est  né-* 
gatif  ;  la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces  deux  lignes 
étant  B)^  -{•  etc.  On  voit  d^ailleurs  qu'alors  le  signe  de 
J^^  (*4"^)   ^^^  ^®  même   que  celui   de  B, 

C'est  ce  qui  a  Heu  pour  l'équation lyss/S+op'-j-fx — «)y. 
Cepepdant  si   ^s=p,  il  a  rrmximum' o\k  minimum  i 

Voy.  p.  284»  Cela  arrive  pour  ytszfi'^k  {x — •>  . 
3g  et      Mais  si  b  est  un  nombre  impair  ou  une  fraction  — »• 

4  71 

o.  ...  *"       ' 

dont   le  numérateur  m  soit  impair,    jBA*   ou    By/h^^ 

change   de   signe  avec   h  y    en   sorte   que    les  ordonnées 

croissent  d'un  côté  et  décroissent  de  l'autre  :  de  plus  y. 

J^f  (a+A)  est  dans  le  même  cas,  puisque  l'exposant  de- 

son  i*'.  terme  est  aussi  un  nombre  impair  &  — a.^  op 


Points  singuliers.  Si 7   . 

une  fraction  dont  le  naniérateur  m  ^^  2n  est  impair  : 
donc  il  y  a  une  inflexion  au  point  (u^fi),  dont  la  dis- 
position dépend  de  la  direction  de  la  tangente ,  et  du 
signe  de  B.  Voici  plusieurs  exemples  : 

i*.j=     x+(ar— 1.)3;         a*.  j=  ^  «+ («—•)!;        3g. 
3*.  y=     x+  {x—»Y  ;        4'.  y=—  (x—m)^  ;  40. 

la  tangente  est  inclinée  à  5o^  dans  les  exemples  i  et  5  ; 
à  i5o®  dans  le  5^.  ;  elle  est  parallèle  aux  x  dans  le  4** 

Si  b  est  entier  (c.-à-d.,  3,5,7....),  y^  est  nul;  on 
pourra  rapprocher  notre  théorème  de  celui  des  maxima 
(676).  Chacune  des  racines  de  jr//=o  ne  peut  répondre  à 
one  inflexion,  qu'hantant xjue  la  i''*.  des  dérivées  y  y^»** 
qu'elle  ne  rend  pas  nulle ,  est  d^ordre  impair.  Si  b  n'est  pas 
entier  comme  il  est  >>  i ,  jr//  est  nul  ou  infini ,  suivant 
que  b  est  ^  ou  «^  a. 

II'.  Cas.  Le  développement  de  f  («-f"^)  contenant  un 
radical  pair^  Tune  des  ordonnées  J{A'-\-h)  ou  y  (a — h) 
est  imaginaire  ,  Fautre  est  double  à  cause  du  radical 
pair  qui  y  introduit  le  signe  dr.  Ainsi,  la  courbe  ne 
s'étend  que  d'un  côté  de  l'ordonnée  iS ,  et  elle  a  deaz 
branches. 

1^.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  a*,  terme  , 

a  est  entre  o  et  i ,  l'ordonnée  yS  est  tangente.  Si  a= — y^  u^ 

n 

n  éuntpair,  le  terme  ±^1/^**  montre  que  le  point 
(«9/0)  eft  une  Limîie  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x  ; 
elle  a  la  forme  NMQ  ou  N'ArÇ'j  suivant  que  h  doit 
être  pris  en  -f*  ou  en  —  ;  l'une  des  ordonnées  est  >>  fi, 
l'autre  est  ^  i9  ou  PM  :  d'ailleun  pour  les  points  toisiiis 


t 
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4i.  de  ilf ,  l'atie  des  Valeurs  de  yv  (^_|.ft)  est  positivé/ 
l'autre  est  négative,  ce  qui  prouve  que  Tune  des  brau" 
thés  JVM  est  concave,  et  que  Tautre  QM  est  convexe 
vers  l'axe  des  x. 

Les  équations ^=4+ Jcrfc  (x — •)*»  et.... 

^=A4-a:±:(«t— a:)*  donnent  Tune  ÇAf2V,  Tautre  Q;MW* 
Nous  en  avons  trouvé  plusieurs  exemples  (689). 

4^.  Mlis  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  sui- 
vent Ah*^  ^  pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est 
tangente ,  fi  est  >y  («+A)  quand  A  est  positif;  le  con- 
traire a  lien  lorsque  A  est  négatif  :  en  sorte  que  les 
branches  de  courbe  ont  la  {orme  QMN  dans  un  cas  ^ 
Ç'MN'  dans  l'autre.  On  voit  d'ailleurs  qu'alors/^  («  +  *) 
étant  de  signe  contraire  à  jdf ,  la  courbe  doit  affecter 
cette  figure,  que  nous  nommerons  one  Ramphoïde,  C'est 

ce  qui  a  lieu  pour^=/3  +  «(x — «)3+/(x~«)*. 

Si  h  doit  être  négatif,  pour  que/' («+À)  soit  réel, 
la  courbe  est  à  gauche  de  l'ordonnée  tangente  PM. 

^,  Si  le  développement  n'est  fautif  qu'au-» delà  du 
A*,  terme ,  az=i  et  la  tangente  à  la  courbe  au  point  («,^) 
sera  facile  à  construire.   Si  le  terme   BHI*  porte   le  ra— 

/5^  dical  pair,  il  a  la  forme  ±B^h'^\  l'une  des  branches 
est  ^u-dessus  de  la  tangente ,  l'autre  s'abaisse  au-des- 
sous ,  puisque  cette  droite  a  pour  ordonnée  Y=fi  -{-  Ah  : 
il  y  a  donc  une  Cératoïde.  On  a  jr^f  nul  ou  infini,  sui- 
vant que  b  est>'  ou  <  2.  L'équation  y=r/8-f-.T-|-  {x — «)* 


est  construite  fig.   4^.  La  tangente  est  inclinée   à   5o 
on  a  décrit  aussi  la   courbe  dont  l'équation  est 

s 
44,  2y=-.i— a;+a(i  — a?)». 
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Mais  si  Fexposant  dont  le  dénominateur  est  pair  est  ifi» 
au-delà  dé  Bhf' ,  le  signe  de  B  suffit  pour  décider  quelle 
est  la  plus  grande  de  Fordonnée  de  la  courbe ,  ou  de 
celle  fi  -j"  -^^  ^c  1^  tangente.  On  voit  donc  qu^il  y  a 
une  Ramphoïde.  On  donne  ici  les  courbes  dont  les  équa- 
tions sont 

^s=/8+»+fla:»  +  *v/x* en  QMN  Ifi. 

y=:fi+x—iu^+b^x^ en  Q'MN'. 

693.  Concluons  de  V^  que  1*.  aux  limites  dans  le  sens 
des  X  QU  des  y,  y^  est  nul  ou  infini  ; 

a*.  Aux  inflexions  et  aux  cératoïdes,  y^^  est  nul  ou 
infini  ; 

3*.  Pour  trourer  lés  points  singuliers,  il  faut  prendre 
la  dérivée  J(f^-|»iV=o  de  Péquation  f  (;p,jr)sso  de  la 
courbe  ;  faire  ilf =0  ou  jY=o  ;  en  tirer ,  à  Faide  de 
9  (j:,^)s=o  ,  les  racines  qui  peuvent  seuies  appartenir  aux 
limites  ; 

4*.  Prendre  de  même  la  dérivée  du  2*.  ordre ,  ou  celle 

de  y  =  —  -j^  ,   qui  donne  y«  =  ^,  (f.  règle,  n^.  63a), 

puis  faire  Q=o  ,  ou  iV=  o  ; 

5*.  n    faudra  ensuite  chercher  le  développement    de 
J  {x^K)  pour  chacune  des  valeurs  de  x  ainsi  obtenues, 
ou  plutôt  reconnoître  le  cours  de  la  courbe  de  part  t% 
d^autre  du  point  qu'elles  déterminent; 

6*.  Les  ramphoïdes  et  les  cératoïdes  peuvent  être 
considérées  comme  des  points  multiples  et  soumis  à  la 
même  analyse  :  elles  ont  une  tangente  commune  à  leurs 
deux  branches  au   point  de  rebroussement  ; 

7*.  On  peut  encore ,  dans  la  discussion  des  équations  4 
s'aider  du  développement  de  y  en  série  ascendante  oa 
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descendante  (  669  )  suivant  les  puissances  de  x  ^  on 
aura  aisément  leurs  limites  si  elles' en  comportent,  et^ 
pour  les  branches  infinies,  on  obtiendra  leurs  âsymp«* 
totes  courbes  ou  droites,  etc.  Outre  les  exemples  asse» 
nombreux  que  nous  avons  donnés ,  on  en  trouvera  keâlit^ 
coup  d^autres  dans  le  Traité  de  Cramer.  Nous  propose**- 
rons  encore  les  suivans  : 

•41.         ^=«+1/'(«— 0  jr=X^+y/(x^u) 

45.  y=a:  +  v^(a:— i)'  jr=«3+Y/*^ 

46.  ys=x^+^(x — 1)^  ^s=a«"4-^ar^ 

3  3 

a4.       y=^xl^+fix  yz=^/(x—«Ly''+3i 

37  et 
38. 


5, 


y=y/(x—iy  y=fi^^x^ 


3  5 

39  et     ^s=aF»+V(ar— I)*  Jr^9^  +  x^—^x^ 

40. 

7.  Des  Surfaces  et  des  Couriee  dans  l'efface* 

694»  Soient  zt=z/  (x^y)^  Zt==  F  {X^  Y)  k$  équations 
de  deux  surfaces  courbes  ;  pour  qu^elles  aient  un  point 
commun  (x,jr^z)f  il  faut  que  pour  les  mêmes  ordon-*' 
nées  Zz=z,  on  ait  x=Xf  yz=iY,  Prenons  sur  chacune 
un  autre  point  répondant  aux  abscisses  x-i^h  et^-|-^; 
nous  représenterons  pour  abréger  les  t  correspondant 
(663)  par 

La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s^agit ,   est 

(P-p)A+(Ç-V)*  +  K«-'-)A'+  etc. 
Si  P=^  et  Q;=>f ,  c'est-à-dire ,  si  les  diff^rentitiles  pw^ 
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tiellcs  du  1*^.  ordre  de  nos  fonctions  f  et  F  sont  res- 
pectivement égales  Y  les  raisonnemens  da  n*.  684  feront 
voir  qo^une  3*.  surface  ne  ponrra  approcher  des  pre- 
mières autant  quVIIes  le  sont  Tune  de  Pautre,  à  moins 
que  celle-là  ne  remplisse  les  mêmes  conditions  à  leur 
égard  :  il  y  a  alors  Contact  du  i*'.  ordre.  Pour  le  con- 
tact du  2r.  ordre  ,  il  faudroit  en  outre  que  les  difle— 
rences  partielles  du  :&*.  ordre  fussent  aussi  égales  entre 
elles,  ou  il=r,  iS=s,    T=t, 

Par  eKemple,  tout  plan  a  pour  équation  (606).  •  • 
Ztsi  AX'^-BY'^C  \  sa  position  dépend  des  trois  cons— 
tantes  A^B^C  :  on  peut  donc  les  déterminer  de  manière 
i  établir  une  osculation  du  l*^  ordre,  x^y  et  x  étant 
les  coordonnées   du  .point  de  contact ,   il  vient 

z=Ax  +  By  +  C,    p=A,   ç=:B, 

dz  djT 

p  ti  q  désignant  toujours  les  fonctions  -p  -p  y  tirées  de 

réquatjon  zz=zj  {^x^y)  de  la  surface  courbe  ;  cette  équa- 
tion ayant  par  conséquent  pour  dérivée  àz  =r  pAx  -f-  qàj. 
Si  on  élimine  A,B,C^  on  trouve  pour  l'équation  du  plan 
tangent 

Une  fois  Téquation  du  plan  tangent  obtenue  ,  il  sera 
fadle  de  trouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à  sa  position. 
Ainsi  (619,  1*.)  Tangle  qu'il  fait  avec  le  plan  xy^  a 
pour  cosinus, 


Lai  normale  passe  par  le  point  (XfyfZ)^  elle  est  de 
plus  perpendiculaire  au  plan  tangent  ;  ces  conditions  p 
exprimées  en  analyse  (614)  9  donnent,  pour  les  équations 
de  la  normale, 

2.  ai 
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X — x-^-p  {Z — z)r=o,      Y — y  +  g  {Z — z)=o. 

On  pourroit  aussi  trouver  les  tangentes  et  cercles  os- 
culateurs  aux  courbes  h  double  courbure  ,  les  sphères 
osculatrîces  aux  surfaces  (lorsqu^il  y  en  a),  juger  par 
là  de  la  forme  de  ces  surfaces  ou  de  ces  courbures  , 
de  leurs  maxima ,  etc.  ,  etc.  Mais  comme  cela  nous 
éca;*teroit  trop  de  notre  but ,  nous  renverrons  aux  Fond, 
analy. ,  n"V   i4i  i  ^ic. ,   et  à  V  Analyse  de  Monge. 

695.  Pour  que  le  plan  tangent  soit  perpendiculaire  au 
planer,  il  faut  que  son  équation  soit  réduite  à  la  forme 
Z — z  t=  (j  (F — y)  ,  (60a)  ;  ainsi  /7  =  o.  Plus  générale- 
ment, soit  Pàx  +  Qày-\-Ràz^^o  ,  la  différentielle  de  l'é- 
quation d'utie  surface  ;  P=:o  est  la  condition  qui  exprime 
que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  yz,  H 
faut  donc  que  les  coordonnées  x^y^  z  an  point  de  contact 
satisfassent  à  Péquation  P=ro  ,  et  à  celle  9  (a?,^,  r)=:o 
de  la  surface.  Ces  équations  sont  donc  celles  de  la  courbe 
qui  jouit  de  la  propriété  que  le  plan  tangent  soit  per- 
pendiculaire au  plan  y^  ;  cette  courbe  est  la  limite  de 
la  surface  dans  le  sens  des  yz.  Ainsi  en  éliminant  x , 
on  a  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des  yz. 
De  même  celle  sur  le  plan  xy^  se  trouve  en  éliminant 
z   entre  9  =  0,  et  i^=  o ,   etc. 

Pour  la  sphère  ,  par  exemple,  (601) 

^x^ay  +  {y^b;  +  {z  —  cY=,T^; 

la  dérivée  relative  à  z  seul  ,  est  r  -^  c  =  o  ;  élimi^ 
nant  r,  ona(a;  —  fl)*  +  (^  —  ^)*  =  r»,  pour  Péqua- 
tion  de  la  projection  sur  le  plan  jt^,  ce  qui  est  d'ailleurs 
visible. 

Nous  ne  pouvons  donner  sur  cette  théorie  des  détails 
plus  éicndus  ;  mais  nous  croyons  «|ue  ces  principes  stiffi« 
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ront  poar  l'intelligence  du  traité  de  M.  Monge ,  auquel 
nous  renvoyons. 

696.  Projetons  sur  le  plan  xy  l'arc  s  de  courbe  dans 
l'espace  ,  pub  développons  (  286,  '^,  )  le  cylindre  formé 
par  le  système  des  perpendicubires  à  ce  pian  :  la 
base  est  la  projection  a  de  l'arc.  Or,  on  peut  conce^- 
voir  cet  arc  rapporté  aux  coordonnées  rectangles  A  et  z  ; 
l'aire  du  cylindre  et  la  longueui^  de  l'arc  seront  données 
(6819682)  ,  par  les  relations  Z'  =  r  et  5^»  ss  i  +  z", 
dans  lesquelles  les  dérivées  se  rapportent  à  A.  Si  on  veut 
qu'elles  soient  relatives  à  « ,  on  aura  (656) 

d/=  zix    dj*  =  dx*  -f.  dA»  ; 

mais  notre  projection  A  est  de  même  rapportée  aux  va^ 
riables  du  plan  xy  ^  txk  sorte  que  dA*  =  dx*  -j*  4^*  » 
donc 

d/  &=  r   v^  (  dx'  +  dj^') 

dj»  =  dor»  +  d^'  +  dz». 

Si  on  substitue  ici  les  dérivées  ày  et  dz  en  fonction  de  x 
tirées  des  équations  il/=o,  iV  =  o  de  notre  courbe,  on 
aura  par  l'intégration  \  d'une  part  Taire  t  du  cylindre  droit 
qui  a  pour  base  la  projection  de  l'arc  ,  et  qui  est  ter- 
miné par  cet  arc  ;  et  de  l'autre  la  longueur  de  l'arc  rec- 
tifié. 

697.  Supposons  que  le  trapèze  curviligne  CBMP  tourne      ^^^ 
autour  de  l'axe    Ax  ;   cherchons  le  volume  t»  et   l'aire  u 

du  corps  de  révolution  qu'il  engendre,  l'équation  de 
l'arc  BM  étant  donnée,  y  •=^fx.  Soient  v  =  Fx ,  11  =  (px  ; 
il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  F  et  9.  Attribuons 
i  X  l'accroissement  PP  tszh  j  y^  v  tt  u  deviendront.  .  * 
PM'  ^szy  '\^kfV'^i^u-^l^  et  nous  aurons 

k  zxzyh  -j-  etc. ,  i  =  k'A  +  etc.,  /  =:  ii^A  4-  etc. 
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^^*  11  s^agU  maintenant ,  pour  appliquer  la  mctlioile  dn 
<  limites ,  de  trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre 
elles  les  accroissemens  z  et  / ,  quelque  petit  que  soit  h. 
i"".  Les  recungtes  MP  LP  engendrent,  dans  leur 
révolution  autour  de  jéx ,  des  cylindres  dont  les  volumes 
sont  wj*h  et  «  (j^  +  i)'A  (3o8)  :  leur  rapport  ayant 
Tunité  pour  limite ,  et  le  volume  i  étant  toujours  inter- 
médiaire  entre  ceux-ci  ,  Tunité   doit  être  aussi  la  limiu 

.                      14/4-  etc.      , 
du  rapport •  ou  — = :  donc  /  =  »y'. 

698.  a".  La  corde  MM}  décrit  un  cdne  tronque  dont 
l'aire  ^:a89,3°.)  est  ^{^y-^k^yt,  MM'  :  de  même  comme 
QH'zz.y'h  (678),  Taire  décrite  par  la  tangente  MH 
est  »  {%y  -^^ yh)  X  MH,  Enfin  la  différence  des  cercles 
concentriques  engendrés  par  P*!!  et  FM^ ,  ou  Taire 
décrite  par  //M',  est  »  (^  +  A)*  —  «r  (j+yA)*  ou 
^yy^^h^  +  «te.  Ajoutant  à  l'aire  décrite  par  MH  ^  on 
a  pour  le  rapport  entre  le  tronc  de  cône  MM'  et  cette 
somme, 

ir  iny  +  k)  MM' ^ 

w  (  ay  +  yA)  3/H  +  ityyllh^  +  etc.  ' 

Taire  /  est  toujours  comprise  entre  celles-ci ,  quelque 
petit  que   soit   A ,  et   comme   ce  rapport  a  visiblement 

1»     •.  '  I-    -.  Il      1   ^  {^y+k)MM' 

Tunite  pour  limite,  celle  de     ^  «^    '     -^ est  aussi 

un;  d'où  11'  as  a«j^  ^(  i  +y  ). 
On   mettra   donc  fx  pour  y ,  dans 

et  il  restera  k  intégrer,  c.-à-^.  à  trouver  quelles  sont 
les  fonctions  qui  ont  pour  dérivées  les  résultats  ainsi 
obAnus  (754).    . 
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699.  Traçons  sur  on  plan  APB  on  trapèze  CDEF  :    4y. 
soieni  cdef^  sa  projection   sur  an  autre  plan  AQB^  et  « 
l'angle  de  ces  dcax  pbns  ;  supposons  qae  les  côtés  CD  EF 
soient  perpendicolaîres  à  leur  intersection  AB.  On  a  (601  ), 

cd  r=  Ci)  X  cos  m^éfisz  EF  x  cos  «  ;  donc  Faire  du  tra- 
pèze cdê/isi:  i  GH  X  {CD  -f-  EF)  cos  «  ,  on 

=  CDEF  X  cos  m. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a  4^* 
également  lieu  pour  un  triangle  quelconque  DIF^  puisquVn 
lAenant  les  perpendiculaires  CD  EF  sur  AB ,  et  CE 
parallèle  à  DF ,  on  forme  le  trapèze  CDEF  dont  Taire 
est  douUe  de  celle  du  triangle  DIF4  Or  d'une  part, 
toute  figure  rectilignc  est  décomposable  en  triangles  ;  dû 
l'autre  on  peut,  par  la  méthode  des  limites,  étendre  aussi 
la  proposition  k  toute  aire  curviligne.  Donc  la  projec- 
tion P  sur  un  plan  d'une  aire  quelconque  A  tracée  sur  un 
antre  plan  f  esi  h  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de 
l'angle  a  qu'ils  Jorment  entre  eux^  ou  P  =s  A  cos  «. 

700.  Soient  donc  «  a'  J'  tes  angles  que  fait  une  aire 
plane  A  avec  les  plans  coordonnés  ^  P  P  P^  ses  trois 
projections ,  qb  sl  P ^=:  A  cos  m^  P  ssiA  cos  a'  ^  •  .  .  . 
P'  =  A  cos  «^  :  faisant  la  somme  des  carrés ,  il  vient 

A^  r=  P  +  P'  +  F", 

3  cause  de  cos'a  «1-  cos*«'  +  cos^m^^  ss  i  (  61 8,3^).  Donc 
U  carré  d'une  aire  plane  quelconque  est  la  somme  des  carrés 
de  ses  trois  projections. 

Ces  théorèmes  servent  à  trouver  l'étendue  des  surfaces 
planes  situées  dans  T espace ,  en  les  ramenant  à  être 
exprimées  à  l'a  de  de  deux  variables. 

701.  Soitr  =y^(  x^y)  l'équation  d'une  surface  courbe; 
menons  quatre  plans  parallèles  deux  â  deux  à  ceux  des 
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49"  «-2^  et  des  yz  :  cherchons  le  volume  V  et  l'aire  V  da 
corps  MSC  renferme  entre  ces  limites.  Pour  cela ,  attri- 
buons 9i  X  t\.  y  les  accroissemens  A  et  Jlr  :  le  point  M  'x^,x) 
sera  comparé  au  point  Cj  en  sorte  que  le  corps  aura 
pris  l'accroissement  renfermé  entre  les  plans  MES!)  SB  FMi 
V  et  V  sont  donc  des  fonctions  de  x  et  y  qu'il  s'agit 
ù(\  déterminer,  x  étant  augmenté  de  A  et  ^  de  Ar,  F  fiera 
accru   (663)  de 

dr,       àV,       i^Vh*        i'^  ..    .   ^'^  *■   . 
dx     ^  dj^  dx^a.        dxây         *    ày^    2    ^ 

or ,  si  on  n'eût  fait  varier  que  x^  le  corps  auroit  reçu 
l'iaugmentation 

de  même   en  ne  faisant  croître  que  j^  *  on  a 

djr      ^   ây^    a  ^ 

d»r 

donc  en  retranchant ,  on  a  volume  MCRQ  =  hk-^-^u 

on  verroit de  même  que  l'aire MC  =  -r—r-  hk  +  ..  .\ 

dxdy 

Pour  appliquer  ici  la  méthode  des  limites ,  cherchons  des 

grandeurs  entre  lesquelles  ce  volume  et  cette  aire  soient 

toujours    renfermés,  quelque  petit  que    soit  h:  repré-^ 

sentons  le  corps  MCRSQP k  part,  fig.  5o. 

5o.  1*.  Le  parallclipipède  rectangle  MPSs  a  pour  volume 
hkz  ;  celui  de  tout  autre  prisme  construit  sur  la  même 
base  ,   et  dont  z  4.  Z  est  la  hauteur,  est  ==M  (z  +  l). 

Lf  rapport  — r—.  de  ces  volumes  ayant  l'unité  pour  limite  » 
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telle  de  hkz  :  -r — ;—  kn  +  etc.  est  i/n  ;  ainst 

axdjr 


dxdjr 

on  mettra  donc  pour  z  sa  valeur  y  (^^)  ;  puis  on  in« 
tégrera  deux  fois  ,  d^abord  relativement  à  a;  ^  en  regai  - 
dant  y  coiume  constant  ;  enfin  on  intégrera  de  nouveau 
Le  résultat  par  rapport  à  ^.    (.^oy.   n*.   ySS). 

70a.    2*.    Menons    un    plan    tangent    Ms*    an   point    5a. 
M  (ar^,z):   l'aire  Mr^s^ff   qui  est  renfermée   entre   les 
plans  MR  MQ  Qs^  s'R  est  (699)  le  quotient  de  sa  base 
PQRS  divisée  par  [le  cosinus  de  Fangle  qu'elle  fait  avec  le 

plan  XY  ouhK  :  -77 — : =  hk  ^(i  +'»*  +  ^^0  t 

(^94)*    Mais  il  est    facile  de    voir  que  l'unité   est    la 

limite  du  rapport  de  ■  hk  -(-    ^^^*   «^  celte  quantité. 

Dùnc 

d»t/ 

Il  faudra  donc  dîfférentiec  l'équatioa  z  ■=./  (x^)  de 
la  surface  ,  puis  de  dz  =  pàx  -f-  i^ày  ,  tirer  les  valeurs 
àc  p  ti  q  en.  fonction  de  a:  ti  y  ^  et  les  substituer  ici  : 
enfin  intégrer  comme  on  Pa  dit  ci-dessus.  Nous  donner 
tons  des  applications  de  ces  diverses  formules  (755}. 

&  De  la  Méthode  infinitésimah. 

7o3.  Nous*  avons  déjà  remarqué  (tom.  I,  note  p..a5i)p 
en  appliquant  la  méthode  des  limites  (  167)  à  une  équa- 
ttoa.  entre  des  constantes  et  des  variables  qui   peuv^nfi. 
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être  rendues  aussi  petites  qu^on  veut,  que  lorsqu^on  n'a 
besoin  que  de  la  relation  qui  lie  les  termes  constans  , 
ce  n^est  pas  commettre  une  erreur  que  de  négliger  dans 
le  calcul,  quelques-uns  des  termes  qu^on  sait  devoir 
disparoitre  par  la  nature  même  du  procédé.  La  certi-* 
fttde  mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omis- 
sions volontaires  ,  pourvu  qu'on  se  soit  assnré  qa'en  efTet 
elles  n'affectent  que  lt$  quantités  qui  n'entrent  pas  dans 
le  résultat. 

704.  On  pourra  donc  dans  toute  question  semblable, 
omettre  les  termes  indéfiniment  petits,  j  que  les  géo- 
mètres ont  appelés  avec  Leibnitz  des  indéfiniment  petits. 
En  se  dispensant  d'y  avoir  égard  dans  les  calculs ,  on  les 
abrégera  beaucoup ,  puisqu'il  est  souvent  difficile  de  les 
évaluer  ;  et  les  résultats  seront  tout  aussi  exacts.  On  pourra 
tnétnc  présenter  la  théorie  avec  la  rigueur  géométrique , 
en  prouvant  que  les  quantités  omises  sont  au  rang  de  celles 
qui  doivent  en  être  ôtées.  Cette  méthode  est  précieuse , 
non-seulement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire, 
mais  encore  pour  les  spéculations  analytiques  compli— 
quées  ;  et  il  importe  de  ne  pas  se  priver  d'un  secours 
si  puissant  ,  sur-tout  en  considérant  qu'on  peut  toujours 
rendre  au  procédé  la  rigueui*  qui  lui  manque  en  appa- 
rence. 

705.  Les  applications  de  ces  notions  aux  élémens  de 
géométrie  sont  si  faciles  ,  que  nous  nous  dispenserons 
de  les  £>ire  ;  chacun  poun'a  aisément  y  suppléer.  Mats 
vcnons-cn  à  celles  du  calcul  différentiel. 

Soient^  r  /. .  .  des  fonctions  quelconques  de  x  :  si  x 
prend  l'accroissement  d:t ,  ceux  que  prendront  ^,r.  .  . 
seront 

ày  =  Adx  -f-  BAx*  -f*  etc. 
d^  =  A'àx  -r  ^'cl-r*  +  «i<^- 


ei  «HiM  dès  aititrcs;  «r  ;  qa«l  qat  soit  Itf  but  de  notra 
c^ératiofi,  dy  doit  étfe  combiné  avec  d^,  d/,  ...  de 
manière  à  former  une  équation  Jlf  :i=d  o.  Lé  facteur 
commun  âx  pourra  être  omis  ^  en  sorte  que  les  pre- 
miers coefBciens  en  soient  seub  exempts.  Mais  xy  z»,, 
étant  maintenant  regardés  comme  des  termes  fixes ,  leurs 
accroissemens  do;  d^...  pourront  être  fendus  aussi  petlls 
qu'on  voudra,  de  sorte  qu^en  faisant  dx  =  o  ,  Téqua- 
tiôn  Mzzzo  (devra  perdre  tons  les  termes  B  ,  B\  ... 
o«i  pourra  donc  d^avamcc  dégager  le  i:alcai  de  ces  termes , 
et  dire  que  ày  tsz  AAx  ^  dr  xr  A'àxy  etc.  .  .  ;  les  autres 
termes  sont  négligés  comme  des  infiniment  petits  du  a*. 
ordre  y   expression    qui  sert  i  éviter  une  circonlocution. 

A  est  la  dérivée  qve  noils  avons    désignée   par  y  ^ 
et  que  nons  savons  trouver ,  par  des  règles  t^es  ^  poixr 

toute  fonction.  On  verra  aisément  qna  ...» 

dy  r=:  di^.djr  =  Kàx* ,  et  que  A*y  est  infiniment  petit 
du  second  ordre  . . . . ,  etc. 

706.  Soit  BM  =  j  un  arc  de  courbe ,  les  coordon-  2.2.. 
nées  de  M  étant  x  ti  y\  enfin  y  a=  J'x  Téquation  de 
cette  courbe.  La  targenté  TM  sera  supposée  le  prolon- 
gement de  Télément  infinitilent  petit  MM*  de  la  courbe  ; 
ce  •  qui  revient  ii  dire  (]ne  la  ^fde  de  l'ârc  ISflf  t=^  as , 
pouvant  approcher  auunt  qu'on  vcdt  de  i///,  Tangie 

M'MQ^  dont  la  tangente  =  TS^'  "^  diffère  de  IIM(^ 

que  d'une  quantité  indéfiniment  petite.  En  résolvant  le 
triangle  M'MQj  dont  les  côtés  sont  dx,  ày  ti  df  ^  on  a 
donc  (678) 

Ung  r»  j^,coaraB-^,sinT  =  -/. 
eu;  Qs  as 

Pui^ae  Tare  MM'  s  j  et  sa  corde  diffèrent  aussi  peu      22. 


•  «  « 
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qu'on  veut ,   la  longueur  de  l'hypothénuse  9  on. 
v/(dx*  +  dj')»  ne  peut  différer  de  d^  que  d'une  quan-^- 
tité  du  A*,  ordre;  donc  (681) 

d5  =  v^(d«»  +  djr»). 

22*  Soit  t  l'aire  CBMP\  le  rectangle  indéfiniment  petit 
MPPQ  =  ydx ,  pourra  différer  aussi  peu  qu'6n  voudra 
de  At  ;  donc  ( 682 ) 

d/  =ydx. 

stS,        yoy.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires. 

Du  pôle  A  pour    centre ,   décrivons    l'arc    MQ    par  le 

.      ^  ,        ,  MQ      AM      MQ      r 

point  M  (r^  ê)  nous  aurons  — ^=— ; — ou-— -^  =  — % 
^  V    ï    y  jnç        Am         di         i"^ 

donc  JlfÇ  =  rdl.  Menons  ^T  perpendiculaire  sur  AM  ^ 
et  la  tangente  TM'  qui  se  confond  avec  Tare,  suivant 
l'élément  MM'  =  As  :  or-  les  triangles  semblables  MM'Q 

mur  A  y                ^Q            ^^             '^^            ^^        j 
T/KT/f  donnent  -^^  s=  -rrrr   ou   -r—  =  ;     donc 

M'Q         AM  Ar  r 

fious-tang.  AT  =  -^.  Dans  le  triangle  rectangle  TMA, 

AT         rdé 

on  a  tang  TMA  =  — rrr=  -r—  :  comme  n**.  G80. 
^  >^M        dr 

De  plAs  MM'^  =  MQ*  +  M'Q^  devient • 

d5*=:r'dr  +  dr».  Enfin  l'aire  ABM=  r  comprise  entre 

deux  rayons  vecteurs  a  pour  différentielle  AMM'   qu*on 

peut  regarder  comme   égal  à  AMQ  :  or 

AMQ  =  i  AM  X   MQ  ;  d'où  dr  =  J  r^Aé ,  comme 

n».  683. 

22.        yo8.  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax,  CBMP  en~ 

gendre  un    corps   dont  le  volume   est  f  et  l'aire  u  ;  or 

l'aire  MM'  décrit  la  différentielle  de  v,  qui  est  un  tronc 

de  cône ,  et  =  ^  MM'  (cir  PM  +  cir  PAT')  ,  ou  plutôi 

=  MM'  X  cir  PM  ;  donc  du  =  a  iryAs.  De  même  l'aîrr 


I 
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MPPM'  engendre  la  difTérentlelle  da  volame  i^  ;  on 
peat  le  regarder  comme  égal  au  cylindre  décrit  par 
MPP'Q  =  PP  X  cercle  PM  :  donc  à^  =  itj^àx.  Cela 
est  conforme  au  n®.  697. 

709.  Soit  la  surface  courbe  BD  dont  Véquation.  .  .      49* 

X  =/(x ,  j  )  est  donnée  :  lorsqu'on  fera  croître  x  de  dx, 

dV 
le  volume  F=z  MiV  croîtra  de  MBFR  =  -r—  àx.  Si  dans 

ax 

ce  résultat,  on  augmente  y  de  djr,  le  volume  MB  croîtra  de 

d'F 
MCSP  s=  .  dxd^.   On   verra  de   m^me    que  Taîr» 

d't/ 
Mz  =  U  augmentera  de  MC  «=  ——,Axéy, 

Cela  posé,  i*.  le  plan  Mr^q^  parallèle  au  planjy,      So. 
formera    le    paralléltpîpède  MPSs  dont    le    volume    est 
zàxAy  :  donc  d^F  =  zAxAy  y  formule  qui  revient  à  celle 
du  n*.  701. 

a*.  Le  plan  tangent  Mr's^if  peut  être  supposé  con— 
fondu  avec  la  surface  dans  l'étendue  de  fAC  :  et  comme 
(699)  la  base  PS  ou  dxdx  est  =  MC  x  cos  m,\  m  dé- 
signant  rincHnaison  de  ce  plan  sur  celui  des  x^,  on  a 

JtfC  =  ^=  J*4rV  (1+/^*  +  ^'),  (694).  Donc 
d*l/=  dxd^  v/  (*  +P'  +  y*)  comme  n*.  70a. 


/ 
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CALCUL    INTEGRAL. 


CHAPITRE    PREMIER. 


Intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable. 


I.  Règles  fondumentules. 


71D.  Le  calcul  intégral  a  pour  but  de  remonter  des 
fonctions  dérivées  à  leurs  primitives  ;  on  y  parvient  à 
Taide  d^une  série  de  principes  et  de  transformations. 
Pour  éviter  les  modifications  qu''c]ies  devroient  faire 
éprouver  aux  formules,  en  vertu  des  divers  changemens 
de  variable  indépendante  (656),  nous  préférerons  Tem- 
pltri  de  la  notation  de  Leibnita.  Lors(|u'on  veut  marquer 
qu^on  doit  prendre  l'intégrale  d'une  fonction ,  on  la  fait 
précéder  du  signe  /"  qu'on  prononce  Somme  :  ainsi.  ... 
y'zrzi^y  étant  la  dérivée  de  x'«+<: ,  on  écrira  ày=zl^àx^ 
d'où  yz=:fl^^  do:  =  x4  -}-  c, 

711.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
fonctions  primitives  fx  et  Fx  d'une  même  dérivée  y. 
Le  tbéoréme  de  Taylor  donne 


y  {xJrh)=jx+yh+i:yiih^+ 

F{x+h')  .•=  Fx  +yh  +  ï  J^^A'  + 


•  •  •  •  • 
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retranchant,  on  u*oave 

J  ix  +  h)-^  F  (x+h)=Jx^Fa:. 

Il  faut  donc  ({uejx  —  Fx  n\^prouve  aucun  changement  , 
quelque  valeur  que  prenne  x;  anui/x'^Fx  est  indé- 
pendant de  x^  d'où  Jx=zFx'\- C  j  C  désignant  une^ 
constante.  Donc  fouies  les  fonctions  pn'mitîi^es  ^ui  ont 
même  dérivie ,  ne  dijjèrent  entre  elles  que  par  la  jwleur 
du  terme  constant.  Si  donc  on  ajoute  une  constante  ar- 
bitraire à  toute  intigraU ,  elle  prendra  la  forme  la  plus 
générale  dont  elle  soit  susceptible. 

712.  En  renrersant  les  règles  principales  du  calcul  des 
dérivations ,  on  trouvera  autant  de  règles  du  calcul  in- 
tégral. Il  sera  facile  d*en  conclure   que , 

I.  L'intégrale  d'un  polynôme  est  la  somme  des  inté- 
grales de  ses  divers  termes  ■  on  conserve  à  chaque  terme 
son  signe  et  son  corjjicient  (629). 

II.  Pour  intégrer  t^dz ,  il  Jaut  augmenter  l'exposant 
n  d'une  unité ,  supprimer  le  facteur  dz ,  et  diviser  par 
V exposant  ainsi  augmenté  ^  (633);  ou 

fAzràz——^ —  -fC. 

Aàz 
Pareillemeol  Ag^^z^  ou ^  a  pour  intégrale.  •• . 

-—  ou  —  ^  .    Ainsi    Zorvtfi/v  la   i^aHésble 

— w-h  t  ("  —  i)  '^'*~* 

£st  au  dénominateur ,  on  prend  la  fraction  en  signe  con^ 
traire;  on  diminue  l'exposant  de  la  variable  d'une  unité ^ 
et  on  la  multiplie  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

Ces  règles  s^appliquent  aussi  aux  fonctions  qu^on  peut 
ramené:  à  z'*àz.  Pour  ax^^^dr  (A -|- tfor")"* ,  on  remarque 
que  la  différentielle  de  b-^cx^  eit  na:^*  dxi  on  peut 
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préparer  le  i*'.  facteur  âx""~'  de  manière  ï  le  mettre  soa$ 
cette  forme,  puisqu'il  n'en  diffère  que  par  le  facteur  cons<> 
tant  ne ,  et  on  aura 

a  a        . 

—  X    /ircc"-*dx  (h  +  cx^)'^z=z —  r'"dr, 

ne  V  I  -f  yj^ 

« 

en  faisant  b-\'€x^:=:z.   On  a  donc  pour  intégrale. ...  • 

^(m+iy  *»"  nc(m+0  (*+'*-)"*'  +  C.  La  trans- 

formation  qui  a  introduit  z  n'étoit  même  pas  nécessaire  , 
et  il  conviendra  à  Ta  venir  de  l'éviter ,  parce  qu'elle  fait 
languir  les  calculs. 

De  même  7*6  v^(4*»+  3)  xAx=l  (4a:«+3)*  +  C. 

III.  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  n=z  —  i  ^ 
puisqu'on  trouve  fr'^dz  =  oo  ;  mais  cela  vient  de  ce  que 
l'intégrale  appartient  à  une  autre  espèce  de  fonction.  On 

/dz 
—  =  log  z  +  r ,   et  plus  générale- 
ment 

dz 

=  log  (a+z)+C 


/; 


a-\-z 

Donc  toute  Jraction  dont  le  numérateur  est  la  dij[firen^ 
tielXe  du  dénominateur  a  pour  intégrale  le  logarithme 
iu  dénominateur.  Dans  ce  cas,  nous  mettrons  à  l'avenir, 
pour  la  commodité  des  calculs ,  la  constante  arbitraire 
sous  la  forme  log  C. 


5:r^ 


d^ 


Pour  intégrer  9  je  remarque  qu'au  facteur  cons*- 

tant  près   5,    cette   fraction    rentre   dans    la    règle   pré- 
cédente :  je  la  prépare  donc  ainsi 
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IV.  Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  un  radical 
carré,  et  dont  le  numérateur  est  la  dijjérentielle  de  la 

Jonction  que  ce  radical  affecte ,  a  pour  intégrale  le  doubla 

de  ce  radical  (636),  ou    /  -7— =a^r-f-C. 

V.  Une  des  règles  les  plus  importantes  à  considérer, 
est  celle  de  rînlégration  par  parties  ;  voici  en  quoi  elle 
consiste.  On  a  yn  (63o)  que  d  {ut")  ^nyàt-^tAw^  donc,  en 
intégrant , 

ut^^fuàt+JïAu 

et  fuAt  =  ut  — fthi  ; 

ainsi ,  en  décomposant  une  différentielle  proposée  en  deux 
facteurs  dont  l'un  soit  directement  intégrabUy  it  Jaudra 
intégrer  en  regardant  Vautre  facteur  comme  constant  ; 
mais  on  devra  retrancher  ensuite  l'intégrale  de  la  quan- 
tité qu'on  obtient^  en  difftrentiant  ce  résultat,  par  rap- 
port à  la  seule  Jonction  qu'on  a  prise  pour  constante. 

Ainsi,  pour  intégrer  log  x  dj;,  je  regarde  dx  comme 
seule  variable ,  et  j^ai  x  log  x  ;  je  dîfférentie  ce  résultat 
par  rapport  à  log  x  seul ,    et  j^ai 

J  log  X  dx  =  X  log  X  — Jx,  —  =x  log  X  —  X  +  C. 

X 

Celle  règle  oflire  Tavantage  de  faire  dépendre  Tinté* 
grale  cherchée  d'une  autre  ;  et ,  l'adresse  de  ce  genre 
de  calcul  consiste  à  faire  la  décomposition  ,  de  sorte 
que  celte  dernière  soit  moins  compliquée  que  la  pro- 
posée. 

YI.  La  règle  du  n\  65^  donne,  le  rayon  étant  un, 
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/'  àz 
j-^  =  arc  (umg=«)  +  C. 

On  poarroit  aussi  supposer  le  rayon  ss:  r,  et  on  anroît 

y'*     rdz 
-7- =arc  (sîn=z)  +  C. 

Pour  obtenir  /     ,  ,   ■  ,  on  divisera  haut  et  bas  par  m. 
et  on  «uiF» 

—  .      ,iz*  =  — 1/-- ; — 

a      i-J û  r       b      1+/» 

a 

en  faisant =  r .  Donc    ,^    ,^  arc  (tang  =  t)  est  Tinté- 

grale  chercher  ,  le  rayon  étant  un  ;  d'où 

On  trouve  de  même 

Le  calcul  différentiel  pôurroit  fournir  encore  d'autres 
règles,    mais  nous  n'y  aurons  pas  égard  présentement. 

2.  Des  Fractions  rationnelles. 

71 3.  Nous  avons  donné  (SSg)  des  procédés  généraux 

N 
pour  décomposer  toute  fraction  rationnelle  —  en  d'au- 
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\ftes  9  dont  la  forme  soit  Tune  des  suivantes  : 

J  A 

Ax+B  Ax  +  É 


x*+px+q\    i^^+P^-^^y' 

jiy  B^p,  ç,  Jtj étant  des  constantes,  et  les  facteurs  de 

:±**^px-^g  ëtant  imaginaires.  11  s^agit  donc  de  donner 
des  règles  pour  rempnter  de  ces  fractions  aux  expressions 
dont  elles  «ont  tes  dérivées.  Remarquons  que  dans  les 
deux  dernières,  si  oti  fait  dîsparoitre  le  terme  px ^  par 
lâ  transformation  *=« — Ip  ,  puis  si  on  hhfi*i=zç — ^p\ 
ijuantité  positive  par  supposition ,  on  a  simplement 

Az  +  B^  Az  +  B' 

Aix 
!•'.  Cas.  L'intégrale  de  —  est  log  (pe — a)  -^  log  c^' 


x>u  log  c  (x  — a).  Par  exemple,  #n  a  vu  (S6o,  2^.)  que 

Ax  ^        %    f>  Ax       '     d.if   \ 

tdeat ||dg  (a+«) — log(« — m)  +  loge}  est  l'inté- 

sriale  ;  d  ou  /  -^ «-crr loc  — ^ — = — ^* 

r  J  a' — X»       aa      ^      a — x 

_        .        fa — Lx\àx         2Ax     .  adx  .     , 

De  même  ^^ *   ■    =  •*— a  pottr  «te-* 

X» — X  —  %  2 — X      x+i 

gral«  •'^a  log  {x — a)  —  a  log  (x  +  i)-f-log  ^t    ou 

>4dr 
II».    CAS.    lA    fractioft  7 r-    a   pour  mtégrale 

a.  da 
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(règle  II)    ^^^^rTg^^^n-.  •  ^^^  exemple  (56o,  6*.) 


i]jr= 


"-*  4"-*  a^  4^-* 


donn^  pour  intégrale 

»logx— ~1-  ^ Jlog(x— i)  +  -^-^-tlog(x+0+tf. 

III*.  Cas.  Poàr  la  fractson  — ;; ;"  Ar*  on  kitègrc  siU 

parement  ■  et  '  '  ;  la  prcmi^e  par  la  règle  III ^ 

•  * 

la   deuxième  par  celle  YI ,  n^  y  12.  On  trouve 

i..j-p^=i  ^log  (x'+ ^0 +->rc  (tang=_). 

,                                 /^  xdx 
Ainsi  on  décompose  /   -5 en  (  56o ,  5".  ) 

X  — I       ,/     a:*4-x4.i 
le  !••.  terme  =s ^  log  (se — t)  ;  <ponr  le  a\  on  faîi  x=«4«i^ 

ce  qui  donne -^/  -^î 7+/  -^ — ç;    Tune  est....... 

=  —  i  'og  { **  +  i)  =  — i  log  x/(x-'+  X  +  1)  ;  l'autre 
^lôfine  '^  y/3  •  arc  (  tang  =  — 70*  j   Bonc 

y^=|  Jlogc(*-i)-logV/(*'+*+,)4-^/3.afc(tang=  ^)J 

Prenons  pour  second  exemple  (56o,  4*.) 

(x*-— x+î   dx       ,      dx         ^'  (x^- O  d4P 
(x+i)(x»-J-x)       •'  x-J-i  ""•*     x'4-i     ^ 
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rintégrale    est    log       ^      ~     ■    —  ^  arc  (tang=x). 

IV«.  Cas.  U  s'agit  d'intégrer  ijnc  série  de  fractions  de 

,     .  [Az+B)  àz        ,  , 

la  forme  . ,  1  étant  successivement  sc=x,a.3.«. 

-Pour  cela,  chacune  se  partage  ta  deux,  -r ^  et... 

BAz  ^'^+^'^" 

V+^*r  '  '^'  ^^«'w^ligrew-leH:haII^p  (r^le  »)  (f)  , 

«*  ^^"'**  a(n— 0  (^-4-^')'^'    •  "  cependant  n=i  , 

on  a  è-rflog(z*+/8'). 

/Al         ^^-^  i.   . 

714.  Quant  à      ■  ^'y  on  en  facilite  Tintégration 

l*    "HP  y  • 

en  la  faisant  dépendre  d'une  autre  plus  simple.  Pour  cela, 
K  ti  L  étant  des  coefficiens  indéterminés ,  on  sup- 
pose  (♦♦) 

/'     àz        _        Jiz  p     Uz 

pour  trouver  le^  valeurs  de  ^T  et  X,  on  diff^rên^^ra 
cette  équation  ;  puis  on  réduira  au  mime  dénominateur 
(z*  +  itf')'*,  et  on  aura  • 


(>)  Bn  fiûtattc  s»  4*  #*  sul» ,  èi  Iboiini  âerieot  monôme ,  os  «a 
,  '^    dont  rintégrale  ^ • 

(*♦)  La  fon^e  4c   cette  équation    eet  légitimée  per  la  mite  du 

'calcni ,  qui  oondnh  à  deux  équationa  leulement  ponr  troQTer  K  et  Z. 

Cette  transformation  est  indiquée  par  Tbabitude  de  Tanahie ,  qui  frit 

prén^r  que  \p  r^nltft  ne  peut   coaii^ir  fut  de»  tfmei  de  dew 

capècet ,  let  uni  en  x*,  Ut  autvci  conMani. 
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(Toù,  comparant  terme  à  terme,  on  tire 

tirant   les   Talears  de  £  et  X,  et  les   substituant,   on 
obtient  enfin 

/^     de       z an — 3      j^      dr 

L'asage  de  cette  équation  est  facile  à  concevoir.  On 

/*     dz 

ihtégrera  d^abord  celle  où  n  a  la  plus  grande  valeur ,  et 
notre  formule  la  remplacera  par  deux  termes,  Tun  in* 

tégrë,  et  Fautre  de  la  forme  /— ^ rzirf  V^^  s'ajou- 

tera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  juscpi^à 

Az  . 

la  fraction    ^  dont  Tintégrale  est  connue  (rigleVI). 

Soit^  par  exemple ,   la  fraction 

{x^+  2a^+  3x*+  3)  dx  _  (— ax+  Qdj?      (ajg+i)djg        dx 

les  z*^.  termes  de  chacune  donnent 

/— axdag    ^         t  r  %3odx  ^^    —1 

^ant  aux  seconds  termes  on  a  ,  par  notre  formule  | 

/dx  X r  1    /*     ^•'"^ 

^*  dx 

Or,  ce  dernier  terme  ,  Joint  à  celui  /   ^     —  de  notre 

y^     dx 
jft*.  fraction,  donne  \  •  /     ■    — --  ;  mais  on  a  de  même 
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,  p     Ax      _       -jx  ,  r   dx    , 

enfin ,  ajo^itant  ce  terme  à  intégrer  avec  la  3*.  fraction  ^ 
on  trouve 

iS   p    âx  i5  . 

T y  ^q::  =  T  •"  Ctang=rx). 

n  ne  s'agit  plas  que  €e  réunir  ces  diverses  parties ,  et 
on  a,  pour  [^intégrale  de  la  fonction  proposée. 

En   opérant    de    mémt ,   on   trouvera   Fiatégrale   de 
dx 


>      I 


^    .     ^       ,      ,     ^    __-. ,  Cette  fraction  a  été  décom- 
(i  +  x)  x^  (x*  +  a)  (x»+  i)* 

posée  (56o,   8^^.   Les  seuls  termes  qui  peuvent  pcé* 

senter  quelque  difficulté ,  sont 

A     *~'     dx+    fi'LlZldx 
—  -  '■*"'       +ilog  («•+0— i«'c  (ung=4r)^ 


4C*'+i) 


71 5.  Le  procédé  du  n*.  55g  ,  pour  déterminer  les  coef- 
ficieiis  des  fractions  composantes,  étant  d'une  longueur 
rebutante,   on  préfère  le  suivant. 
!•.  Soit 

V  _     A  P 

•  D  ~«  — fl  +  S ' 

équation  où  il  s'agit  de  déterminer  A  sans  connottre  P^ 
et  où  D=s5(je— a),  S  n'ayant  pas  or— a  pour  fac— 
Uuf.  Oa  a 

N^AS^P^x-^ay^ 
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et ,  comme  cette  relation  doit  subsister  q\ït\  qoe  soit  x  ; 
faisons  xz:r^a  j  et  désigtions  par  n  J  et  i  ce  <|iie  de- 
viennent alors  iV  D  et  5  ;  nous  aurons 

ns:^Asy    d'où  Az=i — ; 

1  A       ^        B 

ainsi  __-   :=r    ■  + 


fl' — X*         a — X         a^x 

donne  x  =^  (^+*)  +  ^  (j^ — "*)• 

Faisant  toar-à-tour  x=:a ,  et  jr= — a  ,  on  trouve.  • .  • 
I 

2a  - 
La  dérivée  dé  TéqUAtion  DànS^x-^a)  est  réduite  à 

ifsrr^,  lorsqu'on  fait  ±=o;   ainsi  /f=--. 

•   2*.  Multipliotls  par  (* — «>)•  Téq^ation 

iv      A  S  r      P. 

il  vient      *:=><+£  (a^— «)  +  C  (jt—ay  H • 

JV 
K  désignant  — .   En  faisant  â:=« ,  on  trouve 

s 
ctf  comme 

K—A=B  (x—a)  +  C  (jc— II)*  +  . .  M 

le  i'^'.  membre  K-^A  doit  être  divisible  par  x—a,  #t 
a  la  forme  K'^^Az=:Ki  (x-— a)  ;  donc 


On  fera  de  nouveau  xc=: a,  et  on  déterminera  B:=:Kj  \ 
i'i  ainsi  de  suite.  >  > 


•  •  • 


•  • 


•  •  • 
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On  peal  encore  employer  le  calcul  diffërentiel  avec 
avantage  ;  car  on  a 

etc.  .  . 
en  faisant  x  =  tf ,  on  obtient 

Sott  par  exemple  (fiGo,  6*.) 

a?  +x*  +  a  A  jB  P 

faisant  «:=  —  lyOn  a  ^s=  —  ^,jB  =  —  f. 
3*.  Pour  réquatîoa 

D^^  X* -^  px  +  q'^  S 
on  a       Nz::^(Ax  +  B)S'^P(x*-i-px  +  ^) 

on  substîtaert  pour  x  Tune  Jes  racines  imaginaires  de 
x^  '\-  px  ^  q  =  o  ;  P  disparoitra  ,  le  résultat  aura  deux 
sortes  de  termes ,  les  uns  r^els  ,  les  autres  imaginaires  ;  et 
l'équati(tn  se  partagera  en  deux  (494)  ^^}  feront  connoitre 
A  et£. 

o  .  «  Ax  +  B         P 

Soit      ■    ■  = -î- »- 

{x  —  i){x'  +  x  +  i)       x'-^x^  i^  s 
d'oà    x^{Ax  -f.  B)  (i—  i)^P(x^  +  X'+-  i) 
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mais  a;*  +  *+  i  =  o  donne  a:  =  — *  ^  ±  |  ^ —  3;done 
en  substituant  on  trouve 

—  a  =  — 63,  i=— a><  +  B,  d'où— ^B=B  =  ^ 

!4»,  En   multipliant  par  (  a:»  +  ;ix -f- ^  )"  rccjuation 

■ZV^       Ax  +  B  A'ji+B*  P 

^~(^+/'*  +  ^/       (^*  +  P*+î>"'^'  *'*       «^ 
m^K.z=i4x  +  B-\'  {A'x  J^B'){x^  +px+ç)  +  ctc, 

K  représentant  toujours  -^ .   Ce  cas  se  compose  des  deux 

précëdens  ,  et  doit  être  traité  de  même.  On  substituera 
d'abord  l'une  des  racines  de  j:*  +  ;>x  -f-  f  =  o ,  et  l'é- 
quation K  =  Ax  4*  3  9  se  partagera  en  deux ,  qui  servi- 
ront à  déterminer  A  et  B.  («a  dérivée  de  notre  équation 
est 

K'  —A  +  {A'x  +  B!")  {pLX  +  p) 

en  omettant  les  termes  dont  x*  -|-  px  -{-  q  est  facteur.  La 
racine  imaginaire  de  x  mise  ici  ,  on  aura  encore  deun 
équations*  qui  donneront  A'  et  B*  ^  etc. 

_        x^  —  ax"  +  X  — -  3 

Pour  — ; — T —  «  on  trouve 

,3—  2x'  +x— 3=^07  +  B  +  (y^'jc+J5')  (a?*— •  ax+i) 

faisant  a:  =  i  -f-  v^ — 1 1  on  trouve  >^=  —  i,  5=s  —  3; 
transposant  Ax  -f-  -^9  il  vient 

a;3._  ox^  -(-  2x  =  (^'J;  +  B')  (x>  —  ax  4.  a) 

dont  la  dérivée  est 

Sx»  —  4*  +  a  =  (><'a:  +  J?0  (ax  —  a)  +  etc. 

et  faisant  de  nouveau  x  =  i  +  ^ —  i^  on  obtient  enfin 
A'  ^=^1%  jC'  =  o,  La  fraction  proposée  équivaut  donc  à 
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X    +    3  ;       JP - 


(x*-— aa?+a)*   *    «'  — ax  +  a 
En  voici  eocore  deux  exemples. 

/'  Fax ^f\      1  /(^ ~ ^)  C^'  —  ^+  g') 

_^arc(u«g=^)+3arc(tang=^)+C} 
^xB-6x-  +  4x^i  ^dx^logffc^H^V^  +C. 

« 

3.  Fonctions  irrationnelles. 

716.  Il  suit  de  ce  qu^on  vient 'de  voir,  quW  sait  in- 
tégrer toute  fonction  algébrique  rationnelle  ,  et  celles 
qu^on  peut  rendre  telles  par  des  transformations.  Voyons 
d'abord  les  radicaux  monômes.  Soit 

3 

X  +  \/jB 

il  est  visible  qu'en  faisant  x  =  x*  les  irralionnalités  dîs- 
paroitront,  puisque  6  est  divisible  par  les  dénominateurs 
3  et  a  des  exposans  proposés. 
Par  là  on  aura  k  intégrer 


6dr.fi+il±fl=."dx+-zdr- 


ziz 


r^  +  i  '  «^4-ï 

ce  qui  n'offre  pas  de  difficulté. 

Pour    ^     -»  dx,  on  fera  x  =  «*,  et  on  aura 


I 


ar'dr          ,     ,       adç 
=  2dz  +  -; 
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dont  riniegrale  est  ar  -f-.'^g  (r  -—  i  )  —  log  (r  -4-  i)  i  ou 

*  •  ■  • 

717.  Prenoiu  maintenant  une  fonction  quelconque 
affectée  du  radical  y^  (/^  -f-  iïx  -f-  Cx  )  ;  on  dégage  d'à  - 
bord  dr  de  son  coefficient  C,  en  multipliant  et  divisant 
^zt  Y^C  U  se  préscdtc  deilx  cas,  suiva»!  qu6  x^  est 
|>06itif  ou  négatif  ('^). 

I*'.  ^usé  Si  on  a  ^{C'^h*^  «Ot  ^^  ^^^^ 

|/(tf +  3x  +  «  )  =x±:z,  ou  =  zdtlx 

d'où  a  +  *i?  i=  ±:  ^xz  +  ^ 

^•« u 

la  Valeur  dé  «  seri  rationnelle  •=z  ■■■■    ■■■    9 

d'où  d:t  :^  2l^i£i±i:2  fc 

puis  le  radical,  ou  x  dtlZf  sera  rationnel,  ainsi   que  la 
fonction  proposée^ 

^>  dx 

Soit,  par  exemple,  /-tt — r-» — ; c  î    ««  faisant  le 

\/\/ («  +  **  +  •**) 

radical  s=:  x  -«^  x ,  il  devient  ■    ,     *  :  ^  la  fonction 

proposée  se  change  en 


(^)  X  désignaDi  une  foncûcni  ntionneUe  de  r  ,  on  aiua  à  intégrer 
-idx 

tîons  te  traitent  de  la  m^nfè  manière.   On  poorroît  m^me  ramener 
Fune  à  Tautre  y  car  en  multipliant  et  divisant  ceUe-ci  par  le  ndical  ^  on  a 
X{  tf  -4-  Aor  ;f  x«  )  djf 
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— -j  =  log  (a*  +  *)+ const. 

Pour  intégrer  dy  s=  dx  V/(«*  +  «')  »  on  fait 
v/(it»  +  a:*)  =z^  «  ,   d'où  dy  ==  dlo;^  drdi^ 

aînsij'  =  .^^  ;»* -f./^d«;  mettant  poftr  dxsa  valeur.  •• 

d* 

Y^  (a*  -f*  ^*)  9  pui^  intégrant  |  on  a 

"^^  QX 

Si  on  met  dy  =  -;-- sous  la  forme  •  • 

dr  V—  I  =5  -— on  a  en  intéir'ant 

maUx  =  cos^,  |/(x*— 1)=\/— i.$iri^;  de  plasce=Of 
puisque  x  =  i ,  doit  rendre  j^  nul  :  on  retrouve  donc  la 
formule  (  58o  «  4*.  ) 

±,y  v/—  1  =  log  (cos  jr  ±  l/—  i .  sîn  j^). 

718.  2:  cas.  Si  en  a  \/{ù  ^  àdt^^x^)*,  la  méthode 
ptétédenté  ne  peut  être  appliquée  uns  introduire  des 
iilidgftiaires  ;  mais  remarqnotis  qne  le  trinôme  04-^^-^^ 
doit  avoir  ses  factent»  irëeli,  pnisipie  sans  cela  il  seroil 
négatif  quel  que  fût  dt  {^ffi).  Le  radical  étant  alors  inw- 
|ttia!t^  ,  il  faudlroit ,  comme  dans  PÊxemple  précédent  | 
mettre  V^-^i  en  facteur  ,  puisqu'on  ne  doit  pas  espérer 
de  trouver  l'intégrale  réelle.  On  retomberoit  alors  sur  le 
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cas  qu'on  vient  de  traiter.   Soient  donc  #  et  fi  les  deux 
racines  réelles  de  a:'  —  6jc  — -  a  =  o  ,  on  fera 

Vf* +**-**)=  ï/(x— )  C/8-x)  =(*—)« 

carrant  et  supprimant  le  facteur  commun  x  —  « ,  on   a 
^  —  Jc  =  (jc  —  «)  r*  ;  X  et  dx  sont  donc  rationnels. 
Par  exemple  on  trouve 

De  m^me  pour  /— tt r  9  qu'on  sait  d'ailleurs  être 

l'arc  dont  le  sinus  est  Jt ,  on  fera  ^  (i  — «^)=  (t  —  *)  -r  ^ 

d'où  «  = ; — ,  dx  = 


enfin 


r-  +  I  (x^  +  1)- 

/*     dx  r  2Az 

^  I "Tf C^/ — \ —  =c:  +  â  «rc  (tanfif  =  z\ 

ou  arc  (sin=a?) rr: — 1  ,r+  a  arc  Ttangsr:  1/  ^  LlILf  ^  J 

Pour  d^  =:  d«  ^  («•  — .  ar*),  on  trouve 

-    ^ 8  fl'z'  dz 

fonction  rationnelle  facile  à  intégrer. 

On  pourroit  appliquer  ce  procédé  au  x«^  cas ,  lorsque^ 
les  racines  de  a?»  +  *x  +  a  =  o ,  sont  réelles. 

719.  L'adresse  qu'on  acquiert  par  l'habitude  ,  indiqua 
les  transformations  les  plus  favorables.  Ainsi  on  pourrai 
faire   disparoître  le  second  terme  sous  le  radical  (iioa)  ^ 

ce  qui  le  mettra   sous  la  forme  ^  [z^  it  o*;  ou „ 

V/(o'  ±:  z*)  I  en  sorte  qu'on  aura  pour  termes  à  intégrer 

zTAz  z^dz 

ou 


V/C^'Aa»)         VCa»d^*i 
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c^est  ce  qui  fera  bientôt  le  sujet  de  notre  attention  (724)* 
Dans  ce  dernier  cas  ^  on  pourra  chasser  aussi  i^irration- 
nalitë  en  faisant  |/(a'*^r*)rr:a — uz^  parce  que  !• 
carré  de  cette  équation  .e^t  divisible  par  x^  et  que  #  et  de 
sont  rationnels 

jr= ,  dx  =  —  2adu  , —. 

'  Cest  ainsi  que    ,,   , ?  ,  devient «a 

faisant  »  =  £  —  «  ;  Tinlégrale  est  donc  (règle  Yl) 

c  -{-  arc  J  cos  =  —  j  ou  r  4-  *rc  T  cos  =  j. 

On  auroit  pu  aussi  terminer  le  calcul  par  la  transfoiv- 

mation  indiquée  ci-dessus,  ^  {b^^^z*)z=b  —  uz  ;  ce 

adw 
qui  auroit  donné  ^— — ,  d^où  ^  —  a  arc  (  tang  =11) 

pour  intégrale. 

De  même  en  faisant  xz=  z  --^  a,  dans 

.  aàx 

djr  = 


y/{2ax  -f-  *') 


qui  est  Péquation  de  la  Chatnette ,  (  F.  ma  Méca.  n*,  92) 

-  aiz  -,  ^  •    .    - 

en  a  dy  =    ^  •  d  ou  on  tire 

jr  :=  a  log  c  {«  -f-a  4*  V^(iMwr  4^  *»)}. 
4.  DîffirentieUés  binômes, 

J20.  Proposons-nous  d'intégrer 

K  x^Ax  (a  +  bx^y 
m^  n,  p  étant  quelconques ,   entiers  on  fractioimalffeif 


S8o  CAf'Cpit^  imt/&Mi* 


1* 


'^  «  :   "  l  r^levantle^  id«ux  membres  À  la  paie- 
sance  m  +  i .,  et  différentiant ,  il  viendra 


(z  — II)    '^ 


•*vr 


ni    " 


en  ^sitiln^nt ,  la  ipnction  propo^f  devient 


m«4ri 


n 


^sr+i  c«  -  •)    ■     .*'Af 


nh 


>  •  » 

Or  il  est  clair  que  si  l'expcTsant  de  t  —  a  est.  entier  y  qi>  s?/t 
intégrer  la  fonction.  Si — 21^  =  £  /  on  a  :fi^  à  intégrer  : 

si  ■  '  .-^  I  est  positif  et  £=  ^ ,  o|i  aura  une  suite  de 
monômes,   en  développant  (z  — a)^z''dr:  enfin  si..... 

.^  I   est  négatif  on  aura  une  fraction  rationnelle. 

Donc  toutes  les  fois  que  T exposant  de  x  hors  du  binôme , 
augmenté  de  fin  ^  l^t  d^vi^ihle  p^r  çefui  de  x  dans  le  binôme  ^ 
on  sait  intégrer  la  Jonction, 

Ce  cas  n'est  p^gis   l^  seul  9M    ^^  sa<;he  intégrer  ;    en 

{*)  On  pouiToit  rendre  aîi^éne&tni  H  ^ei9ti&»  pur  le  pppoédé  (716). 

Ainsi  x'  dx  (  a  4-  6x'  )^,  je^  ^liwpt  xzsz^  d|jpTient  6x7 ds (a  -H  bz^)"  • 
Mais  cette  uaiosfomiation  n^eit  nnllemem  nécessaire  pour  ce  qui  ra 
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dlvigant  le  binôme  proposé  par  ^  et  muUiplîaiiit  hors  dp 
binôme  par  x"^,  on  a 

Or  en  refuroduisant  ici  le  théorime  prêchent  ^  jl  /(^  cl^k 

,     Il            1  ''ï  +  ''/^  4"  * 
que  cette  expression  sera  iiitegraole  quand  -jr? î^ — h 

ou  plutôt  quand  ■  -f"  p  sera  entier.  Ainsi  lorsque  la 

condition  indiquée  précédemment  n^  «era  f^s  rentipUe^ 

191   1 1     I 

on  ajoutera  p   au  résultat  fractionnaire  obtenu  — j 

w 

et  si  la  somme  est  entière ,  la  fonction  ser^  intégr^hjif 
par  cette  voie. 

721.  Nous  ferons  remarquer  ^tte«ip  <st  ^fractionnaire 
(et  ce  cas  est  le  plus  important,  puisque  sans  cela  on 
fi^aurmt  à  intégrer  qu'ime  &uite  de  moiiom.f^)^  en  wf^ 
posant  que  q  est  Te  "dénominateur  At  p  ^  ilsera  plus 
facile  de  faire  le  calcul^    en  faisant  a -{- bx^  =^  x^ . 

On  demande ,  par  exemple ,  d^ntégrer 

est  ici  —  ^  ;  mais  n  on  ajoute  r^  | ,  on  ^tnauvc  mr  ^^'^ 

U  fant   donc    poAr   iolégrer ,   mtittipGer  «et    divisa   pM* 

5 
(ap')-s  ou  ar^  et  on  a  '  .  t  —  . 


;r-?d«  (i +..tfjr**)'"  3  ; 


On 


^3-      -^ 


j      ;  puis  éle— 

varit  à  b  puissance  —  6  et  différentiant^  on  trpuve  x~7  dj:; 
d'où 
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dont  rint^graîe  est — —  (z + ^  r-*)î=c»— j-ÎL ^ 

1 
De  même  a?Ax  (a'  +  «**)  ^  deviendra  |  dz  f  je^ — oTz^)^ 

tn  faisant  e^  ^  x"^  =.z^\  on  cdnelura  pour  Tintégraile  de 

k  proposée  ^  V  (tf'  +  a:*)*  (4x*  — -  3fl')  +  <?• 

722.  Lorsque  les  conditions  d^intégrabilitë  ne  sont  pas 
remplies,  on  cherche  à  faire  dépendre  Tintégrale  deman-^ 
dée  d'uhe  autre  qui 'soit  plus  facile  à  obtenir:  c'est  ce 
qu^on  fait  à  Taide  de  Tintëgration  par  parties  (712,  Y)* 
Intégrons  donc  xtAx.zP^  en  supposant  d'abord  jr  constant^ 
nous  aurons 

/ar^dji. jr^=i .  -   ■»  ■  —  ■   ^  >«  .  rgr^^ »"+•  Az 

m-4-i        771+  I   '' 

x^'^^z^         nbv 
d'où      /««d*.i?A'=î2— —- — ^fxr^'^Ax.zP-K..  (i) 

771-j-I  771  -|-  I 

àt   cause   de  J8r=û-f^^  ^^  dx=:/t3a:*^'  Ax.  Mais..^ 
zr  =:  r^-'r  =  z'»-'  (a  +  ^x")  ;  donc 

fxrAx.zP  z==:aj  o^àx.zi^^  +  b/zi^^oT^Ax..,  (a) 

égalant  les  valeurs  (i)  et  (2)^  on  trouvé 

l{m^i'^np)fzi^'ar'^àx=ar^^sP^{m^i)fzf^iird^..é{3i 

changeons  p  —  i  en  ;?  et  771  -f-  n  en  7n ,  nous  aurons 

^m^n-¥ijgr^t  —  fl  (771  —  n  -f  I  )  /x""-" z^àx     ^   , 

en  mettant  pour  le  dernier  terme  de  relation  (2)  sa 
taleur  que  donne  celle  (3) ,  on  obtient 

*  .  771  + 1  +  7»p 
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T^S.  Voici  Ihisage  de  ces  diverses  formules  daoÀ  Ies-« 
quelles 

i^.  ti^l^qiiation  A  fait  dépendre  rintégrale  de  xT^hx  .z^ 
ae  celle  de  j^^'^z^'àx  :  elle  sert  à  àihiinuer  Vexphsant  d& 
z  hors  du  binôme  de  n  unités  par  une  i'*.  opération,  puis 
celle-ci  de  /i,  par  une  :&*. ,  etc.;  en  sorte  que  Tintégrale 
proposée  dépendra  de  celle  de  i;'"^'";t''dx|  i  étant  un 
Bonrbre-  entier  positif. 

ii^.  Là  formule  B  sek't  au  contraire  à  diminuer  Vexpo^ 
sont  p  du  binôme  y   de  i  ,  2  ,   3  .  .  .  <  unités. 

3*.  £n  résolvant  les  équations  A  et  B  par  rapport  an 
terme  k  intégrer  du  â«.  memlire ,  on  obtient,  en  diangeant 
m  —  n  en  m  dans  Aelp  —  i  en  p  dans  B^ 

fi^Ax»zP= ' X     -r  r-T-   -r  ^.y /^J) 

•^  anp+i)  ^    ' 

Ces  formulés  servent  an  contraire  à  augmenter  les  expo-* 
sans  de  x  hors  du  binôme  et  cehii  du  binôme ,  ce  qui 
est  utile  lorsque   Tun  ou  Tautre  est  négatif. 

4*.  On  pourra  donc  remarquer  la  loi  des  exposa ns  de 
àc  dans  \t  résultat  d'une  intégratibn  proposée.  Ainsi  pouf 

-7- '        >  «  il  sera  facile  de  voir  que  le  résultat  a  U 

forme  (^Ax^  +  S«*  4-  C)  v/(  i  —  **  )•  Oh  évitera  donc 
si  on  veut  Tusage  assez  pénible  de  nos  formules,  en  éga-« 
lant  les  difTérentielles  de  ces  quantités,  comparait  en» 
Buile  terme  &  terme ,  comme  dans  la  méthode  des  coef* 
Gciens  indéterminés  (714)  9  ^^  4^  ^^^^  connottre  ABC* 
7a4*  Nous  donnerons  ici  un  procéd»  d^ititégration  qui 
A*  a3 
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tst  remarquable  par  sa  simplicité  et  par  les  iiombreases 
circonstances  où  il  peut  être  appliqué.  Différentions  la 
fonction  x""'  ^  (  i  —  x»)  ;  nous  aurons 

multiplions  et  divisons  le  i*'.  terme  de  cette  différent 
tielle,  par  ^  (i  — x^)  il  viendra 

enfin  intégrant  et  transposant,  on  a 

/>  x"dx     x'*-'^(ï — X*)  ,  71— I /^a:"^dx        „ 

En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à  «""^VC^^Ot 
on  trouve 

Ces  formules  servent  à  intégrer  toute  fonction  affectée 

étt  radical  ^  (A  ^  Sx  +  Cx^  ) ,  puisqu'on  peut  la  ra- 

*  ,     -                 ^dz                     z^dz 
mener  a  la  forme     ,,  ^^     .    ou (7iq).  Il 

%st  même  facile,  en  divisant  haut  et  bas  par  a,  de 
changer  le  radical  en  v/(  i  ±.  x*)  o\x  ^ {x^  ±  i  ).  Or 
les  expressions  £  et  F  serviront  à  faire  dépendre,  ea 
dernière  analyse,  l'intégrale  cherchée  de 

y'»    xdx  /»   xdx 

y^    dx  f     dx 

-7 r"-î    ou   /—-——....  SI  n  est  pair. 


I)tFF<BKNTIElIlS  BIN9MES.  35^ 

Les,  deux  i**".  rentrent  dans  la  règle  IV,  n*.  712;  la  3*. 
.a  ctë   donnée  717;  la  4*»  «•*  Tare  (sin  s=ar). 
Par  exemple  I   on  a   « 

y*^    xéx 

725.  Cependant  si   Texposant  n  étoit  négatif,  on  ne 
loarroit  plus  appliijoer  les  formules  EeiF;  mais  en  faisant 


jr  =  — -  on  trouve 

8 


dx  —  î^^^At 


dx  jc"*~»dc 

On  pourroit  aussi  intégrer  directement  ces  formules  par 
un  calcul  semblable  à  celui  ci-nlessus  ;  car  en  différent 
tiant  at**^  ^(x  — «'),  eu.,  on  trouve 

y^       dx  _-v/(i-a;')       a— a     r_Jf__     .g. 

«-V(i — *•)  .  («— I)*— '  "^  n-i  y*— «x/^ï— »')■*■ 

fonnule  dont  Tuiage  est  facile  à  concevoir.  On  a  d'ailleaiy 

7x^(1— *•)  •(  «  i' 

(718).  On  trouvera  de  même 
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5.  Des  Fonctions  exponentielles^ 
7i26.  Il  suit  des  règles  de  la  différentiation  (647)   que 


/" 


o'dr  = 


logfl 

On  saura    donc  intégrer   deux  des  cas    particuliers  que 
peuvent  présenter  les  exponentielles. 

i*>.  Si  je  :=:/{  tf'  )  y  la  fonction  zà'Ax^  en  faisant  a'  :=  v, 

deviendra  F  (u)  du ,   à  cause   de  «  =  ■■■  ■     .  Ainsi.  •  • 

,  loga 

€ï'dx .  ,        .  I  Au     ' 


sera  changée  en •< 


1/(1 +  <i'^)  °  loga    V(*+0 

a*.  En  difîérentiant  r^,  on  a  e*ix  (r  +  z'  )  ;  en  sorte 
que  toute  fonction  exponentielle,  pour  laquelle  le  facteur 
de  e'Ax  est  formé  de  deux  parties ,  dont  Tune  est  la  dériyéc 
de  Fautre ,  sera  facile  à  intégrer.    Par  exemple, 

/^  e^xAx  «  . 

De  même  /- — ; — ,  en  faisant  x  4-  «  ==  ir  se  tians- 

-  /*«»  /  iz      Ax\      ^  4?' 

lorme  en  /  —  i  — — —  )==—  =  «  4-  c, 

J     e    \  z       r*/       ez  i-(-a?' 

7217.  Mais  dans  tout  autre  cas  on  devra  recourir  à  PiR*. 
légration  par  parties  (règle  V,  n*.  71a).  Par  exemple , 
pour  ^r^dx.o' ,  on  regardera  d^abord  jp"  comme  constant , 
€t  on  aura 

x^ax.ai'  =  ■■  —  ; /  à'x^^ax  : 

log  a       \o%a  J 

«n  traiunt  de  même   a*s^^^dx  %  et  ainsi    de    suite  dm 
procbe  en  proche,   on  aura 
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11  est  évident  que  le  même  cakul  s^appliquera  à  za'àx^ 
r  étant  une  fonction  algébrique  et  entîffe  de  x.  Ainsi 
•n  aura 

""logfl     /.    loga  * 

yaSb  Mais  si  X'exp^saiU,  n  est  négatifs  en*  réflécbissani 
sur  Tesprit  de  U  méthode  qui  vient 'd^ire :  employée , 
on  vena  qu'il  faudroit  an  contraire  faire  croître  succès 
sîvement  Texposant  de  aç^  Oq  intégrera  donc  en  regar- 
dant d'abord  a'  comme   constaàt  ,  et  il  viendra . 

/à'Ax  —  fl*        ■   log  a    f^  ifàx  ^ 

JT»  ~(ii— !)*»-«"*" n—i  y     Jt"-*' 


en   faisant  ici  le   même  raisoniiement ,   on   réduira   la 
fonction  k  la  forme 


/a'ix 

k)g"-'^  \  log^'-'g        pc^àx  ^ 

i.a.i*..(»  — a)a8/       a*3...;ii — x),/       x    ^ 

mais  ici  on  -  ne  peut  pousser  plus  loin  le  calcul ,  parce 
qu'il  faudroit  ci-dessus  faire  n  •=,  x  ,  et  qu'on  trou-» 
veroit  l'infini  ;   langage   d«nt  l'algèbre  se  sert  pour  in-« 

/o'dx 
a  long^ 

tenu  exercé  tes  analystes,  et  on  est  forcé  de  la  regar- 
der comme  une  transcendante  d^une  espèce  partîcu— 
liere ,  qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle  ni  des 
logarithmes.  A  défaut  de  méthode  rigoureuse  ,  on  em«-^ 
ploie  les  séries  ;  on  a  (647)r 
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j^luhîpliant  iparS<)a7,.,eV,ii)tégrant  ch^^ue  terme,  il  viem 


/ 


a: 


—  =  log.r:f  X  Iflg  a  +  _X.+  _^^_  +  ...  +  c. 

729.  Si  n  ëtoit  fractionnaire ,  l'une  ou  l'autre  des  mé- 
ihédès  précédentes  servft'ôk  à  réduire  PexposSfnt  d«  or  à 
éfre  €<Hai)fyris  ené^e  o  el  t  ou  «1-  i  ,  et  ié  d^èloppemtnt 
en  serre  (728,  743)  «eryiroit  «nsuite  à  doiiner  par  ap- 
proxîaiâdori  rintégr&i.le  lehefchée. 

Tout'  ce  qu'on  a'  dtt'  ici  peut  égaleihenl  s'appliquer  \ 
za'àx ,  lor^qof  z  est  une  fonction  qucAcon^ue  algé- 
brique de  iç.    V.  , 


-  .T 


6.  lies  Fonctions  logarithmiques. 

73p._  Proposons-nous  d'intégrer  zdx.  làg"x,  z  étant  une 
foncliolT  quelconque  algébrique   de  x. 

Si  ri  est  entier  et  positif  ^^  on  intégvera  .^r  parties  en 
regardant  d'abord  log":?  comme  constanlv  îl  viendra 

J^àx  log"x  s=  log"jc/rda:  —  nflo^^'x  .  —  /rd^ , 

et  comme  y^dx  est  supposée  connue  par  les  principes 
amtérieurs ,  on  voit  que  l'intégration  proposée  est  ré- 
duite à  celle  d'une  fonction  de  même  forme ,  où  Tez-- 
posant  du  logarithme  est  moindre.  Le  même  calcul 
appliqué  à  celle-ci ,  et  de  proche  e^  proche,  aux  sui-- 
vantes,,  achèvera  l'intégration. 

Ainsi  pour  x^  log"a;.dx,  on  a 
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7JI+I  jn-|»i 


et  ainsi  de  suite.  £d  réanissant  ces  TBSulUts  successifs , 
on  trouvera 

ySi .  Mais  si  n  ^5^  entier  et  négatifs  on  verra  comme 
précédemment  (728)  que  pour  faire  croître  au  contraire 
r exposant  du  logarithme ,  il  faut  dans  Fintégration  par 
parties,  prendre  d'abord  z  constant  dans/zdx  log^x.  Pour 
cela  comme 


/ 


Ax  .  loff'^'x 

X      ^  n  +  I    ' 


on  partagera  rdar.log"^  en  ces  deux  facteurs  zx,  et.  .  . 

dj? 

— .log^x,  d'où  on  tirera 


X 

:àx 


/^^ = — — — lofir^'j?  +  -^    floer'^^x.àCzx) 

formule  qui  remplit  visiblement  le  but   qu'on   veut  at- 
teindre.   Mais  pour  mieux  voir  la  nature   des   obstacles 

/x**^Ax 
',  on  aura 

/x^dx  — x"^^  m  +  I     par\x 

log"«         (n-  ijlog*~'x  n  —  1  ^  log"^»a?  ' 

et  opérant  de  même  sur  ce  drmier  terme  |  etc.  ^  puis 
réunissant  ces  divers  résultats;  on  aura 
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log"x  » — I  llog"""*x       n  —  3    log"—'» 

(n-a;(/ï-3;  log^-^jp  j       i.a.3...(n — i)y    logx 

Kous  sommes  obligé»  de  nous  anrétcr  ici  ;  car  nous  ne 
pourrions  prendre  71=1,  dans  notre  formule ,  san»  y 
introduire  l'infini.  Maïs  bisons. 

jpmH..  --  ^^     j»oà  (m  +  1)  j:'"d«  s=  dr. 

„     .  _        a:»»dx  d^        if"d« 

D  vient  T =\ = 9 

log  X       log  r         u 

en  posant  log  r  =  ii.  On  reproduit  donc  ici  là  fonctîom 
du  n*.  728 ,  qu'on  ne  sait  intégrer  que  par  séries. 

732.  Lorsque  n  est  fractionnaire  9  soit  positif,  soit 
négatif,  l'une  qu  l'autre  de:  ces  formules  ramène  -l'in- 
tégrale de  rdx.log^do;,  à  celle  d'une  fonction  dé  même 
forme  •  n.  étant  compris  entre  1.  et  —  t.  Après  quoi  il; 
&ut  recourir  au  développement  eiv  séries  (728,  ']^\: 

1»  Des  Fonctions  ciréulaires». 

733.  S'il  entre  des  arcs  dans  une  fonction  j  pour  l'in^ 
tégrer^  on  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs 
est   algébrique,   et  que   par*  conséquent   si    on  pratique 

'  Fintégration  par  parties,  en  regardant  ces  arcs  d'abord, 
comme  constans  (712,  règle  V),.  la  fonction  proposée  en 
sera  exempte.  Ainsi  ,  z  é^nt  une  fonction  de  x,  on  ar 

»  ^^  fi.T  ■  firdvi? 

/zda;.ar€  (sin^sr.x).  =  arc  (sin  =  x)fzàx  —  /    .,    ■     ■». 

X)e  même  on.  trouvera 

fzojp.atc  (  Ung  =  0?  )  =?  arc  (lang = xj/zdàe  —  /  — -^ 
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734*  Maïs  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes 
trigonométriques  y  il  y  a  plusieurs  manières  de  les  in- 
tëgreV,  qui  offrent,  tantôt  plus,  tantôt  mmns  d^avan-* 
tages.  Nous  allons  exposer  les  principales. 

I**.  méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions 
aux  difierentîeUes  binômes,  en  faisant  sin  x  ou  cos  x^r. 

En  effet,  soit 

« 

sî^  =  r,   cos  X  =  v/(i  —  g*  )  »  ^J=    i,  1— x'S  ^ 

d*oà  sin"»*.  cos'xdo?  =  «* df .  ^/(  i  —  «•  )"~«. 

I*.  Si  n  est  impair ,  le  radical  disparoit. 
a*.  Si  m  est  impair,  la  i'*.  condition  d*întégrabilité  (7A0) 
est  remplie  ,  puisque  ^  (  tti  -f~  >  )  ^^'  entier. 

3*.  Si  m  et  n  sont  pairs,  la  a*,  condition  (710)  est  satî^ 

laite,  puisque  ■  est  eotier. 

On  trouvera  par  exemple 

/sinfx  •  cos'jtdjr  ^=zfz^iz  (i — jb*)  =  J  sin^x  —  \  smtX'-^o 

jatk^xdx  en  f-^ ^^=^  —  jCQSX(i  — COS'x)  -J.  ♦ 

/iin^jrdxr^/— =-^i(sin'x+2aiaar)cos«4-  -^ — ^<w 

735.  IK  méthode.  Il  suit  du  n*.  6S1,  S"",  que 
fix.cos  Ax  =  -7-  sin  ftx-(*  0 

ydx.sinAucsr:-— cos  Ax  4*^; 

•r ,  on  a  appris ,  n*.  S86 ,  h  développer  toute  puissance 
^ftiflx  et  cos  X  en  séries  |  suivant  les  multiples  de  Tarcx; 
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on  aura  donc  à  intégrer  ane  suite  de  termes  de  la 
forme  ci-dessus.  Par  exemple  , 

fcos^xAx  ï==/(tç  ^^*  5jc  -|-  -^  cos  3  a:  -[-  I  cos  X  )  àx 
TUS  -^  sin  5  X  -|~  Â  s^  3  0?  -f- 1  sin  jc  -f*  ^* 

On  emploie  souvent  cette  méthode ,  parce  que  quand  on 
veut  obtenir  des  solutions  numériques ,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  ordinaire  ,  il  faut  préférer  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  des  arcs  ,  aux  puissances  de  ces  lignes. 

736.  III*.  méthode.  Les  formules  (  1,  58o  )  serviront  aussi 
à  traduire  en  exponentielles  les  sinus  ,  cosinus... ,  ce  qui 
ramènera  Pintégrale  de  ceux-ci  à  celle  des  premières  (726). 

737.  La  lY*'.  méthode   consiste   dans  Tintégration  par 

parties.  Comme  —  dx  sin  x  est  la  différentielle  de  cos  x, 

décomposons  le  produit  sin'"x.cos'*x.<ftr ,   en « 

dx.sîn  x.cos"x   x  sin^^'x  ;  le    x*'.  facteur  ayant  pour 

cos''*^'x 

intégrale  — ,  on  obtient 

»  +  I 

^1    .  -                     sin^^'x        ^           m— I  ^     _.       .  , 

/dxsin'*xcos''jrï=-^: ■■        cos^^'x-Jl /cos"+»xsm"'"^x.dx. 

mettons  potfr  €6s"'*^x,  sa  râleur  cos"x.cos*j5  ou.  .  .  , 
cos'^x  (1  —  sin*  X  )  ;   transposant ,  il  vient 

^,     .                       sïn'*^'x.cos'***^x      m  —  i  -,      .  ' 

/dxsm'"x.cos"x= ; -!■       ■    ■  /ax.sm'"*~*«.cos*x...(/) 

£n  opérant  par  rapport  au  cosinus  de  la  même  ma- 
nière que  nous  venons  de  le  faire  pour  le  sinus  ,  on  aura 

-1     .                      sin"***xcos"^'x  .    71—1  ^,      .  ,-^ 

ydxsm"*x.cos''xr= — —  -j ■yax.sm"x.cos''"^x...(Aj 

> 
L^une  de  ces  formules  abaisse  l'exposant  du  sinus,  Fautre 

remplit  le  même  but  pour  le  cosinus  ^  leur  usage  com- 
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biné  et  successif  donne  Fintëgrale  lorsque  m  êt'xi  ^ont 
entiers  et  positifs»  Par  exemple  ,  on   a 

Jàx  s\v?9  co«*jc  =  —  ç  sin*jp  cos'o:  -j»-  f /Hxsin  x  cos^^r 
/dx  sin  X  cos^o?    =   5  iiti^x  cos  x  -j-  7/^^  sin  « 

or ,  ce  dernier  terme  es  -«  ^  cos  «  -f*  itr  ;  réunissant  ces 
diverses  parties,  on  a 

/3jrsHi'jreos*a;  oc  cos«(—  Jsin'jccos^jc  +  ■ft'^in'Jif— •^)  +  ^ 
7.38.  Mais  <i  m  ou  71  est*  négatif,  ces  foirmulos  exigent 
quelque  modification.    La  i**.  donne 

/djpsin'"a;  sin'"""'jp  .    m^t      />dArsîn'""^ 

cos^x  (m-n)  cos""'*j:        m-n  J        cos'*x  ^  * 

qui  fera,  comme  on  voit,  dépendre  Tintégrale  cherchée, 

j         ,,       ,     dx  sin  x  àx  *  .    .    .  . 

de   celle    de  ou    ■  selon  que  m  est  impair 

co6"a;    .       .  cos''x  ^  ^ 

on  pair.   Unne    de   ces   intégrales   s'obtient    en  faisaqt 

—  ;  l  autre  va  étr^  donnée. 

La  seconde  de  nos  formules  ,  en  faisant  n  négatif, 
et  résolvant  par  rapport  au  dernier  terme  ^  puis  ckan^ 
géant  n  en  a*—  n y  donne 

/^xsîn"»«  ^in*""*"»*         m^n4*2  /^d».sin'»jp       ,^ 

J     cos^x        (w-i)ro8"^*«        w— «  J    cob'»"^«       ^ 


L'intégrale  demandée  se  ramène  donc  à  celle  de  àx  sin"'^, 

Qjp  sin"*  X 
ou  à 9  selon  que  n  est  pair  ou  impair.  La  i'*. 

cos  X 

va  être  donnée,  la  2*.   Test  par  la  formule   (I). 
739.  Si  on  fait  71  ou  m  nul ,   on  a 

/».  ,         — cos  a:,  sin"'""*  j:  .  m  —  i   /*, 

sm*"*  da:  =  ■  +   ■  /  da:  sin""- ** 

m  m  J 

/»           ,          sin  X,  cos"""'  X        y»  —  1    /*. 
cos"x  dx=  ■  -| /  dx  cos"*"*  X 
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ix  —  cos  X  m  —  a      /*    Ar* 


/*  dx    ^^^        —  cos  X  m  —  a      /* 

sin'"x       (m  —  ij  sin*— '  «       m  —  i  «/  sin"^*  x 

dx  sin  X  .  n  —  a     /^    dx 


cos"x        (n  —  i)  cos"~'  X      n  —  1  ^  co«î*"^  x 

Au  lien  de  déduire  ainsi  toutes  ces  fcnnnules  des  deux 
premières ,  on  pourroit  les  trouver  directement.  Il  suiB— 
roit  pour  cela  de  réfléchir  à  la  nature  de  Tintégration 
par  parties ,  et  au  but  qu^on  s^y  deit  proposer. 

On  pourroit  encore  intégrer  d*un«  autre  manière  les 

-  cos^x.dx        siq'"x.dx  , 

liractions  — : et  ^^ : —   r  car  far  r". ,  par  exem- 

sin^x  cos^x  * 

1        •  .      •     •         1      '     •       .  »    (i— sin»x)*dx 

pie ,  SI  m  est  pair  et  =  2A ,  équivaut  a  •^— — : —  > 

*  sin"x 

développant  (i — sin'x)* ,  on  a  une  «uite  de  termes   de 

la  forme  sin^x.dx.  Si  m  est  impair  et=:2A-f-r,  cm  » 

cos**x.  cosx.  dx  -   (i— j!f)*dr 

. ^^  **  .  y 

sm"x    .  «•* 

•n  faisant  sin  x  r=  z.     ' 

74o.  Pour  le  cas  où  les  expoâans  du  siiras  et  du  co- 
sinus sont  à  k  fois  négatife ,  on  multipliera  le  numé- 
rateur par  cos^x-fsin'^T  9   et  on  aura 

/*         dx  /^  dx  •*-         rbc 

sin*"  X. cos"  X  '^Jl  sin'"""»x.  cos"x     «y   sin"*x.  cos**^ 


'Xi 


On  parviendra  donc  i  des  fractions  dégagées  de  sin  x 
ou  de  cos  X.  Si  771=11,  comme  sin  x  cosx  =  £sin  2x^ 
la  fraction  proposée  se  change  en 

— ;; — =-r^  =  ^      /  •^"r"  > 

cos"x.sin''x  «/  sin"« 

en  faisant  2x=;r^  '     v . 
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^JfU  Kous  intégrerons  k  part  cinq  fonctions  circulaires^ 

•oit  parce  qu^ elles  oflrcnt  des  calculs  plus  simples ,  soit 

parce  que  nos  formules  y  ramènent  toutes  les  autres. 

djf  ^ ,  dz 

1*.  Soit  -r-—  :  en  faisant  cos  :r=r ,  on  a—  ■■    ••  •  % 

fraction  rationnelle  (718,  I*'.  coj)  ;   d'où 

ix 


/»djp                               I-— cos« 
T-r-  =logi:  +  ilog---- f 


I  —  cos  X 


et,  comme  (35q)  tang»-r«=— : ;  on  4 

'    .  ^     ^'        ®  X  -{-  cos  « 

-T =log— 1-^ — ■ -:  =  log.  tang  ^  «  4*  ^.         • 

sma;         ^   V(i-|.cosa:)  ®        6  •     "r 

a*.  Un  calcul  semblable ,  en  faisant  sin  x:==£*,  donna 

/»d«        ,      cV^(i-f  sinx)  ^  j  .  .    X  .    ^ 
=  log     ;;   ^. ^  =  log.  tang (So"  +ix)  +  A. 

3*.  Pour  —4 y  comme  le  numérateur  est  la  di^ 

"        sm  X 

férentielle  du  dénominateur  (71^)  règle  III)  9  on  a 

/  — : = /— ^— esydjc.cotas^csloff  (csin «)• 

J      wax       J  tang  «     -^  o  x  y 


êf.  On  a  de  même 

^dx  sîn  X        ^,     .  /?djp  ,  c    ^ 

COf 

5*.  En  ajoutant  ces  deux  formules ,   on  trouT« 


/dxsmx        ^.  /?djp  - 

cos  X  -^  ^         J  COXX  ® 


/; 


djp             ,      c  sinx       .       .  . 

=  Iog 8=  log  (c  tang  x}i 


smxcosx  €os« 
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8.     Constantes  arbitraires;  Intégration  par  stries. 

74^.  Sort  P  riùt^grâle  d'une  fonction  zàx  de  a?,  oo 
dP=^dx,  et  £  la  constante  arbitraire  qu'on  doit  ajouter 
pcTlir  qu'elle  soit  la  plus  générale  possible  (711),   on  a 

fzàx  =  P  -}-  ^. 

Tant  qu'il  ne  s'agit  que  d'^un  calcul  «  c  reste  quelcon- 
que ;  mais  lorsqu'on  veut  appliquer  cette  intégrale  à  une 
question  déterminée ,  la  constante  c  cesse  d'être  arbi- 
traire, et  doit  satisfaire  à  des  conditions  prescrites.  Si, 
22.  par  exemple,  on  demande  l'aire  BCPMz=t  comprise 
entre  les  ordonnées  BC  PM  dont  la  position  répond  aux 

abscisses  a  ti  b  ^  comme  (682)   on  a  d/=^'dx, 

t=jyâx^=P^  c.  Or,  l'aire  P-^c  commençant  lorsque 
^x=  AC  t=:a^  t  doit  être  nul  loilsqu'on  fera  m  :=za 
dans  P+c  ,  o\x  A-\'C:=iO  ^  A  étant  la  valeur  que  prend 
la  fonction  de  x  désignée  par  P  lorsque  x  =  a  ;  on 
tire  de  là  tf  =  — y<,  d'où  l'aire  t^zP^^A.  Il  restera 
ensuite  à  mettre  b  pour  a; ,  et  Taire  sera  renfermée  dans 
les  limites  prescrites. 

C'est  toiijours  4§  cette  manière  qu'on  doit  détermi- 
ner la  constante  arbitraire.  On  établit  d'après  les  con-» 
ditions  de  la  question  ,  quelle  valeur  k  doit  prendre 
l'intégrale  t=P-\-c  lorsque  j:=û,  et  on  a  Af=^-{-c, 
d'où  • 

c=k—A    et     t  =  P+k—A^ 

sans  qu'il  soit,  comme  on  voit,  nécessaire  de  connoître 
Yorigine  de  Vintégrale ,  c.-à-d. ,  pour  quelle  valeur  a  à^  og 
elle  est   nulle. 

Toute  intégrale  dont  l'origine  n'est  pas  fixée ,  se  nomme 
Indéfinie;    elle  n'est  Complète  que   quand  elle  renferme 
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une  constante  arbitraire.  Lorsque  les  limites  a  et  b  sont 

données,  l'intégrale  Di^m>  est  ^ — Ay   B  étant  la  va* 

leur  que  prend  P  lorsque  x^=ib.  £n  remarquant  la  forme 

de  cette    expression ,   il  est  visible  que   pour  l'obtenir , 

il  suffit  de  faire  xsna  et  x=b  dans  V intégrale  indé^ 

finie  P,  et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second. 

Tout  ceci  s'éclaircira  bientôt. 

743.  Lorsqu'une  fonction  proposée  n^esl  pas  susceptible 

d'une  intégration  exacte  ,   on  a  recours  aux  approxima*- 

Uons.   Ainsi  pour  trouver  fzàx ,   on   développer^  z   en 

série  ,  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes 

de  X  (658,  668)  ;  puis  multipliint  chaque  terme  par  dx, 

on  rintégrera.  Nous  n'en  donnerons  que  deux  exemples. 

/^   dx 
i".  Soit  / »i  cette  intégrale  est  arc  (tang=3x). 

£a  développant  (i-f*^*)""»  on  a  {Ifii). 

Ax 

|-£z=  àx  (i — x'  +  ar4 — «^+..0» 


1  +x' 
d'où     arc  (tang=x)=:a?— jiî^-f-^x*— fa?7 

_.         /^       àx 

3L*.  Pour  / -T-; r-  =arc  (sin = x) ,  on  dévelop- 

pera  (i — «*)"»»  «  qui  donne  i-| h    ■    ,  ...(485); 

a         a. 4 

d'où 
arc  (sm=x)  =«  +  __  +  ___  +  +. . . 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante ,  parce  qu'on  suppose 
que  l'arc  dont  il  s'agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x 
est  le  sinus  ou  la  tangente ,  et  qu'alors ,  quand  ib  sont 
nuls  y  l'arc  l'est  aussi.  La  première  de  ces  formules  a 
servi  (58i)  à  trouver  le  rapport  «  de  la  circonférence 
au  diamètre  ;  on  peut  employer  la  deuxième  au  mémv 
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« 

lisage  ,  car  le  tiers  du  quadrans  ayant  ^  pour  sinus ,   et& 
faisant  0;=^,  on  aura 

I     .        t        .        1.3  1.3.5 


g^~  — +  trm  +  ,  ,  r  ,5  + 


a        a.3.a^       a.4-5«a*       a. 4-6. 7. a 

Du  reste ,  -la  loi  de  ces  séries  suit  du  cnlcul  même  qui 
les  donne. 

744*  Pour  qu'une  série  soit  àt  quflqu'usage  dans  \ei 
applications  numériques ,  il  fiiut  qu'elle  converge  :  il 
est  donc  convenable  d'avoir  divers  procédés  pour  efiec-* 
tuer  ces  sortes  d'intégrations.  La  suivante  est  due  à  Jeaa 
BemouUi. 

Faisons  h^sz^^^x  dans  4a  formule  de  Taylor  ;  comme 

y(x — x)  ou  fo  est  ce  que  devient^  ouyjp  lorsque  x=o^ 

Jo  est  une  constante  b;   donc 

*  =y  — .yx  +  ijr^  X*  —  etc.  ç 

or,  la  dérivée  de  y  étant  donnée ,  il  s'agit  de  trouver  jr  » 
soit  donc  Jzix  l'intégrale  cherchée ,  r=^,  z'zzzjr^fj.,^ 
et  on  trouve 

y  =Jzdx  z=zb  -{-  zx-^i  z^x*  -|-  J  z^x^  —  etc.  , 

et ,  il  suit  de  ce  qu'on  a  vu  (661  )  ,  qu'on  peut  ob-* 
tenir  des  limites  de  la  somme   des  termes  négligés. 

/^  dx 
Par  exemple,  pour  /  ■     ■«    =  log  (a-|^jc)j  on  a 

t^    fl  "^  X 
*===logfl*«S=:— — ->  ^  =  .  T^  ,>  g^^=.       .    ^,3'** 

74s.  La  formule  de  Taylor  donne  aussi 

d'où/(x  +  *— a)— /x  =  r(^— al+ijc'  b—ay+... 
«n  faisant  Ass&^^a.   Si  on  prend  ensuite  xac=a  |    ce 
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^î  '  change  z  z^  z'f ...,  en   des  constantes  A  A'  A^ . .  • 
on  obtient 

Jb—fa  =  A  {h— à)  + 1  y<'  (*—«)'  +  i y/*  {h—à)\... 

c'est  l'intégrale  fzàx  entre  les  limites  x  =  a  et  x==i  (742)- 
Mais  pour  que   cette   série   soit  applicable ,   il  faut  que 
celle  de  Tayloi*  ne  soit  pas  fautive.  On  examinera  donc 
la  marche  de  la  fonction  z  depuis  Jtrrra  ,  jusqu'à  ar  =  &  , 
et  si   elle  devient  înfmie  pour   de  certaines  valeurs,  on 
partagera  cette   Variable  x  en   autant  de   parties  séparées 
par  les  tetTfies  auxquels  répondent  les  valeurs  infinies  dj^ 
la  fonction    z  ^    et  on  appliquera  séparément  la    série   à 
chacune   de.  cefs  Jparties  ;   en  pourra  m^me  la  faire  con- 
verger autant  qu'on  voudra  ;  car ,  partageant  l'intervalle 
h'-^  a-mh  tjafties  égales  j,   en  sorte  que  h — à-:^ni\ 
On  prendra  ^d^ibonF  l'intégrale  entre  les  limites  a  el  «'4- 1\ 
c.-^-d.   qff'on  mettra  ci-dessus  o  -f"  '   pour  h. 
,  De  méfue-  oi^  prendra  Tintégrale  depuis  a  4-  /jusqu'à 
0 -|- 21  ;  ensuite  depuis   cette  quantité   jusqu'à  a -f~  ^•••• 
on  fera  donc  'iUccèssîvement   ' 

^=7a .  qe^  qui<:hangera  z  z'  zH,,*  en  A  A*  A^.,,,. 
xz=a+i B  B'  Bfl 

etc.  ; 

d'où    /(«+    1)—         >       .  att.#-+i^/^'f»  +  |y#^ï^4.4 

etc.... 

J{a^ni)—fa  +  {n—i)i)=Mi+ilSri'  +  lM^i'+... 
-••        ,. 

746.  La  somme  de  ces  équations  est 

*  •  •  t 

/   a+ni  )  —Ja  =fb  —fa  z=.fzAx  = 
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tcll€  est  rîntégrale  de  fzàx  entre  les  limites  de  4  à  2L 
Si  qn  prend  i  assez  petit  pour  se  borner  au  z*^  tenne , 
on  a 

fzàx  =  -<4/  +  Bi  -{-  Ci  .  •.•...-{-  A/i  y 

sërie  dont  les  divers  teilnutes  sont  les  valeurs  que  prend 
successivement  la   fonction  jsdx,  lorsqu'on   fait  j;   égal 
à  tfy   A  "H  If  a-f-Ai, ......   C'est  pour  cela   que  dans  la 

méthode  infinitésimale .  on  regarde  l'intégrale  comme  la 
Somme  d'un  nombre  infini  d'élémens ,  qui  sont  les  va-> 
leurs  consécutives  que  prend  la  fonction  lorsqu'on  fait 
passer  la  variable  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
entre  ses  limites  :  c'est  ce  qui  s'édaircira  par  la  suite 

(749J- 

747*  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  a'.,  3* 

ordre,  puisqu'elles*  rentrent  dans  ce  qu'on  a  exposé.  Il 

y  a  alors  jfc,3,».«    constantes  arbitraires  (  F.  n^  773). 

/»/»(a*— x*)  dx* 
Par  exemple,  |>our  //-^ —        ^^  y  on  intégrera  une 

première  fois  ;  et  comme  la  fraction  proposée  9ft  décom-*- 

'ïjOl^Ajc  djc 

«  ■  •  •  »  • 

donne  <7f3,  4'*«)  T": — :4-  /  ;  /  ■  :  il  t«sté  à  intégrer 
ie  nouveau  -  '  ■  ;   '  ■   4^  «dop.  On  a  doac 


ir- 


(tf*«*-j&*)  d^  ' 

— -^  =  log  v/(**  +  û*)  +  <?a:+c^- 


9.  Des  Quadratures  et  Rectifications. 

748.  L'aire  t  d'une  courbe  plane  (68a)  est  =)3^djr  , 
et  il  s'agît  d'intégrer  cette  expression  entre  tes  limites 
convenables  ;  c'est  pour  cela  qu'on  a  donné  le  nom  de 


Méthode  àêi  Quadraturts  «y x  procédés  qui  iiotts  ont  occupes 
jasqn'ici,  par  lesqueb  on  oblient  ^intégrale  dés  fonctions 
d'une  seule  variable.  £n  voici  divers  exemples. 
I.  Pour  la  parabole  AM j.  jr*  :=r  Apjt  ^  donc 

9î  l'aire  deit  partir  du  sommet  AyXi=o  donne  tzs^o  ^ 
ainsi  €  est  nul  ;  donc  Voire  MAM'  d*tm  segment  dêpmra'^ 
kùlê^  est  lês  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M'N. 

Si  l'aira    egi  comprise  entre   jBC  et  PM^   en  laiaans 
ABanm^  BC^=sà9s  ^{^pm),  t  est  nul  lorsque  x:x=ia^ 

d'où  cas-^fiifrt  pw  <  =  f  (içr  — ^^)-  L'a>'«  OCMM' 
est  les  deux  tiers  de  la  différence   des  rectangles  iV'itf 

et  lyc. 

£n  général  9  peur  les  paraboles    de  tous    les    degrés 


y^^iaa^^  on  a  ^=:  >.   Toutes    ces    courbes    sont 

donc  earrables. 

II.  Pour  rhyperbole  équilatère   MN  entre  st^  asymp*      5a. 
totes  Ax  Ay^   on  a  ^  r^  m*  ;  donc 

/ ^=ijjàx  =  m*    /  ^^s=im*log  X'^c  ; 

Taire  t  ne  peut  être  prise  depuis  Taxe  Ay^  parce  qui) 
X  =  o  'donneroit  /  =  o  et  c  =  —  m*  log  0  =  00.  Mais 
n  Faire  doit  coaunencer  à  l'ordonnée  JBC  qui  passe  p^r 
le  sommet  C  ^  comme  AB  =  m  (  4i8  )  9   on  a 

c  =  -«-m*  log  m,  d'où  izs^m*  log  — •    On    volt   donc 

ni 

que  si  m  =  1  «   on  a  f  =3  log  x ,  charpie  aire  ,  pm^  ^ 

partir  *de  BC ,  ej/  i^nr  Ze  logarithme  de  l'abscisse. 

Mab  si  l'angle  des  asymptotes  est  «,  l'aire  est  (68a)  f 

tz:^fyAxmkm^x  I   ■'■      'y   en   &tsaat  mssst;  dont 
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t  =  Log  X ,  e»  prenant  ponr  système  de  logàntbines  celtrt 
dont  le  module  est  JV/=3:sina.  Si  Tangle  «  est  droit  , 
M  z=.  I ,  on  retombe  sur  le  i"'.  cas  ,  et  on  obtient 
les  logarithmes  népériens  ;  mais  on  voit  qu^en  faisant 
varier  Tangle  «  des  asymptotes ,  on  peut  obtenir  tous 
les  sptêmes    possibles.  Ainsi  ,   lorsque  la    base   est   lo  , 

on  a    M=ô,    4^4^94^ ..L'angle  qui  a   ce   nombre 

pour  sinus,  le   rayon  étant  un,    est  «  =  ^®,  601 

tel  est  Tangle  que  doivent  former  les  asymptotes  d'une 
hyperbole ,  la  puissance  étant  un ,  pour  que  chaque  aire 
soit  le  logarithme  tabulaire  de  son  abscisse.  On  voit  par 
là  que  c'est  très  -  improprement  qu'on  a  voit  donné  la 
dénomination  de  Logarithmes  fyperboïîques  à  ceux  de 
JN[éper. 

111.  Pour  le  cercle  ^*=:a^ — «*  ,   l'origine  étant    au 
centre  C.   oq  a 

* 

en  multipliant  et  divisant  par  ^(a', —  oî').  Or,  ce  der- 
nier tenue  est  facile  à   intégrer  par  parties,  puisque... 

xAx 

-— ^    est  la   différentielle  àe  —  y/Cà'—x^V    On  a 

y  (û^  —  X*)  ^  ^  '^ 

donc  .... 

Substituons  et  transposons  f ,  nous  aurons 

•     '•         *       ,  •  ■    '      , 


li>    \       t 


)' 


V»ais  la  foçmMle  d^'  ^dx'  -f  dj*  appliquée  à  notre  cercle, 

CLQ.X  Q^X 

douDe;4j£=  :—-{;=-——» — r,  >  donc  en  prenant  l'arc  s 
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iSans  les  m^mes  limites  que  Fîntégrale  proposée,  on  a 
enfin  /=j:ty4"i  <w  +  <^-  Soient  CA  =  3  ,  u^J5  ==  k  ; 
doublons  et  intégrons  depuis  xr=za  jusqu^à  x  =3  ,  pour 
obtenir  Faire  du  segment  BOB',  nous  aurons  (74^) 
a  X  arc  BOB^  ^-^  bk  ;  puis  ajoutant  ie  triangle  CBB\ 
il .  vient  le  secteur  CBOB'  =  ^  CO  x  arc  BOB' ,  ce  qui 
s'accorde  avec  les  principes  connus. 

IV.  Pour  l'ellipse  y=—  V(«'— «0»  ^'où  53, 

/b  ,  6 

«r  désignant  la  partie  de  Taire  du  cercle  circonscrit  qui 
est  comprise  entre  les  ordonnées  (imites.  Les  aires  /  et  r 
•ont  donc  dans  le  rapport  constant  àc  b  ka.  Ainsi  Faire 
du  cercle  est  à  celle  de  l'ellipse,  ou  l'aire  dun  segment 
de  cercle  est  à  celle  du  segment  de  VelUpse  inscrite  qui 
est  terminé  par  la  mime  ordonnée,  comme  le  grand  cuce 
est  au  petit  ;  et ,  puisque  Taire  du  cercle  circonscrit  est 
vrm*  j  celle  de  l'ellipse  entière  est  vtf&. 

V.  Pour  la  cycloïde  FM  A,  mettons  l'origine  en  f ,    a3. 
et  soit  FS=i  X  ,  SM  rszy  ;  nous  aurons  (678  f  VI) , 

cette  intégrale  est  *  l'aire  de  la  portion  FKN  du  cercle 
générateur  ;  donc  l'aire  FyAM^nFKEF^:  i  w  r*.  Comme 
d'ailleurs  AE^  «r,  le  rectangle  j'fs  avr't  d'où  .  .  ^  . 
Ai  E  =  i  »r»  et  l'aire  AFA' de  lacycMde  entière  est  triple 
de  celle  du  cercle  générateur. 

749-  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

i^.  Si  Taire  /  est  comprise  entre  les  branches  BM  DK   55» 
d'une  même  courbe  ou  entre  deux,  courbes  difTéccntca 
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55.  données  ,  en  nommant  Y  =  F^ ,  y  =^  »  les  oréùrmétê 
PMPE,  on  a  BCPM  =fYAx ,  DCPE=zfyAx,  d'oà 
BDEM  =f{Y—y)àx. 

2®.  Quoique  la  méthode  infinitésimale  n'ait  pas  le  ca- 
ractère de  l'évidence  ,  cependant  comme  on  peut  toujoais 
la  remplacer  par  une  analyse  rigoureuse  ,  dont  «lie  n'est , 
pour  ainsi  dire ,  que  l'abrégé  ,  on  ne  doit  pas  faire  dîffi— 
culte  de  l'employer.  C'est  même  ce  que  nous  ferons 
dorénavant  ,  autant  par  la  facilité  qu'elle  offre  pour 
l'introduction  des  limites  dans  le  calcul ,  que  parce  qu'elle 
est  usitée  dans  les  traités  les  plus  célèbrts ,  tels  que  les 
Mécaniques  céleste  et  analytique  ,  etc.  .  .  et  qu'il  con-* 
vient  d'y  être  très-exercé. 

SS.  L'aire  t  peut  être  considérée  comme  la  somme  (746) 
de  rectangles  tels  que  m ,  dont  dx  et  ^  aont  les  côtés  \ 
àxày  sera  donc  l'élément  de  Paire  ^  ,  et  il  s'agît  d'ia— 
tégfer  entre  les  limites  convenables.  Par  exemple,  pour 
BDEMy  opérons  relativement  à  j",  et  prenons  /yix  depuis 
E  jusqu'en  Jlf  ;  les  ordonnées  PE  PM  é^nt  jf"  et  1^,  .  .  . 
{Y — y)  àx  est  donc  l'élément  £Jlf ,  infiniment  petit  dans 
une  dimension':  et  il  s'dgira  d'intégrer  [Y-^y)  dx  depuis 
BD  jusqu'à  EM,  On  retombe  ainsi  sur  la  formule  pré«» 
cédeute. 

54.  Pareillement,  concevons  que  daas  le  cercle  C  on  ait 
pris^  un  élément  m  en  un  lieu  quelconque  ;  sa  dis- 
tance an  centre  on  Cm  =  r  et  l'angle  mCx  s=  ^  en  fixent 
la  position.  L'aire  de  l'élément  peut  être  représentée  par 
dr  dé ,  dont  l'intégrale  relative  à  0  est  idr  :  en  la  prenant 
depuis  9  =  0  jusqu'à  I  s=  A^r,  on  a  l'aire  d'une  cou- 
ronne circulaire  =2T7tlr,  dont  l'épaisseur  <lr  est  infini-» 
ment  petite.  L'intégrale  est  «r*  ;  prise  depuis  le  centre  C 
où  r=  o,  jusqu'à  la  circonférence  B  o\x  r  srs  /{  =:  la 
rayon  du  cercle ,  on  a  kR*  pour  Taire  du  cercle. 


L^application  de  cette  méthode  k  la  recberthe  de« 
centres  de  gravité  et  des  momens  dMnertie  est  sur-tout 
remarquable.  Voyez  ma  Mécanique ,  n**'.  ^4  ^^  ^4^- 

3*.  Si  Paire  est  Tenferraée  ^ntre  quatre  bradcbes  de  55. 
courbe  ,  telles  que  BM  BI  IK  KM  ^  il  sera  facile 
de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu'on  sacbe  évaluer  séparément  d'après  les  prin- 
cipes précédens.  Et  si  Taire  est  comprise  dans  le  contour 
d^une  courbe  fermée  ,  il  faut  intégrer  (F-— j^)dx  depuis 
ta  plus  petite  jusqu'il  la  plus  grande  valeur  de  x. 

4".  L'ordonnée  y  de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir 
infinie  entre  les  limites  de  Taire  (66i,  745). 

5*.  L'élément  j^d»  change  de  signe  avecy  ou  x  ^  d'où 
il  suit  que  l'aire  devient  négative  lorsque  x  on  y  sont  de 
signes  contraires. 

6®.  Si  la  courbe  coupe  l'a^e  das  x  entre  les  limites 
de  l'aire ,  il  dut  cbercher  chacune  des  deux  parties  et 
ajouter ,  parce  que  l'une  est  positive  et  l'autre  négative , 
et  que  la  somme  .demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir 
égard  à  ce  dernier  signe. 

Par  exemple ,  la  courbe  KACT)  a  pour  équation  .  .    56. 
yssLX  '^  s^  ^  AK  sss  AI  =S3 1 9  l'origine  est  en  A.  L'airf 

<s=^^*  —  i^+^*  ^  ^11^  ^o>^  commencer  au  poiat  B 
pour  leqnel  AB  s=  ^  ^^  on  trouve  r  xs  —  ^  ;  d'oii  •  . 
r  =  ^  a;*  — -  ^  a:^  — -  ^  :  et  si  l'aire  doit  être  terminée  en 
E  j  AE  r=  ^  -Jy  on  trouve  ir  =  Ot  ce  qui  indique  seu- 
lement que  les  aires  BCl  JED  sdot  égales  et  de  signes 

contraires.   En  effet ,  on  voit  aiaément  que 

BCIzsz^  =  — -  DIE.  De  méqae  ,  l'aire  prise  depuis  K 
jusqu'en  /  est  nulle  ,  parce  que  ACI  ss  ^  =  —  KO  A. 

ySo.  Poor  donner  une  application  de  la  formule  (68a\    53. 
t^  x=z^  {xy  — y)  f   qui  sert  à  trouver  l'aire  r  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs ,  cherchons  Taire  CMO  dans 
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rdlipse  DO  ;    on  a  û'y^  +  b^ a:*  =za* b^^ ^'2=  -^  -^  ^ 
d'où 

r'fe— H r  )= '  ^'= 

le  signe  —  provient  de  ce  que  x  décroît  quand. r  croît 

(661)  :  on  peut  omettre  ce  signe  et  on  a  t  =  5  3   / . 

Mais  la  formule  (681)  des  rectifications  appliqneV  au  cercle 
dont  le    rayon   est  h ,    donne   pour  longueur  de  son  arc 

/hàx 
•    En    le    prenant   entre  les    mêmes   limites 

x:z=CO  et  jp  =  Cy^,  on  a  t  =  jbs  ou  MCOr^  \  bx^rcBO. 

5^.  Pour  l'hyperbole  MN  on  a  xy=.m*  d'on  t'  c=  — y  et 
dr=j^dx,  r=  fydx:  donc  le  secteur  quelconque  hy- 
perbolique CAM  :=  CBPM. 

a5.  75 1.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires,  ^n  a 
(68a),  d*-  =  i  r*d^.  Ainsi  dans  la  spirale  d'Archîmèdc 
(47a),   où   a^rr  =rr  tf I ,   on  trouve.  .  • 


T 


==  —  /  r'dri= -r — |-  c  .  Pour  Taire  y^O/  formée 

ûtJ  a      6   ' 


par  une  révolution  entière  du  rayon  vecteur  ÂM ,  il  faut 
prendre  l'intégrale  depuis  r=o  jusqn''à  rtzrû.  On  *ob— 
tient  AOI  =  ^  ira*  =  le  tiers  du  cercle  dont  le  rayon 
est  a  ou.  j4L  .       - 

Remarquons  que  pour  pouvoir  étendre  Pintégrale  au- 
delà  de  6  £=400*»,    it  faut   avoir    égard  à  ce  'qiie   l'aire 
contient  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  comme  n".  74^)1  6*. 
75a.    Donnons   quelques   exemples  de  la  formule  ;68r) 
de«  rectificalion*  ^   j  =  /  y/ (dx*  +  d^  "*) 
6f.         1.    Pour    la   parabole  j**  =  ayjx    donne  ^'d^=^da:^ 

s  =r  /-~=^  VCy'  +  P^)-  Cette  intégrale  est  (717,  !».> 
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Si  Tare  5  commence  en  A,  jr=:  o  donne  j  =  o  :  on  en 
tire  r  =  —  I  ^  log  p  ;  donc 

II.   pour  la  seconde  parabole  cubique  y^  =:  ôx',  on  t 
jsn/dy  1/    (  ï  +  /    J  •  o"  trouve  donc  (yao) 


=^-ï/('+^Y+* 


En  général  ^  =  ox"  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles ,  suivant  que  n  est  une  fraction  positive  oir 
négative  :  on  obtient  sr^J'dx^/  (1  -|-  /l'^'x*""*).  Toutes 
les  fois  (720)  que  sl  (h-— i)  sera  exactement  contenu 
'dans  i^  on  aura  Tarç  s  sous  forme  finie. 

m.  Pour  le  cercle  ,  suivant  que  Forigine  est  au  centre 
ou  à  r  extrémité  du  diamètre  ,  •  on  a  jr*  =5  r*  —  x*  oq- 

^*  =  2rx  —  x^.  Dans  ces  deux  cas  il  vient  5  =  / • 

En  mettant  pour ^  sa  valeur  en  ;r,  on  voit  que  Finté* 
gration  ne  peut  s^efTectuer  que  par  séries  (74^) 9  ou  par 
des  arcs  de  cercle,  ce  qui  ramène  la  question  au  point 
à\'iù  on  est  parti. 

lY.  Pour  rellipsc  a'/*  +  b^x*  =  a'3' ,  donne 

J    aV    \         à"  —  X*         )    J         y(tf'  —  X*) 

en  faisant  ae  =  ^  (a*  —  b*)  ;  e  désigne  le  rapport  de 
Pexccntricité  au  demi  grand  axe.  On  ne  peut  intégrer 
eette   expression    que    par   une   série  ;    mais  II    faudxa 
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disposer  le  calcul    de   manière  à  la  rendre  convergente. 
53.    Ainsi  on  pourra  développer  (  485  ,  II  ),  \/(tf*  —  e*x*). 

Ou  bien  on  fera  l'arc  OB  du  cercle  circonscrit  =  I  , 

Que 

d'où*  CA  =  x=za  cos  é  •  et  -^ es:  -^  d# ,  ntûs 

■J  =  — «/"d*  ^(i -^-tf*  cod*l).  On  aura  ii  intégrer  une 
suite  de  termes  de  la  forme  ^  cos'^'é.dl  (734};  par  là 
l'arc  OM  dépendra  ,  à  l'aide  d'une  iéne ,  ié  l'ajrc  corre»» 
pondant  OB  du   cercle  circonscrit. 

La  rectification  de  Thyperbole  offre  un  calcul  semblable. 

aS,        V.  Dans  la  cycloïde,  l'origine  élant  en  F,  on  a  (678,  VI) 

y'  =  V^ir^  '  ''*"'*^  ^7" ,'  IV) 

On  n'ajoute  pas  de  constante  ^  parce  quç  l'arc  s  com- 
mence en  F.  Or  y/{'2jry)^=zKF  ^  .donc  FMzsz^  frâ  k 
corde  J^F.  • 

7S3.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  (  693  )  ,  on  a 
d*  =  ^(r'dr  +  dr').  Ainsi  la  spirale  d'Archimède  ,  où 

a«rr=  û«,  donne  s  =  / — 1—  V/  (JL  ^  r»\  En  com- 
parant cette  expression  à  celle  de  l'arc  de  parabole ,  on 
voit  que  les  longueurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales, 

lorsque  r  est  l'ordonnée  de  la  parabole  et  —  le  paramètre. 


Dans  la  spirale  logarithmique  (474),  I  =  log  r  ;  on 
trouve  s  =/4r  y^a  =  ry^a-J-c,  si  l'arc  commence  au 
pôle,  <?  =  o,  et  on  a  s;=r^^.  Ainsi.malgré  que  la  courbe 
n'atteigne  son  pôle  qu'après  un  nombre  infini  de  révottr- 
lions  ,  l'arc  s  est  fini  et  égal  à  la  diagonale  du  cane 
f  onstruit  sur  le  rayon  vecteur  qui  le  termine. 
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Voyet  pour  les  courbes  i  double  courbure  |  ce  qu'où 
A  4It  n*.  696. 

10.  Des  Aires  et  des  Volumes  des  Corps, 

754*  Le  volume  v  et  l'aîre  u  d'un  corps  de  révolution 
sur  Taxe  des  x ,  s'obtiennent  (698)  en  intégrant 

vssff^*isB^  tt=/airyd*=/a»yV'(dx»-f  djr») 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules. 

I.   Four  l'ellipse  ,    en  recourant  à  la  valeur  dt  is  j 
n*.  75a  ,  IV,  on  trouve 

la  î«.  donne  t^  =z  »3*  (x  —  r 1-  c  1  :    si  le  soàimet 


=  .J.(x_^  +  c):    «  le 


ftst  une  des  limites  ,  ctn  —  ^  a.  Soit  donc  r  la  hauteur 
du  segment  d'ellipsoïde  ,  on  «  =  a  —  r ,  le  volume .  •  • . . 

t=  (3g— '^).  Pour  l'ellipsoïde  entier  jp  ==  20,  et  on 

a  ^rb^a.  Il  en  résulte  que  i^  le  volume  de  la  sphère 
=  ^Ttà^  ;  3*.  ces  deux  corps  sont  entre  eux  tl  ^  *  g'  ; 
3".  chacun  d'eux  est  les  |  du  cylindre  qui  lui  est  cir- 
conscrit ;  4^.  enfin  le  segment  sphérique  c=  »r*  (a  —  ^  r) 
L'intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  u ,  est  visible- 
ment Faire  d'atae  portion  de  cercle  concentrique  à  Fel- 
lipse ,  comprise  entre  les  mimes  limites  que  l'arc  géné- 
rateur, et  dont  le  rayon  est  — •  Soit  £  cette  aire,  facile  i 

ODtemr,  on  aura  11  =  -^ 


I 

— — 

a 


^•'"•--— —<'=""■>■ --V' 


38o  Calcul  intégral. 

d'où  u^rifirrix.  On  trouve  aisément  ^rrz  pour  la  sur- 
face de  la  calotte  ou  de  la  zone  dont  z  est  la  hauteur  ;  et 
4Tr*  pour  Taiçe  de  la  sphère  entière. 

IL  Pour  la  parahole  y*  =  2px  ;  on  trouve 

d'où  v=ir;?x*+tf,     u:=LY{^iy^+p*y+ C] 

si  l'origine  est  au  sommet  c  =  o  et  C  =  —  /?'.  On  a  donc 
ainsi  le  volume  et  l'aire  d'un  segment  de  paraboloïde  de 
révolution. 

III.  Soit^  =  tf*"  f  on  en  tire 

ce  calcul  se  rapporte;  aux  paraboles  et  aux  hyperboles  sui- 
vant que  n  est  positif  ou  négatif. 

755.  Le  volume  V  et  l'aire  U  d'un  corps  sont  donnée 
par  les  formules  (701) 

r=  jfzAxày  U=  ff  dxdxv^  (14.^»  +  y') 

voici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales^ 
Après  avoir  mis  pour  z  ^  p  tl  q  leurs  valeurs  en  x  eijj  oa 
intégrera  ,  en  regardant  comme  constant  jc  ou  ^  à  vo- 
lonté y  suivant  que  l'une  offrira  des  calcgls  plus  simples 
que  l'autre.  On  aura  ensuite  égard  aux  limites  que  la 
question  détermine.  Par  exemple  si  l'aire  U  esl  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  aux  xz ,  et  qu'on  ait  intégré 
par  rapport  ky^  les  équations  de  ces  plans  étant  x  z=:  a 
et  X  z=  b  y  on  prendra  l'intégraU  entre  ces  limites  ;  fe 
résultat  sera  délivré  de  y  ;  mais  il  contiendra  x  ,  qiiî  ^ 
dans  z^  p  Qi  y  ,  a  été  regardé  comme  constant.  On  înlc-^ 
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grera  de  nouveau  relativement  à  x ,  depuis  la  plus  petite 
)asqu'à  la  plus  grande  valeur  de  cette  variable ,  et  on 
aura   l'aire  demandée. 

La  première  intégrale  représente  Taire  CMD  d'une  tran-    49< 
che  £Jt/QAD  infiniment  mince  comprise  #ntre  deux  plans 
parallèles  aux  xz ,  et  terminée  en  C  et  jD  aux  limites  con- 
venables. La  seconde  intégrale  est  l'aire  de  la  somme  d'une 
série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces 
courbes ,  on  devra  introduire  pour  limites  de  x  des  fonc- 
tions de  J'y  en  opérant  d'une  manière  analogue  au  n*.  749* 
Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 

Pour  la  sphère  x*  +  ^*  4"  -^^  =  '*'  »  ^'^^ 

JJ  yj{r^  —  x-—j-y 

on  fera  d^abord  x  constant ,  et  /^  —  x*  =:  v^»  ;  puis  în- 

téerant    ■  ^  ..  ■ — ^  ,  on  a  arc  (  sin  =  i-Y  Or,  le  plan    ^7* 

xy  coupe  la  sphère  suivant  un  cerclé  Cy  dont  l'équation 

est  ar*  +  y  =  f*  ,   et  dans-  lequel  l'abscisse • 

AE  2=r  ±1  ^  (r*' —  X')  i=:  ±  ^ ,  est  le  rayoh  du  cercle 
formé  par  le  plan  coupant  DmC.  Si  donc  on  prend  cette 
intégrale  depuis  x  =  —  A^  jusqu'3^'  x  =::  ^A^  on  aura 
Paire  irifiniment  étroite  DmC  d'une  bande  parallèle  aux 
jrr,ct  tracée  sur  Fhémisphère  supérieur. 

Irisant  donc  x  =  —  A  et  x=:-f-y4  dans  arc . .  • .  • 

f  sin  ;5=:.i  j  ,  puis  retranchant  le  1".   résultat  du  a»,  nous 

aorons  * ,  pacce  que  T^rc  dont  le  sîAu»  =  1,  est  ^  v.  Mul^ 
tintions  par  la  quantité  ràx^  qu'on  a  prise  pour  constante, 
«DUS  aurons  Trxpour  intégrale  ;  elles  limites  étant  ^^  rtt 
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CHAPITRE    II. 


niTÉGbATiON  'Ï}ÈS  ÉQUATIONS  ÉNTJtE  a)EUX  VARIABLKS, 


•  •  •  « 


-  I 


I.  Séparation  des  Variablê$;  Équations  Homogènes, 

.       .  ...  .         . 

757.  Occupons-nous  de  la  Méthode  inverse  des  Tan" 
génies  ,  c.-à-d.  ,  intégrons  les  ëqùationi  du  i^.  ordre 
entre  deux  yarjables.  Cette  dénomination  provient  de  Ce 
que ,  pour  trouver  la  courbe  qui  a  pour  sous-tangente  , 
tangente,  ou  etc.,  une  fonctiofi  .^nuée  de  x  et  y^ 
JX^^y)%  il  faut  intégrer  les  éq|iations'(678).  •  ••  «...^ 

Soit  proposée  Téquation  différeatielk 

Mdj-f^iVdx  =  o 

qui  est  du  premier  ordre  entre  les  deux^yariables  x  ex  y:  Il 

est  clair  que  si  elles  ne  sont  pas  mêlées,   en  sorte, que 

M  ne  contienne  pas  x,  et  que  JY  soit  sans  y  ^  Tintégrale 

de    Fcquation  sera  la  somme    des  intégrales  ide  cbaque 

terme   qu^.on  trouvera  par  les  principes  antérieurs  ,   ou 

/Md/ 4./JVdx  =  const. 

11  en  ser»  dé  m^mé  de  toute  équflAion  dont  on  pobm 

SifLorer  les  variables.  Le  cas  le.  plus  simple  est  celui  .où 

M  est  fonction   de  x,  et  iNT  de  ^  seulement,;    car,  dt- 

dy        dx 
visant  Téquation  par  MZV",   on  a  ~  +  't*:  =  <>•    Ç'^*' 

^inst  que 

d«  V  (1 4-7»)  —  0%  =ï  o 


â^FABATIOR   DES   TAHIABLES.  SSi 


1  (7'-.    ■••) 


ioscx=\t,g{jr+^(i+r')},""'—r+Vi'+a"'' 

;5«.  Si  M^Xr,  N=X,r,,  X  il  X,  éunl  dt. 
fonctions  (l«  ir,  K  et  F,  des  fonctions  de  ^  ;  on  a 
Xyijr-^  XfYiix^Q,  qui  donne,  en  divisant  par  XK/, 

^d,+    ^d,=  o. 

759.  La  séparation  d^s  v^irlables  est  encore  possible 
dans  lu  ëcjuatioiis  Homogrnes  (3^^)  par  rapport  à  x 
et^.  Soit  m  le  degré  de  chaque  terme,  en  divisant  toute 
l'éqaition  par  x~ ,  un  terme  quelconque  j4y^  a^  de- 
viendra A  (— )  )  à  cause  de  m  =  h-\-k  par  supposi- 
tion. On  voit  donc  que  M  et  N  deviendront  des  fonc- 
tion* de  —  ,  en  sorte  qne  si  on  divise  par  JV  l'équation 

N 
Mdf-{-NAx=o,    et  la  fraction-^  haut  et  bas  par  x" , 

en  faisant  y:^xe;  cette  fraction  sera  une  fonction  de  s 
seul.  On  aura  ainsi  A)r-\-Zàx=o;  mais  _^^ arc  donne 
Jjy^xdx  +  zdx,  donc  j;d«-|-(z-|-2)  dx=o,   d'oii 

I.  Prenons  pour  premier  exemple 

(ax+ty)dy+(^Jk+gy)  dx:=o.  Divisons  par  ox+A;-, 
nous  Uouverons 

eqnalinn  facile  à  intégrer.  Il  faudra  ensuite  substituer  — 
a.  ti5 
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pour   r.    C'est  ainsi  que  yày  +(a;+2y)djc  =  o,    4 

cause   de  a=:o  ,  hz=:f=  i  ^  ^=a ,  donne. •• •••• 

dx  zàz 

h — : : —  =  o;   (m  ajoute  az  au  numérateur  du 

.         .        àzU-Uz)           Az        ^ 
a*,  terme,    qui  devient  -- — ; ou .   On  a  donc 

^  (x  +JP/  1  +  « 

à  intégrer 

dj;         dr  àz 

~+',    .  '_  — 


d'où  log  ex  -f-  log  (x  -[-  r)  -|L  i =  o , 

X  ^^  z 

*  —I  X 

ou  logc(x+xr)===— ^,logc(x+y)+— — ==•, 

en  remettant  y  pour  xz. 

IL  Pour  éÇK"<!r  +  (*"  +  hy^)àxz=z  o , 

on  a  dy  -I dx  =  o  ; 

-,  ^  dx  .  az^dz 

d  ou .      .    ■ : —  =  o- 

III.   Soit   xd^— ydx  =  dx  V^C;*?' ^ jr*  ) ,    on  divisera 
par  X  ,  et  on  aura  dy  — — dx  =  dx^/  (  *  +^  )•  E* 

faisant  yz=zxz  ^ 

dx  de 

dy  —  rdx  =  dx  ^{i  4-  «*) ♦  d'où  — =— ; .  « 

dont  l'intégrale  (717)   est  x  =  i:z+c  ^(i +r*)  ,    ok 
x*  =  <?y^^  ^  (a?»+^»),  qu'on  réduit  à  x*s=açy+c*^ 
en  transposant  r^  et  élevant  au  carré. 
5i.        lY.  Quelle  est  la  courbe  dont  l'aire  BCMP  est  égale 
au  cube  de  l'ordonnée  PM  qui  la  termine ,  divisé  par 
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rabsclssci  et  cela  pour  chacun  de  ses  points,  et  à  partir    5i. 

d'une  ordonnée  fixe  BC,  De  Jydx  =  — ,  on  tire  en  dlf- 

''  X 

férentiant,  (*'J^+J^)  4r=3x^?d^;   en  faisant  jr=^â;  y 

àx         3zdz  , 

on  trouve  —  s=z  — —  ,   dou  x  f*— a«r*j*=c,  puu 
X         1 — 2Z*  ^  /  T  r 

enfin  («• —  ^y*y  î=  «**• 

760.  Toute  équation  qu^on   pourrai  rendre  l^omogène 
sera  donc  intégrable.  Ainsi  pour 

Çax+bjr  +  c)dy'j'(mx+7i)r+p)dx  =  0f 

on  fait        aX'^'by'^'Cis^z ^     j7i«-[-ny4-p='f 

d'où  oAx  4-  ^djrs=r  dr ,     màx  4-  iid^::=  d/  ; 

.        màz  —  tfd/      ,        ^d^-— iidx 

puis  dv= ; •  dx:=i — ; : 

mo^-^na  mb — na 

la  proposée  devient  xd^-f-/dâ:!=o,   ou • 

(mz^^nt)dz'j^  (bi — az)àt=o^  équation  homogène. 

Si  mA— -iiâ=:o  ,  ce  calcul  cesse  d'être  possible,  mais 

no 
alors  m  c=  —  y  et  la  proposée  est 

bcàjr+bpâx'{'(ax'^iy)  (M^-f-nd«)=  o, 
dont  on   sépare   les  variables  en   faisant  ax-^lyrrzg  i 
on  substitue  cette  valeur  ti  djr  t=: 

761.  Prenons  enfin  Téquation 

iy+iyix=Qâx, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  seule  :  «n  nomme 
cette  équation  Linéaire ,  ou  du  i".  degré  et  du  x*'.  Ofdre. 
On  fera  ^ 

y=*t^  d'où  £dt+tàz+Pztdx^Q^xi 
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et ,  comme  on  peut  disposer  à  volonté  de  Tnne  des 
indéterminées  ^  et  /,  on  égaler^  à  zéro  le  coefficient 
de  z ,  ce   qui  donne 

d^  +Ptdx  =:o ,     iiz=  Qdx  ; 

la    !'•.   donne  —  := — Pdx  ,  d'où  !og  /  =  — fPàxj  cl 

comme  Pdx  ne  contient  pas  y ,  Fintégrale  u  de  Pdx 
est  facile  à   trouver.   Oo  a   donc 

log /= — u+a^ou  t=e-'"'*^zcie''e-^=cAr^y 

en  faisant  la  constante  e^z=A.  On  substitue  celte  va- 
leur  dans  /dz  =  Çdx',    et  on  a   ^dz=Çtf"da;,  d'où 

y^r  =:/Çtf «  dx  4- 1 , 

Q  et  1/  sont  des  fonctions  connues  de  jt,  et  Pinlégrale 
fQe"dx  étant  obtenue ,  on  remettra  pour   Az  sa  valeur 

— ^  ou  ^'^"^  ce  qui  donnera  enfin 

^ip»=/Ç^da:-fr,     où  i/E=/Pdjç. 

Il, suit  de  ce  calcul  ,  qu'il  est  inutile  d'ajouter  une  cons- 
Unte  a.  à  l'intégrale  fPdxz=A. 

Soit ,  par  exemple  ,  dy-^-yàx  =  ûjc^dx;  on  a  P=i» 

^  =  Ar^,  Uz=:/Pdx=Xj 

/Çe»dx=/aa: Vda:i=  ûe*  (x^  —  Sx»  +  6ar  +  6)  ; 
donc  j':=zcer^ '\'  a  (x^ — 3x*4-6a: — ^^6). 

a.  Dw  Fqcteur  propre  à  rendre,  intégràble. 

762.  L'équation  itfdj  +  iV(lT=o  ne  résulte  pas  tou- 
jours immédiatement  de  la  diflerentiation  d'une  équa- 
tion/(a:,^)5=ro  ;   car  on  a  pu,   après  ce  calcul,  mul- 
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tipHer  ou  diviser  toute  rëquatton  par  une  fonction 
quelconque  ,  ou  en  éliminer  une  constante  (642)  à  Taide 
de  /'(x,y)  =  o,  ou  enfin  combiner  ces  équations  entre 
elles  d^une  maoifere  quelconque.  L^équation  proposée  peut 
dune  ne   pas  cire  une  différentielle  exacte. 

£n  général,   soit  ii=r/(:r,j),    la    dHTcrentielle  étant 

dci  tt=  A/dy  +  JVdx ,  la  relation    .    .     =  .    ,  •  devient  ici 

dxd^        d^do; 

dJlf_dJV 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  Mdy  4- Ndx  est  une  différen- 
tielle exacte ,  la  condition  (i)  doit  être  remplie,  Réri- 
proquement  si  M  et  N  satisfont  à  la  condition  (  i  ) ., 
Mdy  4-  Ndx  est  une  dijférentielle  exacte  quil  sera  tou- 
jours possible  d* intégrer. 

Pour  démontrer  cette  réciproque  ,  intégrons  Jj^AyL  ^^ 
regardant  x  consUnt ,  et  soit  P-J^-X  PIntégrale  \^X  repré- 
sente ici  une  fonction  quelconque,  de  x;  P  est  une  fonction 
connue  de  'x  et  j  résultaiii  de  JMày  relative  à  y  seul  ^ 

dP 
ou  jlf=:-p-.  La  différentielle   complète  de  P  4*  X  est 

jp  jp  Àp 

.iflajB  +  Zfldjr+dX,  ou-pdx  +  JIfdy  +  dX;    d'o4 

on   doit  conclure    que   P  4-  X  sera  l'intégrale   de 

jlfd^4-JVdj^  (qui  sera  par  conséquent  une  différentielle 
exacte),  si  on  peut  déterminer  X  de  sorte  que 

iVdx=^d*  +  dXoudX=(iV— -^)dx...(a) 

dP 
Or,   en  difTérentiant  3/:^--p-  par  rapport  2i  x,  on  trouvé 

en  vertu  Je   la   condition   {i) 
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m^à^_dN_  AN      d'P  _ 

ou  enfin  la  difierenuelle  relative  k  y  àe  N  ^-^  -7 —  est 

jp 
nulle  ;  ainsi  •W-^-î —  est  constant,  c-à-d.  ,  est  fonction 

de  jo  seul,,  ce  quUl  s*agîssoit  dé  démontrer.  L^intëgnle 
cherchée  est  donc  P>)-X,  P  étant  celle  de  Jlfdj^  par 
rapport  à  y  seul,  et  X  Fintégtale  de  la  fonction  de  x.  dé- 

a;      ^^ 
signée  par  iV -r — . 

U  est  inutile  de  dire  qu^on  peut  égaîement  commencer 
par  intégrer  JVdx ,  y  étant  constant ,  et  opérer  d'une 
manière  analogue.  On  préférera  celle  de  ces  deux  voies 
qui  facilitera  davantage  le  calcul. 

**  ^''  y^(t^>)  +oèx+  a*ydr , 

où  M=2fy,    N~--l—  +  a, 

en  troiivB  Pt=xby*^  ainsi  iy^  *^^  X  est  TiiUégrale  cfae^ 
chée,  puisque  la  condition  (i)  est  remplie. 'La  difle-* 
re'ntielle  de  by^'^X  relative  k  Xy  coihparée  à  Ndxf 
donne 

* 

iXr=^  — ^^  +aàx,  d'où  X=ax+\oac{x+^{i+s*)l 

donc  i^4-  fla:  4-  log  <r  {a?  +  ^ (i  +  a:») J 

est  Pintégrale  demandée.. 
n.  De  même  pour 
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«I  a 


«*  I  J' 


Après  avoir  reconnu  que  Téquation  (  i  )  est  satisfaite  ^ 
on  intégrera  Ndx  par  rapport  à  â?  :  on  trouvera 

m  ^(«•-f'y*)  +  arc  f^tang  =  — j  -f-  F,  en  désignant  par 

y  une  fonction  de  y.  DifTérentîant  cette  expression  par 
rapport  k  y^  et  comparant  à  Mây^  on  aura  àY=:3by'6y^ 
d'où  Y=  hy^  -f-  e.  Ainsi  Tintëgrale  est  obtenue  complè- 
tement. En  faisant  a  =  ^=o,  on  trouve 

Cette  intégrale,  employée  par  Laplace  (^Mécan.  cél,^  I, 
p.  6)  y  est  un  cas  particulier  de  la  précédente.  Foy.  n*,  664- 
III.  On  trouvera  de  même 

763.  Mais  si  Mdy  -^  Ndx  ne  satisfait  pas  à  la  con- 
dition d^intégrabiiité ,  on  peut  se  proposer  de  trouver 
si ,  en  multipliant  cette  expression  par  Une  fonction  z 
de  X  et  yj  elle  pourroit  devenir  une  diflerentielle  exacte. 
Mdy  -(-  Ndx  =  o  résulte  de  F  élimination  d*nne  constante 
entre  la  primitife  /(x^y^  f)  ss  a-  et  sa  différentielle  im<- 
médiate.  Mettions  ces  équadons  sous  k  forme....  ••..•' 
y  -{-  K=Oy  cr=p  'x^y)^  ce  qui  est  permis;  K  repré- 
sente une  fonction*  quelconque  dt  x  et  j".  I>a  dérivée  de 

*=^('iJ-)»cUatç'  =  P/+e  =  o,oaay+^=o5 


fdM     mi     „  iz     „  iz  ,,^ 
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et,  comme  la  constante  ^r^n^ entre  plus  ici,  cette  expres- 
sion  (642)  est  identique  avec  y  -\-  K  ^   ou 

y  + /î:  =  :51±^  =  ^ ,  on  a  ^=P  (/  + Jf  )  ; 

comme  ces  deux  membres  sont  identiques,  et  que  ^' 
est  une  dérivée  exacte,  P(jk'  +  ^)  *^°^*  également  en 
être  une,  ce  qui  prouve  qiiV/y  o  toujours  un  Jacteur  P 
propre  à  rendre  intègrahle  la  Jonction  y'  -}-  K  ,  édnsi  que 
toute  équation  différentielle  du  i«^  ordre  entre  x  et  y. 
Cherchons   ce    facteur.    MzAy  +  iVrdx   ne   peut   être 

uiircrenLielle  exacte  qu  autant  que  — r == — -= — -,  ou 

d3f        àNy  _       àz       ,,  d. 
d^  i  ~     'djr 

Cette  équation,  aux  différentielles  partielles ,  est  rarement 
utile  a  cause  de  la  difficulté  des  calculs;  mais  on  peut 
en  tirer  quelques  propriétés  remarquables. 

1**.  Si  rîntégrale  u  de  r(iV/dy  +  A'dj?)  étoit  connue, 
le  facteur  z  seroit  facile  à  trouver  ;  car  eu  comparant 

—  djc-f-  T"  ^f  ^^^^    ^  (.^^y  "{^  JVdx)  ,    qui    lui   est 

identique ,  on  en  tire  aisément  z, 

a®.  Multipliant  Téquation  du  z=z  {Mdy+Nàx)  par 
une  fonction  quelconque  de  1/,  telle  que  f  u  ,  nous  avons 
^u,du=:zzçu  (^Mdy-^-Ndx).  Or,  le  i«'.  membre  éUnt 
une  différentielle  exacte ,  le  a*,  qui  lui  est  identique 
doit  jouir  de  la  même  propriété;  d'où  il  suit  qu'il  y  a 
une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre  intégrable  toute 
fonction  de  x  et  de  y ,  et  que  la  connoissance  de  Tun 
d'entre  eux  suffit  pour  en  obtenir  un  nombre  indéfini 
d'autres. 

3^.  Si  le  facteur  z  ne  contient  que  l'une  des  variables 
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jc  on  jr,   on  le  trouve  aisément;  car  soit  z  fonction  de 
X  seul',  Tëquation  (3)  se  réduit  à 

.    iz  _àx  /dN      AM\ 

parce  que   — =0,  et  que  j-  nVst  plus  une  difTérence 

partielle.  L^intégration  de  celte  équation  donnera  z  ;  car 
Thypothèse  exige  que  le  2*.  membre  soit  indépendant 
de  ^  ;  on  reconnoitra  même  à  ce  caractère  si  elle  est 
légitime.  De  même ,  si  z  est  fonction  de  y  seul  ,  on  a 

àz       dy/dAf        dN\  .^ 

T  _  iv  Vît  ■"  "çr;  (^) 

et  le  2*.  membre  doit  être  indépendant  de  x.  On  re- 
marque dans  les  équations  4^^  ^  ^ue  la  partie  ren- 
fermée dans  les  parenthèses  est  nulle,  lorsque  Md^-{-  Ndx 
est  une  ditTérentielle  exacte. 

Voyez  n**.  766,  5*.,   et  770. 

I.  Soit  par  exemple  àx  4-  (pdx'\*2bydy)  ^(i  +a:')  =  o 

la   condition  d^intégrabilité   n'est   pas  remplie ,    puisque 

dW      dM  zbyx  .,,... 

-; ; — =— ^  :  mais  cette  quantité  divisée 

dj         dx  |/  (1  +**)  . 

par  M  ou  2fy'^{i"\-x*)j  donne  pour  quotient  une 
fonction  de  x ,  qn!  est  — — — ^  ;    donc    Féquation     sera 

I  t"  X 

rendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x.  L'é- 
quation (4)    donne 

j-p-^  =~iiog(i+«*)=-iogi/('+«'). 

donc  z^=-^. : ,  La  proposée  prend  alors  la  forme 

qtron  a  traitée  n^  762,  L 
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II.  De  mèmei,  Péquation  linéaire 

dN     dM  ^  j. .       ,   >     r 

donne  -= ■j—^si'^  ainsi  la  condition  (i)    n^a   pas. 

fieu;  mais  cette  fonction  P,  divisée  par  iKfsrri,  donne 

j 

nne  fonction  de  x  ;  ainsi  —  =  Pdx ,  d^ou» .  « .  » 

z 

log  r=/Pdxr=u  et  z-z=i^.  Tel  est  le  facteur  qni  rend 

h  proposée  intégrable.    Elle  devient 

e^dy  -|-  ^  (^ — Q)  do:  =  o  :  il  ne  s'agit  plus  que  de 
suivre  le  procédé  du  n*.  762.  Intégrant  ^dy  par  rap- 
port à  ^,  on  a  ^j'  +  X  dont  la  difTérentielle  relative 
à  X  ,  comparée  à  ^(/^ — Ç)  dar,  donne  dX= — e^Qdx^ 
donc  rintégrale  cherchée   est,    comme   on  le  sait   dé);» 

(761) t 

e-jr=/ÇWa?  +  tf,    où  u=fPdx. 

III.  De  même  a:'c!y4-  r^4jc'jr_-- — ^        j  dje=Oy 

donne  log  r=  /  ; — =  log  x  :  ainsi  il   faut  multiplier  la 

proposée  pajr^  pour  qu'elle  soit  intégrable.  On  trouve  enfin 
x^  +  \/(i  — «*)  =  c  pour  intégrale. 

lY.  Le  facteur  propre  à  rendre  intégrable  les  fonctions, 
homogènes  se  trouve  aisément.   Soit  m  le  degré  (3^) 

d'une  telle  fonction  F  des  variables  x^y si   on   les 

remplace  par  Ix,  fy^..,  l  étant  un  nombre  quelconque, 
F  deviendra  t^F  i  ainsi  /=i-f  A  change  F  en 

(i+A)'"P=P(i+7nA+m.î^^^A* \    D'un  autre 

côté,  x^y^ sont  devenus  x^hx^  J'\'^^ ^'  ^* 

fonction  F  de  (x  +  Aop),  {^y-^hy),,.,  se  développe  sui* 
vant  le  théorème  (663)  ^ 
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4r  djr  dx*      2         dard/       •^       d/*      2 

Comparant  les  puissances  scmUabies  de  h  dans  ces  deax 
dëveloppemens  ^   on  trouve 

„      iF       ,iF 

»^=-ï7*  +  ^r  

»  (m-,)  F=^.  X- +  j^  a*r+ j-;r +- 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  Mdy  -)-  iVdj;  ^  M  et  N 
étant  homogènes  du  degré  p ,  cherchons  sNl  existe  uo  fac* 
teur  homogène  z  qui  rend  «Md^"  -f-  zNàx  une  difleren- 
tielle  exacte  ;  soit  n  le  degré  de  r.  Comme  iVx:  est  ho- 
mogène du   degré  p  ^n^  la  propriété    ci-dessus  donne 

(;,+»)  Ns^.t^=ytl^;  or  on  a... ..h 

dx  dy 

d(itfr)        d(iVrr)  .     .  ,       ,        ,   ., 

— ^j — ^  =:  — ^-| — ~  ;   et  substituant  dans  la  précédente  pour 

ce  dernier  terme  sa  valeur,  il  vient 

on  (;^+n+i)  JVr=     ^    t    >j   ' L^^ 

équation  qui  sera  satisfaite  en  faisant  rr=       "        ^    9 

_        3/dy-f-JVdx.      .     ,      ,,      ,,. 
car  »e=:  —  «—  x.  Donc    ,/       ^, —  et  integrable  :  lin- 

Jlfy-l-iVx  ® 

tégration  ne  présente  plus  ensuite  de  dilHculté  (j&2). 

On  trouve  que  xdy ^^-dar  {j''+  ^(**  +J^*)}  =  o» 
doit  être  divisé  par  x  ^  (x*  -f*  J^O  *   intégrant 

(7^7>^*0  *  joutant  X,  difTérentiant  par  rapport  k  x  ^ 


«  •  ^ 
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1  ■ 

et  comparant ,  il  vient 

ainsi  X  =  log  c —  iog  ar*  ^    et   Tlntégralfr   cherchée   est 
O^  +  ^  \/ (^' +J''^  =  •^' »   comme  n».  ySg,  III. 

764*  On  a  quelquefois  besoin  de  différentier  relative- 
menl  à  y ,  des  fonctions  qui  9  telles  que  u  =ryMda;  , 
sont  affectées  du  signe  d^intégration  par  rapport  k  x  i  ou 
différentie  alors  sous  le  signe  J.  £n  effet ,  puisqu'on  a 

an    _  à^u   ^^    _  ^^^. 

dx  '    dj^dx        âxdy         djr  ' 

du        /^âM  . 
en  intégrant  par  rapport  a  a; ,  on  trouve  —  =  #  -= —  djr, 

3.    Sur  les  Solutions  Singulières  ou  Particulières*- 

765.  Soit  Mày  -|-  NAx  =  o  une  équation  différentielle 
qui  ait  pour  intégrale  complète  JÇ^x,  y  ^  c)5=o,  c  étant 
la  constante  arbitraire.  Soit  Pdy.4-  Çdx^ss  o  la  dtfféren— 
tielle  immédiate  de  cette  équation  ,  en  sorte  que  la  pro- 
posée résulte  de  rélimination  de  c  entre  ces  deux   der- 

'  nières  (64^).  Mais  il  est  clair  qu'on  parviendroit  également 
\  réquation  Mày  +  ^^^  =  o  ,  si  différentiant.  .  .  . 
J\x ^  y ^  c)  =  o  relativement  à  jt  j^  et  r,  on  atlri— 
buoit  à  c  une  valeur  telle  que  la  différentielle  immé- 
diate de  y  =  o  ,  fût  encore  Pày  -f-  Q^^  =  o.  Or 
pour  que  Pày  -+-  Qàx  +  Càc  c=:  o  se  réduise  â 
Pày  -f-  ÇJ**^  =  o ,  il  faut  que  Cdc  =  o.  On  a 
donc  ,  bu  de  =a  o,  ou  C  =  0.  La  i*^.  donne  c  =  const. 

•   C'est   le  cas   de  l'équation  primitive  y  (x,  jy,  c  )  =  o- 

La  A*,  donne  6'  =  o  •  ou    -.-  =  0  :  les  valeurs  de  # 

QC 
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qui  en  résultent  étant  substituées  dansj'(x,y,  ^)=  o, 
donneront  à  cette  étjuation  la  furme  >S  =  o  ,  telle  que 
sa   différentielle   sera  encore  Pdy  -f~  Q^  ==  o- 

Or,  il  se  présente  deun  ca»  :  i".  Si  C^^o  donne 
pour  e  une  valeur  constante,  l'équation  S^o  n'est 
qu'un  cas  particplier  compris  dans  l'intégrale  générale 
_/"(«,  y,  c)=:o,  c  ayant  seulement  une  valeur  nu- 
mérique déterminée  :  c'est  ce  qu'on  nomme  nne  Inté- 
grale particulière.   Ce    r^s  n'offre   rien  de  remarquable. 

3*.  Si  C^o  donne  pour  e  une  lonetion  de  x  ely^ 
rîntégraley(j;,  yr,c)  =  o,  deviendra  parla  substitution 
ti  ne  nouvelle  équation  Sr=o,  qui,  en  général,  ne  sera 
pas  comprise  dans./(*,  _j-,  c)  =0 ,  putsqu'ic)  c  ne  peut 
y  recevoir  que  des  valeurs  constantes  ,  tandis  qu'il  est 
devenu  variable.  L'équation  S  :=  o ,  qui  ne  renferme 
pas  dé  constante  arbitraire,  ofEre  donc  une  rclaliun 
entre  x  et  y,  qui  satisfait  i  la  proposée  Mdy  +  NiJx  ==  o, 
quoique  n'étant  pas  comprise  dans  son  intégrale  géné- 
rale. -C'est  ce  qu'on  nomme  nne  Solution  singulière  oa 
particulière. 

Par  exemple,  on  a  vu  (643)  qae  l'élimination  de 
la  constante  e  entre  l'êqoalioa  y*  —  aty  +  x*  =  c*  cl  sa 
dérivée,  donne 

{x'—jty')y"  —  ltxyy'—x-=o; 

mais  si  on  regarde  c  comme  seule  variable  dans  l'équa- 
tion primitive  propotée,  on  aura  e^ — y,  ce  qui  la  cbaih- 
gera   en  x'  +  a  J*'  =  o.   Il  est  visible,  et  on  peut  aisé- 
ment s'en  assurer  par  le  calcur,  que  l'équation  ....... 

«■  -|-  3^'  =:  o  satisfait  k  l'équation  diffcrentielle,  ^ 
qu'elle  ne  soit  pas  comprise  dans  son  intégrale. 

Pareillement  :e* — 3«j'— A  — «'  =  0,  a  pour  dérï 
apri*  l'éliminalion  de  c. 
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La  dérivée  relative  à  c  seul  donne  ^  -f~  ^  ^=  ^  i  d^bù 
tf  r=  —  ^,  puis  «*  4"  ^*  *=  ^  •  ^'*st  la  solution  »ngulière 
de  notre  équation   dérivée. 

donne       — y  (x'  +jr» — b)  +  («•  —  b)  c=zo  ; 

pour  la  dérivée  de  la  primitive  relative  à  «  ;  donc.  .  » 

rfx*4-y* b) 

c  =  -^  ^  \ — ^  >  «*^ (jr*  +*•—  h )  =0.  Mais  cette 

équation  n^est  pas  une  solution  singulière ,  parce  qu'elle 
résulte  de  1^  proposée  en  faisant  c  =  o;  ^*-|-jc*  =  5 
est  donc  simplement  une  intégrale  particulière ,  de  même 
pour  j^  =  o. 

766.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

i**.  Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec 
autant  de  soin  que  les  intégrales  complètes ,  parce  qu'elles 
enferment  souvent  la  vraie  solution  du  problême  qui 
conduit  à  Téquation  différentielle  qu'on  a  intégrée, 

a®.  L'équation  -p:=  o  exprime  la  condition  j>our  que 

/"(x^yy  c)=  G  ait  des  racines  égales  relatives  à  c  (67:2).  Si 

donc ,  à  l'aide  de  l'équation  singulière  ,  on  chasse  x  ouy 

e  la  proposée ,   l'équation  résultante  aura,  des  facteurs 

égaux.  C'est  ainsi  que  dans  notre   i*'.    exemple,   si  on 

fait  x^  =::-— 2^*,. la  proposée  devient 

3^.  Puisque  la  constante  c  est  arbitraire ,  on  peut  con-» 
sidérer  l'intégrale  complète  f  {se ^  y  ^  c)s=iO  ^  tomme 
l'équation  d'une  infinité  de  courbes  dont  le  paramètre 
c  est  différent.  Si  donc  on  attribue  à  c  toutes  les  va- 
leurs possibles ,  ces  lignes  consécutives  se  couperont 
deux  à  deux  en  une   série  de  points,   dont  le  sysiêmt 
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forme  une  courbe  tangente  à  chacune. y* (a:,  y  ^  c)  =  o 
est  l'équation  de  l'une  de  nos  courbes ,  ainsi  que  celle 
de  la  courbe  qui  les  embrasse  toutes^  seulement  c  est 
constant  dans  celles-là  ,  quels  que  soient  x  t\  y  ^  tandis 
que  c  est  dans  celle-ci  une  fonction  variable  des  coor« 
données  du  point  de  contacta  La  tangente  en  ce  point 
étant  déterminée  par  *f  ^  et  la  même  pour  l'une  %\ 
l'autre  ,  on  voit  que  y'  doit  conserver  la  même  valeur , 
que  c  soit  constant  ou  variable  dansy*(x,j',  c)  =  o. 

D'où  il  suit  que  si  on  élimine  c  entre  y  =  o  et  -r-  =  o  ^ 

l'équation  résultante  en  x  tX  y ,  qui  est  \a  solution  sin^ 
guli'ère  ,  appartient  à  la  ligne  de  contact  des  courèet 
comprises  dans  Vintégrale  complète, 

4^.  Résolvons  par  rapport  à  c  l'éqnationy  (« ,  ^,  c)  =  o, 
et  soit  c  =  ^  (jr ,  ^).  Si  on  substituoit  (^  (x  ^y)  pour  e 
iûns  / (x^y,  r)  =  o,  le  résultat  seroit  identiquement 
nul,  ainsi  que  toutes  les  dérivées  relatives  soit  k  x  j  soil 
9i  y  (63i).  On  a  donc  (634). 

^+^^=0    d'où^=-^:^; 

dxdcdx  *       .dop  dx  *  iê 

•r  la  solution  singulière  rend  -p  =  o,  donc  -p  =ao  j 

on  en  dira  autant  de  -r—  Ce  caractère  offre  encore  un 

moyen  d'obtenir  les  solutions  singulières ,  ce  qui  est  sur- 
tout utile  lorsque ,  dans  l'équation  primitive ,  e  n'est 
qu'à  la  i'*.  puissance.;  cas  qui  sembloit  échapper  à  la 
méthode  générale. 

De  jc»  ^  i  gr  —  r*  ^  *  s=  o ,  on  tire 
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donc  :t*  -f-^*  ==  ^9  qu^  ^^^^  ^^^^^  fraction  infinie,  est 
la  solution  singulière. 

En  posant  t~  ^^  1"  infini ,   il  conviendra  de  s^assu— 

rer  si  la  relation  entre  «  ti  y  qui  en  résulte,  combi- 
née avec  la  proposée  ,  ne  donne  pas  f  (a; ,  jr)  =  const.  ; 
car  alors  on  n'auroit  qu^une  intégrale  particulière. 

.  5^.  Soit  z  le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte 
l'équation^  +  A'  =  o,  en  sorte  que  z  ^y  -|-  /ir)=  9'  =  o 
ait  pour  primitive  9  (x,^)=c:la  solution  singu- 
lière »S=:  o  ne  doit  pas  être  comprise  dans  cette  équa« 
lion.  Par  conséquent,  si  de  S  z=z  o,  on  tire  y  en  fonc- 
tion de  x^  y  =ï  4^9  1^  substitution  dans  la  fonction 
^  {x  ^  y)  ne  doit  pas  la  réduire  à  une  constante  :  ainsi 
sa  dérivée  9'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  ^  -|-  X,    et 
9'  ou  z  {y  '{'  K)  ^    l'une  doit  être  nulle  en  vertu  de 
j^  =  4  ^9  tandis  que  l'autre  ne  doit  pas  l'être  :  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  z  est  infini.  Il   en  ré- 
sulte  que   les  solutions  singulières    rendent   infinis    tous 
les  facteurs  propres  à   rendre  intégrable   l'éqtiation    dif- 
férentielle proposée  :  ou  plutôt  que  les  solutions   singu- 
lières de  cette  équation  ,   ne   sont   autre  chose  .que    les 
facteurs  algébriques   que  l'on  peut  mettre  en  évidence , 
et  séparer  entièrement  de  certe  équation  par  une  trans- 
formation  convenable. 

Voyez  un  mémoire    de   Poisson,   i3'.    Jour,    polyt.  , 
p.    71  ,    où  il   est  démontré  qu'on   peut  toujours    déli- 
vrer une  équation  du    I*^  ordre  de  sa  solution   particu- 
lière,  ou  en   introduire  une  à   volonté.   Voyez  aussi     un 
mémoire  de  Legendre ,  Acad.  1790,  p.  226, 

'jjo'],  Concevoiîs  que  jr  =:  X  satisfasse  à  une   équation 
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proposée  J*  7=^  F  {^x y  y^ ^  X  étant  une  fonction  donnée 
«le  Xj  c.-à-d.  qu^oQ  ait 

X'zrjFisjX)....    (i); 

€herchons  à  reconnoître  51  y  =  X  est  une  solution  sin^ 
^Uère,  ou  une  intégrale  particulière;  X  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire.  Soit  j"  =  4  (^9  ^  )  Tinté-» 
grale  complète  dfij*'  =sF(jc,j^);  a  étant  la  cons- 
tante arbitrais  :  si  y  s?:  jT  est  un  cas  particulier  de 
j"  =:  4^  (xy  a),  en  sorte  que  >^  (  x ,  a)  devienne  X  lor^ 
qu^on  attribue  à  u  une  valeur  5,  il  faut  que  4  («9  a)  *-^  X 
soit  zéro  (  49'  )  pour  a  m  h  i  donc 

4^  (xy  0}  —  Xs=  (a  —  ^)'"r, 

m  étant  la  plus  iiaute  puissance  de  0  *—  ^ ,  et  r  une 
fonction  de  x  et  tf  qui  ne  devient  o ,  ni  «o  ,  pour 
a  =  ^.  Rieprétentofis  h  constante  (^  -—  by^  par  c  ; 
rifltégrale  cMn^èie  it y  zxi  F  {x^jr)$tn  donc 

Si  00  mJ>stitue  >oetle  valeur  de/'dans  j/ :=  jFCx»^), 
celte  relation  deviendra  identîquie^ 

X'  +cz'  =F  (^Xj  X  +  cz); 

or  d^une  part  ^  le  dgi^eloppement  de  r  suivant  les  puis* 
sapces  ascendaptes  ^e  c,  a  la  fonue  (687) 

les  exposons  A,  ^.. .étant  croissans  et  positifs  f  et  £*,  A^  B.,» 
des  fonctions  de  x;  car  z  n^est  ni  00  ,  ni  o  ,  lorsque  c  ^o, 
IK)nc 

JP  +ejKf  =  X'  +K'e  +  ^V^  +. .. 

DeTautre  part,  le  développement  dit  F  Çx^  X+cz  }doit 
A.  a6 
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pareîllemerit  tire  F  {x,  X)  +  N^fz^  +  Jlfe*z*  +  . . .  j 
is ,  m.  . .  élant  croissans  et  positifs.  Cette  série  est  «Tail-^ 
leurs  facile  à  obtenir  (6449657)  ,  et  on  doit  regarder 
comme  connus  les  nombres n^  m.  .,^  ainsi  que  les  fonc^ 
lions  de  x  désignées  par  2V,  itf , ...  Si  donc  on  met 
ici  pour  z  sa  valeur  développée ,  on  a  ,  en  vertu  de  (i) , 

K'c^  A'iT^  +  ..,  tt=Ac"  (Iî:  +  y^c-  +  . . .)» 

+  ilfr»(IC  +  y<C* +  ...)"•  + etc. 

U  s^agit  donc  de  savoir  s^il  est  possible  de  déterminer  r^ 
ou  plutôt  les  coefBciens  A  B.,,  en  fonction  de  x^  et 
les  nombres  a  & ... ,  de  manière  h  rendre  cette  équa- 
tion identique  ;  car  si  cela  n'est  pas  possible  y  y  :=.  X 
est  une  sojution  singulière  ;  dans  le  cas  contraire ,  on  a 
une  intégrale  particulière.  Il  se  présente  trois  cas. 

I*.  Si  n  ^  I  ,  le  terme  K'c  n'en  rencontre  pas  de  sem* 
blable  qui  puisse  le  détruire  :.on  fera  donc  J^'  =  o  , 
d'où  K  =  const.  Puis  on  posera  a  '{^  i  z=z  n  ^  ..., 
A'  =  iy/JT" ,  ce  qui  déterminera  a=r»  —  i,  cL.. 
A  t=:iJK*^Nàx  ;  et  ainsi  des  autres  termes.  L'identité 
sera  donc  toujours  possible,  t\y  =  X' sera  une  intë— 
grale  particulière. 

2?.  Si  n  =  I ,  la  même  chose  aura  lieu  /  car ,  posant 
K'  Zji  NK  y  on  aura  log  K  =  Jlfdx  :  il  sera  facile  en- 
suite d'ordonner  les  deux  membres  *  et  de  comparer  les 
exposans  et  les  coefficiens  respectifs  des  termes  de  même 
l'ang.  On  déterminera  ainsi  les  exposans  a^  b,.,  et  les 
coefticiens  K  ^  A  ^  B, ,.    . 

3'.  Enfin,  si  »  <  i  ,  Je  terme  Nc^K*^  n'en  trouvera 
aucun  autre  qui  lui  soit  semblable  ,  puisqu'aucun  des 
exposans  de  c  n'est  •<  i  dans  U  1*'.  mjmbre  :  et  comme 
K  ne  peut  être   nul ,    il    ne  sera  possible  en  aucane 
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t&aniire  de  satisfaise  à  l'identité  :  ^  =  X  sera  dûnc  une 
solution  singulière. 

768.  Puisque  n  ^  i  dans  ce  dernier  cas ,  en  mettant 
X  -{»  cje  pour  y  dans  F  (x  ^  jr)  ^  si  le  développe- 
ment de  Taylor  est  fautif  entre  le  i".  et  le  2*.  terme, 
c— à-d. ,  si  la  dérivée  de  i^  (•*»  J'")  relative  ^  j  est  infi- 
nie (667, 3'.  ),  ^  =  X  est  une  solution  singulière.  Ré- 
ciproquement une  valeur  y  =  X  qui  satisfait  à 

dF 
y'  =  F  (x ,  ^  ) ,  et  rend  --p-  infini   es!    une    solution 

H/ 
singulière,  puisqu'elle   donne  au  développement  de.  .  • 

F  (or,  X  +  cz)  la  forme  X'  +  AV*^»,..  n- étant  <  i. 

àF       ày 
La  condition   -r—  ou  -r^  :=  «    forme  donc  le  véri- 

dj-  ày 

table  caractère  des  solutions  #ingulières  ,  et  on  voit  que 
pour  qu'elle  soit  remplie,  il  faut  que  la  fonction  F  ren- 
ferme un  radical  (659,3*.)  que  l'hypothèse  ^=  X  fasse 
disparoitre.  Dans  le  :%*.   de  nos  exemples  p.  397 ,  x>n  a 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  so- 
lution singulière  j'*  =  A  —  x^. 

769.  //  est  donc  facile  d'obtenir  les   solutions  singu^ 
Uères  sans  connoitre  l'intégrale  complète;  car  en   tirant 

la  valeur  de   -^m  on  régalera  à  nnfini  :  soit  -7--  s=  -=-  > 

dy  ^  dy        I  ^ 

on  fera  T  =s  o ,  ou  27  =  ao .  Egalant  à  zéro  tous  les  fac— ' 

teurs  de  ces   équations ,  les   résultats  qui   satisferont  à 

y  zszF  (^Xyy)  seront  seub  les  solutions  singulières. 

Pour^'  =a  (j"  —  ii)*,onaflk  [y  —  n  )*^"  =  ao  f 

ce  qui  exige  que  k  soit  ^i,etjr  =  n,et  comme 

la    proposée  n'est  satisfaite  par  y  :=in  que  quand  k  est 

positif,  on  voit  qu'elle  n'est  susceptible  de  solution  siat 


\ 


gùliè^ë  qilè   qilariâ  k  est  ^Htré  6  tt   t.  L^t^grak  tdttlK 

pletc  est  -^i î —  =  AT  H*-  ^« 

*  1  —  Ar 

Il  n^est  pas  nécessaire  de  donhér  à  Téquatioll  dérivât 
la  forme  expHcile  j^'  =  F  (jt,  /)  j^otir  appliqdf^r  notrfc 
théorêihc  ;  car  soit  ^  =  o  ,  la  relation  donnée  éhtrc 
àcy  éi  y*  'j  on  peut  tdttsWérér  f'  coitimfc  wne  fonctiôh 
de  X  ti  y  ^  que  cette  équationri  dlétermine  ;  ainsi  la  dif- 
férence pàrtielLe  Aty  relative  ky^  sera  donnée  par  (633) 

AV      àV   ày  _ 

àj        ày    ày 
or  potir  que  -j-^  soit  «inm  ^  il  faut  que  -p— 90il±=  o, 

ou  --=—  c=  00  :  en  sorte  qu^on  obtiendra  toutes  les  so- 
lutions singuli'èk^s  par  cette  voie.  Si  même  k  foA6- 
\\tki  V  est  rationnelle    et  entière  ^  eè  <|tt'on  peul  tott*- 

•jours  supposer  ,  il  ne  sera  pas  possible  que  -j—  soil  !n- 

àV 
fini.  Il  faudra  ensuite  éliminer  j^'  entre  V^=.  o  et  -j —  =  •. 

èV 
.On  ne  devra  d'ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  -j--  ^ 

àV 
ycpi  IR  sont  jpas  côVnirtWrfns  àtec  -= — . 

te  calcul  ne  fera  oô'nnoître  que  celles  dès  sôtuUotis 
'singulières  qui  contiennent  y  ;  mais  pour  obtenir  celles 
qui  ne  renferment  que  X ,  qni  échappent  à  celte  règle  , 
on  devra  raisonner  de  m^me  par  rapport  à  x  :  on 
trouvera  ainsi ,  outre  les  solutions  déjà  connues  où  entrent 
ic  cty,    celles  <jui  né    dépendent  pas  de  y. 

I*.  Ainsi  (*'  —  af)y^*^  l^xyy  —  *»  sa  H 
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en  diflerentiant  par  rapport  à  y  seul  :  éliminant^  entre 
ces  ë<juation6  ,  on  trQUVC  çc^  (jp*  -f-  aj^')  p=  o  ;  or  x  =  o- 
ne  satisfait  pas  à  la  proposée  y  et  la  solution  singulière  est 

a*.  De  même  x&x  -f- j"dy  =  4y\/(x*  -|- jr»  —  c') 
ou  a:*  4-  Qoyj'  -^f^  {p  —  a:»)  =  ^ 

doqn*  ^jpjr  -f  y  (c«  —  «•)  =  o 

d'où  X*  -f-  ^'  =  r%  en  ëliwinant  j^.  ' 

3*.  Pour  jfdx  —  xày  =  ad^ ,  où  d5  =  a  ^(dx'+d/*),. 

•n  trouve       ^  —  « • = ax^  +  J^*  (^*  —  ^0 

d'où  xyi=zy  (a?*  —  a*)  ;  puis  éliminant  ^,  on  a  pour  la^ 
solution  singulière  jc*  +  J"'  =^'» 

4*.  Celle  iey^z=ixy'  -f-  TS  où  P  e^t  une  fonction  quel» 
con(]ue  Atj'y  s'obtient  en  éliminai 7^9  à  Taide  de.«.-*i 
dP 

770*  Puisque  san#  coonokr^  Tîniiégrale  complète  d'une^ 
équation  d^riv^ ,  on  âait  en  trouver  les  solutions  singa- 
lières,  et  qu«  le  fa€<reur^  propre  à  rendre  iniégrable  la  pro- 
posée est  aJois  in%ii  (  766,  4"-)»  ^^  P^"^  souvent ,  par  des- 
9rti|ices  d'an<Jysie  ,  trouver  ce  factei^  e.  Un  exemple  tiré 
du  Mémoire  de  Trembley  (académie  de  Turin,  1790 — 9i> 
suffira  pour  (^ft  enteindre  ce  procédé. 

Dans  l'exemple  3*.  iv>us  avons  trouvé  x*4"y'  — a'^zszo^ 
fouT  solution  singulièce  ;  la  proposée  résolue  par  rappoU 
àj^f  donne  . 

(a«  _  jc-)/'  +  xy  =  «VO*  +  *'  —  «0 
^ul  est  visiblement. satisfaite  jar  j»*  —  n*  s;=  <>  :  on  essaiera 
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si  le  facteur  r  a  la  forme  (x»  — a*)"*  (jr*  +  a:*  —  «»)• 
m  et  n  étant  des  indéterminées.  Pour  cela  on  multipliera  la 
proposée  par  cette  fonction ,  et  on  posera  la  condition  (i) 
n*".  762  ,  puis  on  verra  qu'elle  est  remplie  en  prenant 
m==— I,  71=  — >;  ainsi  le  facteur  qui  rend  b  proposée 

intégrable  est  (x^  —  «')""'  (^*  +  ar*  —  a*)*"! 

La  théorie  des  solutions  singulières  a  beaucoup  exerce 
les  analystes  ;  Laplace  ,  ËulA* ,  Lagrange ,  Legendre  , 
Poisson  ont  tour-à-tour  traité  *  cette  matière  avec  la  supé-* 
riorîté  qui  distingue  leurs  ouvrages  :  nous  invitons  à  lire 
leurs  Mémoires  dans  les   Collections  académiques. 

4-  Des  Equations  aà  Us  différentielles  passent  le  premier 

degré, 

771 .  Cherchons  Tintégrale  de.  • , 

F  (x,  y^  y\  y'*. . .  ^"")  =  o.  Comme  cette  équation  ne 
peut  provenir  que  de  l'élimination  d'une  constante  c  entre 
r^quation  intégrale  et  sa  dérivée  ,  dans  lesquelles  c  entre 
à  la  puissance  m  ,  soit  c  =  q)  (x,  y)  la  valeur  de  cette 
constante  tirée  de  l'intégrale;  ^'  (^x^y)z=zo  ne  con- 
tiendra j^  qu'au  1*'.  degré  ,  et  on  pourra  en' tirer  ^  =  jr, 
X  contenant  x  tly  affectés  de  radicaux  :  et  puisqu'en  les 
faisant  disparoitre  par  des  élévations  lie  puissances  ,  on 
doit  reproduire  la  proposée  Fz=.o^  il  s'ensuit  que  j^'  —  JL 
doit  être  le  facteur  de  F. 

Si  donc  on  résout  la  proposée  par  rapport  à^  et  qu'on 
intègre  ses  facteurs^  —  X  =  o  ,  ^'  —  y"=  o  , ...  on  voit 
que  ces  intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  ré- 
pondent aux  diverses  valeurs  de  c==<p  (x,  j^).  Soient 
P=o,  Ç=o,  i{==o,...  ces  intégrales,  leurs  produits 
PQ  =  o  ,  PQR  =  o  ,  • . .  satisferont  aussi  à  la  proposée  , 
car  la  dérivée  du  produit  PQR. . .  étant. , . .  ^  * 


Equations  des  degbAs  supébieurs.        4oy 

PQR. • .  -f- PQ'Ri. .  +  PQR' ...+  cic. ,  chaqae  icme 
est  nul  en  particulier. 

Par  exemple  j^"  -f"  ^^  c=J^  donne 

et  comme  le   i*'.  membre  est  visiblement  (71a,  IV)  la 
dérivée  de  it  ^  («"  -j-  y*) ,  on  a  pour  intégrale 

rfc  x/Cy*  +  **)  =  X  +  ^ ,  ou  ^'  =  2^X  -f"  ^» 

772.  Au  reste ,  il  est  des  cas  où  on  peut ,  par  des  ar-« 
tifices  de  calcul  ,  éviter  la  résolution  des  équations  par 
rapport  à  jr'  :  les  deux  exemples  suivans  serviront  à  faire 
connoitre  les  principaux. 

I.  Supposons  que  l'équation  ne  contienne  que  m  et  jr^, 
et  soit  facile  à  résoudre  par  rapport  ^  x ,  en  sorte  qu'on 
ait  X  =  Fy'.  G)mme  dyss^ydx  donne  (712,  V)  .  .  .  . 
y  =  jcjr''^fxdy  ;  en  metttant  pour  x  s^  valeur  Fy^ 
on  a 

après  avoir  intégré  y//' .d^%  ce  qui  rentre  dans  les  qua- 
dratures, on  éliminera^'  à  l'aide  de  la  proposée  x  =Fy. 
Ainsi  pour  (i  +  y*)  x  =  i,  on  a 

Fy=-l—,y=-y fJlL. 

•^     i+y'^    i+y^  Ji+y* 

ce  dernier  terme  =  arc  (tang  =^')  -}-  c  ;  éliminant  y 
on  trouve  enfin  pour  l'intégrale  demandée 

^  =  V(«  — *•)  —  "c  ^tang  =  y^  ^  ^)  '^^ 

II.  Si  l'équation  a  la  forme  y-ss^yx  4-  Fy^  en  diffé- 

X  -f-  -j— .  J  dy'  :  or  .  ,  .  .  . 
èy:=zyàxj  donc 


1 


4oS  Calcul  inTicBAJ^ 

En  égalant   chaque   facteur    à    séro ,   il  vient  jr'  =  c  et 

dF 
X  4-  "T-;^^  ^'  '^  '^^  "*'®  P^**'  ^'^'^  élimimcr  /',  entre  la 
*•/ 

proposée  et  Tune  ou  Fautre  de  ces  équations.  Celle-ci 
ne  donne  qu^une  solution  singulière  (769 ,  4")  ■  ^'  ^'*' 
conduit  à  Tinlégrale  complète  j'  =z=  ca:  -|-  C,  en  désignant 
par  C  ce  que  devient  Fy  lorsqb^on  y  remplace  jr'  par  c, 

ou    C^=:Ft. 

Ainsi  yAx  —  xij  :=.a^  (d^:*  +  d^*)  *^   ™*^*  ^^'^  ^ 
forme  j^  =  J^«  +  ^  V  (*  +  ^0  •  ^'^'^ 


ï/Ci+j^O 


la  i'*.dbnne  pour  intégrale  coniplètej=rx4-fl^(i+<^*)* 
la  a*,   conduit  à  la  solution  singulière  j-*  4.  x'  =  tf*  y 

lorsqu'on  substitue  dans  la  proposée-yr-p— ^— pour  y. 

5.  Des  Constantes  arbitraires  ;  de  V Intigtation  des  èfuà- 
tions  différentielles  à  Vaide  des  séries  et  de  leurs  cons* 
tructions, 

jj3.  Reprenons  la  série  de  Maclaurin  (666) 

jr  x=ifx  =/-t.  xf  +  i  x-p  +  etc. 

dan^  laquelle  y  y  y^.  •.  sont  les  valeurs  constantes  qne- 
prennent  fx  J'x  J^x  .  •  .  lorsqu'on  fait  a;  ï=r  o.  Si  l'é- 
quation dérivée  donnée  est  du  i«'.  ordre  9  t»n  «n  tirera  ai- 
sément j^,  et  par  des  dérivations  successives^  J^'^J^'*" 
en  fonction  de  x  et  y.  Puisque  a;  =  o  répond  à  y  =  A 


CoNSTAirrRS  ARBITRAHIES.  ^o^ 

I 

en  substituant  ces  deux  valeurs  dansj/ j^...  on  aura 
celles  de/' y*...  et  )par  conséquent  tout  sera  connu 
dans  notre  sërîe  excepté  y  qui  demeureta  arbitraire. 

De  même  si  la  dérivée  donnée  est  du  2*.  ordre  ,  on  en 
tire  y^  y, , .  en  fonction  de  je ^  y  et  y  :  or  a?  •=  o 
répond  ^y=J'eiy-=J'  ;.  mettant  ces  valeurs  dans  celles 
àey" y», .,  puis  dans  la  série,  tout  y  est  connu,  excepté 
les  constantes  y  et  f*  qui  sont  quelconques. 

£t  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Donc  r expression  de  y  ren/èrme  autant  de  constante» 
arbitraires  qu'il  y  a  d* unités  dans  l'ordre  de  la  dérivée é 
Quoique  fondée  sur  la  théorie  des  suites ,  celte  consé- 
quence a  pourtant  toute  la  rigueur  convenable ,  puisqu'on 
peut  regarder  toute  série  comme  le  développement  d^une 
expression  finie  ^  =yx,  laquelle  doit  contenir  autant  de- 
constantes  arbitraires  que  la  série. 

774.    Soit  y  (x,  y,  a,  3,...)  =  o  la  primitive  d^une* 
dérivée  donnée;  les    constantes  a  ^••.    introduites   par 
Pintégratîon ,  sont  rarement  les  valeurs  y/''.  •  •  Aty  y' ., .. 
qui  répondent  àx=o,  sans  que  pour  cela  notre  démons- 
tration cesse  d'être  exacte.   £n  effet,  si   oh  applique  à 
fipe^y^  a,  ^9  •  •  •)  1^  théorème  de  Maclaurin  ,  y  prendra 
la  forme  y  4-  xf  -f-i  x^f^ . . .  alors  les  conslantes/y . .  • 
sont  des  fonctions  de  a  (•. .  ;  en  sorte  qu'on  peut  subs-- 
tilner  dans  la  primitive  pour  ab, ,.  leurs  valeurs  en  fj^^  •  • 
ce  qui  rendra  nécessairement  le  développement  identique^ 
avec  celui  que  nous  avons  obtenu. 

Et  si  la  nature  de  la  fonction  primitive  y  est  telle  que* 
le  théorème  de  Maclaurin  ne  puisse  y  être  appliqué  (667)^ 
parce  que ^  ne  devroit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x  ;  on  conçoit  aisément  que ,  pac- 
«ne  transformation ,  on  pourroit  é^nter  cette  dilT culte  j^ 
cl  qu'elle  n'atteint  p^  notre  conséquenjce. 


'4id  Calcul^  intégrai.. 

Concluons  de  là  que  non-seulement  notre  dëinofislra- 
lion  est  générale  ,  mais  encore  que  de  quelque  numièrt 
qu'on  soit  parvenu  à  une  intégrale ,  qui  renferme  le  nombre 
aawenable  de  constantes  arbitraires  ^  cette  équation  sera 
la  primitive  de  la  proposée ,  et  renfermera  nécessairement 
toute  autre  intégrale  qui  y  satisferoit  aussi,.  a»ec  le  même 
nombre  de  coTutantes  arbitraires. 

775.  £n  faisant  h  =  —  x  dans 

/(x  +  h)=y  +yh  +  iy''h^  +... 

/'ix  +  h)=y+jn  +  iy^h^  +. . . 

ff(x  +  h)  =y*i+f'fh  +  {f^h-  +...   etc, 
ona         {i).../z=:ijr  —fx  +  iy^x^  — ... 
(a).../'=jr'_y«rx  +  i^'/x*  — . . . 
,(3)...///=^«— y''x  +  iy-*»— •..  etc. 

Donc,  I*.  si  Péquation  dérivée  donnée  est  du  i*'.  ordre ^ 
on  aura  j^j""...  en  (onction  de  jc  et j^  ;  en  sorte  qu'en 
substituant  dans  la  formule  (i)  ,  on  aura  lUntégrale ,  / 
étant  la  constante  arbitraire. 

a®.  Si  l'équation  proposée  est  du  a*,  ordre  ,  y^ y*"'** 
seront  donnés  tn  x^  y  tty  \  ^n  sorte  qu'en  substituant 
dans  les  équations  (i  et  a  )  9  on  aura  deux  équations  entre 
^^y  t\.y  ^  chacune  contenant  une  constante  arbitrairt, 
ce  qui  formera  deux  équations  intégrales  du  l*^  ordre. 

£t  ainsi  de  suite.  11  est  d^ailleurs  évident  par  la  forme 
même  de  .ces  intégrales ,  qu'elles  sont  différentes.  Ainsi 
toute  équation  du  n'.  ordre  ^  a  n  intégrales  de  Tordre 
n  —  X.  Si  ces  dernières  étoient  connues ,  Fintégrale  Boit 
le  seroit  bientôt ,  puisqu'il  suffiroit  d'éliminer  entre  elles 
y' y*'**»  J^"""*.  Donc  ayant  une  équation  dérivée  du  a*. 
ordre  ,  on  aura  également  sa  primitive  absolue ,  soit 
en  éliminant  y*  entre  ^^  deux  dérivées  du  <*'.  ordre, 


IirriGRATioNS  par  séries.  4ii 

soit  en  cherchant  une  relation  finie  entre  x  tl  y  ^  qui 
contienne  (Jeux  constantes  arbitraires  et  qui  satisfasse  à 
la  proposée.  On  en  dira  autant  des  autres  ordres. 

11  nous  resteroit  à  démontrer  ,  sur  ^intégration  des 
équations  des  ordres^  supérieurs  ,  plusieurs  théorèmes  re- 
latifs aux  facteurs  propres  à  rendre  intégrables  et  aux  solu* 
tions  singulières:  mais  comme  ils  s'éloignent  de  notre  but, 
nous  renverrons  an  XIK  Jour.  Polyt.,  leçons  i3,  i4et  iS, 
par  Lagrange. 

776.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  démon-> 
trée  complètement  ;  mais  efle  n'est  pas  toujours  propre 
à  faire  connoitre  l'intégrale  approximative  ;  il  faut  en 
effet  que  la  série  soit  convergente.  Il  convient  alors 
de  recourir  à  des  transformations  qui  amènent  la  fonc-* 
tion  à  l'état  nécessaire  pour  qu'on  puisse  y  appliquer  les 
principes  précédens.  Nous  ne  dirons  rien  à  cet  égard , 
parce  que  l'exercice  de  l'analyse  apprend  ce  qu'il  faut 
faire  mieux  que  tontes  les  règles  :  et  les  atfteurs  ont ,  en 
pareil  cas ,  soin  d'indiquer  les  transformations  dont  il 
font  usage.  An  reste  ,  voici  ce  qu'on  peut  dire  de  plus 
général  sur  ce  sujet ,  lorque  l'intégrale  ne  doit  pas  pro-« 
céder  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x. 
On  fera 

et  il  s'agira  de  déterminer  les  exposans  abc*»,  et  les 
coefficiens  ABC,  Pour  cela  on  en  tirera  les  valeurs  de 
y^  y^  "  »  et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée , 
que  nous  supposons  du  i*'.  ordre,  et  qui  devra  être  ren-* 
due  identique  :  puis  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  com-< 
parera  terme  à  terme  les  puissances  de  même  ordre ,  ainsi 
que  leurs  coefficiens  ,  à-peu-près  comme  n**.  673  et  879  ; 
ce  qui  déterminera  a  3. .  •  A  B,  •,  Ainsi  pour*  ...••«« 
(i  +7')/=  I  >  on  aura 


4î»  Caiciti  IHT^GRAC. 


•  •  •• 


—    1  +  Ax"" 

DoBC  2 «•«— K  &r  o  ,  tf '4-^  —  1  =  09  a'-^^^^itasèy. 

puis         A^a  =  i  j  AB  (a  4-  ^)  -|-  ^  =r  o  ^. . . . 

et         ^=:a?*  V^a  — f  jpï  +  Jj^  a:  t  ^^  — ... 

Si  on  eût  pu  présumer  la  loi  des  exposans ,  on  auroîc 

yosé  sur-le-^amp  y  ;=  Àx^  4*  ^^*  "f*  ^^*  4"  -  •  *  ^^^ 
plutôt ,  faisant  la  transformation  r*  =  jb  ,  on  aufoii  igm 
ensuite  appliquer  la  série  de  Maelaurin. 

777.  La  méthode  des  coefSciens  îadétemùnés  conduk 
à  une  intégrale  qui  manque  de  généralilé  parce  qu^elle 
tst  privée  de  constante  arbitraire  :  mais  si  on  change  dans 
réquation  différentielle  proposée  x  en  r-f-  ^9  <^^^  en  ^"^^r 
on  développe»  t  en  z  ^  en  sorte  que  la  série  soit  nulle 
lorsque  z  =  o ,  puis  substituant  pour  r  et  f  leurs  valeurs 
x' —  «  et^ —  ô  ,  on  aura  ^intégrale  cherchée  ,  où  ^  et  ^ 
tiendront  lieu  de  la  constante  arbitraire  c ,  puisque  dai^ 
rinlégralc  y(a:,j^,  £r):r=o,  c  peut  être  déterminé  eo 
fonction  de  a  .et  b.  Il  sera  aisé-  d^étendce  ces  principes 
aux  ordres  supérieurs. 

778.  On  peut  aussi  approcher  des  intégrales  à  Taida- 

des  fractions  continues.  Suivons  \si.  notation  page   «09  9- 

€t  soit  y  =  Ax^ ,  Bx^ ,  Cx^  1  •  •  •  î  Jla  valeur  de  y  sem- 

Ajù* 
leprésenlce  par  ^  = 9   z  désignant  le    reste   de    la 

"TT 
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traction  continue  ,  ou  x  c=s  Ba^  ^  Cx^j  » .  •  Substituant 
dans  l'équation  diffërentielU  proposée ,  pour  jr  cette  va*- 
leur  en  négligeant  z,  ou  faisant  jr  s=  Ax^^  on  ne  conserve- 
ra que  les  i***.  termes, parce  qu'on  regarde  jp comme tr^s- 
^tit  (note  618).  On  trouvera  ^  et  «  par  la  comparaison 

des  coefficiens  et  des  exposans  :  puis  on  fera  j^  = 9    et 

«1  faudra  raisonner  de  mimt  pour  la  transformée  en  r: 

B^ 

on  fera  donc  -z  =  Sx^^  au  lieu  de  2^  = :  et  ainsi  à% 

i  +  t' 

«uite. 

Par  exemple  ,  my  '^  (1  ^  x)y  rss  o,  en  fiiisant. •  ••  « 

^  EST  Axi*  ,  devient  (m  4-  o)  ^**  +  aAaf^^  ts  o ,  qui  s« 

céduit  à  aAaf^^  c=  o ,  à  cause  de  x  ir^s^etit  (note  n*.  6i^* 

Donc  0  ss  o  et  ^  reste  indéterminé.   On  £Mt  emuftn 

A 

y  =  — — -,  et  on  a  m  (1  4-  ^)  =  (t  +  «)  ^'\  ^^où  posant 


M  zs  Bx^y  on  tire  m  ^«^«^  (m  — -  ^)r=s6&^%  00  plutdt 
m  =  bBx^^  ^  dope  3  :=  x    et  £  es  m.  On  fera  misniie 

Z  = «  etc.  ,  et  on  obtiendra 

* 

Comme  TéquatioB  proposée  a  poor  .intégrale » •• 

^  =  j/^  (i  +  ^)~"*9  on  ^  Ainsi  le  développement  en  firao- 
tion  continue  de  cette  fonction* 

On  ponrroit  en  déduire  l'intégrale  sous  la  forme  d'ufie 
série  (  Vof.  543,  6%) 

Consultez  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  Lacroix  » 
tome  11,  n*.  698  :  ouvrage  doni  on  ne  sauroit  trop 
««commander  la  lecture  »  et  dans  lequel  on  trouve  réoni 
tout  ce  qui  est  connu  sur  la  doctrine  de  l'intégration. 

779.  Lorsqu'une  éqpialiondifi«itBtielleprqposécjippartieot   6oi 


y 


4t4  Calcul  iNtÉGRAt.- 

4  une  courbe^  il  peut  être  utile  de  là  construire  sâta 
intégrer  ;  or ,  c^est  ce  qui  est  toujours  possible ,  et  voici 
comment. 

Supposons  d^abord  que  Tëquation  soit  du    i*',    ordre 

>F  (x,  ^,  y  )  £==  o  :  concevons  que  la  constante  sôit 
déterminée  par  la  condition  que  x  :=i  a  donne  jr  ::=  6. 
60.  On  prendra  AB  s=  a,  BC  z=z  b,  et  le  point  C  sera  sur  la 
courbe  cberckëe.  £n  substituant  a  et  b  pour  de  tly  dans 
^=0,  on  en  tirera  pour  y  une  valeur  qui  fixera  la 
direction  de  la  tangente  KC  ^\x  point  C.  Prenons  un 
point  jD  assez   voisin  de   C ,   pour    qu'on   puisse ,    sans 

^erreur  notable  y  regai^der  la  droite  CD  comme  confon- 
due avec  l'arc  de  courbe  ;  AF  \:=i  a'  ^  FD  r=  b'  seront 

.donc  les  coordonnées  du  point  D  de  notre  courbe  ;  en 
sorte  qu'on  pourra  faire  x  -sn  af  :^  t\  y  zss.  b^  dans  1^=  o, 
et  en  tirer  la  valeur  àey  correspondante,  et  par  conséquent 
la   situation  de  la  tangente  lE/ On  continuera  o'opérer 

:de   même  9   et  6n  voit   que  la   «ourbe    sera   remplacée 

-par  un  polygone  CDEZ.  ^ 

On  pourroit  encore  rabonner  de  la  manière  suivante. 
On  tireroii  de  l'équation  F=:o  et  de  sa  dérivée,  les  valeurs 
dey*  ely'f  en  fonction  de  x  et  y,  et  on.  les  substitueroit 
dans  celle  du  rayon  de  courbure  R^  (684)-  Puis,  traçant  là 

•tangente  KCj   et  menant^la  perpefndiculaire    CN  égale 

'à  ce  rayon  ^  x  et  y  étant  remplacés  par  a  et  b  ,  on 
décriroit  du  centre  N  un   arc  de  cercle  CD  ;   on  regar- 

'deroit  ensuite  le  point  D  comme  étant  sur  la  courbe  « 
ses  coordonnées  étant  a'   et  b'.  On   méneroit   de  nou- 

'veau  la  tangente  //)  et  le  rayon  de  courbure  DOj  etc. 

^jLa  courbe  seroit  alors  remplacée  par  un  système  d^arcs 

'de   cercle  contigus.    U   est  ménïe    évident    que    l'erreur 

•  seroit  moindre  qu'en  se  servant  des  tangentes  seules ,  et 
qu^on  pourroit  en  conséquence  prendre  les  points  CDE 
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pins  ëcartés  les  uft  des  autres  ;  ce  qui  rendroit  les  cons^ 
tractions  moins  pénibles. 

760.  Si  réqaation  difTërei^tielle  proposée  est  du  i«.  6o« 
ordre,  F  (^x^  y,  y  j  y^)  =0;  après  avoir  choisi  de  ' 
mérae  un  point  arbitraire  C ,  pour  un  de  ceux  de  la 
courbe  9  il  faut  en  outre  prendre  encore  une  droite  quel- 
conque KC  pour  tangente  en  C  :  cette  double  condi- 
tion détermine  les  deux  constantes.  On  tirera  la  valeur 
de  j^f  j  et  par  suite  celle  du  rayon  de  courbure  jR,' 
en  £[>nction  de  x  j  jr  tt  y'  ;  et  comme  ces  quantités 
sont  connues  pour  le  point  C ,  on  décrira  l'arc  de  cercle 
CD  I  comme  précédemment.  Le  point  D  de  cet  arc 
étant  supposé  sur  la  courbe,  on  décrira  sa  normale  DN , 
et  on  calculera  la  valeur  de  R  pour  le  point  D,  dont 
on  connoit  les  coordonnées  et  la  direction  de  la  tan-* 
gente  ;   et  ainsi  de  suite. 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  rem^ 
placer  la  courbe  par  une  série  d'arcs  de  paraboles  oscu- 
iatrices.  On  pourroit  aussi  appliquer  ces  principes  aux 
équations  différentielles  du  3*.  ordre;  mais  alors  non- 
seulement  il  faudroit  prendre  arbitrairement  un  point  C, 
et  sa  tangente  KC^  mâûs  encore  le  rayon  CN  du  cerle 
osculateur  en  ce  i''.  point,  ce  qui  détermineroit  les  trois 
constantes  arbitraires  On  ne  pourroit  ensuite  remplace]^ 
la  courbe  que  par  une  suite  de  paraboles  dont  le  con- 
tact seroit  du  3*.  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordres 
supérieurs.  "  '  -     ^ 

6.  Des  Équations  des  ordres  supérieurs  et   erp  parti-^ 
cuUer  du  second  ordre^ 

78t.  La  plus  simple  des  équations  dérivées  de  l'ordre 
n  e^t  jr(»)  :=  Fx ,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme.  . . 
djrC"->)s=  F«.d«.  Soit  X  l'intégrale  dt.  Fx^dx^   on  a 


♦. 


4i6  Calcul  i^^Técnit. 

j'C"""')  =  r  +  Jf ,  et  on  opérer^  de  même  qufi  sur  la  pro- 
posée; etc.  .  .  .  Ainsi  pour  d*y  =  adx*  ou  ày'  =  odj?  oa 
trouve  y  ax*-\-  c\  puis  ^  =  ^  ^  «c  +  i  «J?* ,  i  et  c 
étant  les  constantes  arbitraires; 

De  même^*  s:  /ur"  donne   •  • •  .  •   .  • 


iW?""*^ 


V  =*  J  +  rj:  + : -.  Si  n=  —  i,  on  trouve 


^cssé -f-«v -f*aA7k)g4p;  et  si  n  ss:*-^  A,  on  a • 

jr  ÎS  ^  ■+*  ca?.—  a  log  m. 

j8u»  Loisqu'wie  éqoation   dn  s*,  ordre   ne   oontSeot 
m  «,  oî^.,  elle  a  la  fonncy(;^^,^  )  ;=  o  :  en  aooetUMft 

-^—  pour  y^  ,   elle  devient  du    i  •'.  ordre  entre  jc  et  j^^ 

Qn-entire  da:a=7fy'.dj^;  etcowme.'.  * 

dy  ^=:f'àm.r^iy.y^ùy'^  En  désignant  par  ad^szM  iJ^  A^ 
y  ^=1  N  '{'  B  \ts  intégrales  de  ces  équations  ^  il  ne  retk^ 
pkis  qu'à  dîflMner  y'  ^"^^  ^^  iTl^)^  ^  ^^  a«ra 
rîotégrale  complÀle  de  la  proposée ,  A  et  pétant  Les 
lantes  arUtrairea. 

'  * 

Soit  û)<^  +  (  I  +  J^*)*  =  o;  on  trouve 

tfoù     ,d^=;...r:ai^,  dr«  .m^; 

puis    x^=i  A ^ -.  y  yz=iB  ^ 


«t  enfin  {A  —  a?)'  +  ( JB  — ^)>  ts,  a\ 

Cette  intégration  donne  là  solution  de   ce  problème: 

quelle-  est  la  courbe  dont  le  rayon  ;f]e  courbure  est  «cons- 

unt,  ou  ii  xr  <iP  Le  cercle  y^m^  seul  de  cette  *pco«* 
priété. 


Le  procédé  cî-tlcsbus  s'appliqua  k  tous  les  ordres  ^ 
pourvu  que  Téquaiiofi  aoil  de  la  fqroie  F[jr^*'\  ^("— »j  J=r  o» 
Ainsi  pour  f^y'^i  y*f)  =  o ,  on  fera  dj *  tszy^àx ,  d'où 
»  =  //yfr.dj^^,  «ty  î=/y'dxc  =f{Fyll.yJi^»i).  MettasH 
ensuite  pourj^  cette  intégrale  dans  éy  x=y'dj8  ,  on  par-* 
vient  à  des  valeurs  de  x  et  de  y  exprimées  en  jr'%  ei 
renfermant  trois  constantes  arbitraires  c  on  éUmi^e  emuite 
yff  entre  elles  (yyS). 

783*  Passons  aux  équations  de  la  forme  j^''  tra  /jy  :  en 
muhipliant  par  ydxz:=iy^  et  i  cause  de^dx  =  d^^ 
On  a  ^'dy'  =;=  Fy.iy  «  d'où 

Par  exemple^  a'dy  +/djr'  =  0,  ou  «'j^  =-*-.^j 
devient  ey^dy  -^^^-y^f   d'où  ûy"  =c* — j^'^   puis 

4m  oc   ». nii  i"!.!*  1  doue  intégrant  1  00  n  . 

^  =  «.arc  f^stflîir—  J  -|*^»o«'^=^«*f  ■   ■  j 


»   «*«.  . 


^ui  équivaut  i  jr  t=  ^  siri  —  -f-  ir'  cos  — . 

De  même  d'y-^ («f)  =  d^c*»  donne  ^  ^*  ==  *+V(V) J 

intègre  et  on  trouve  «nfin 

.  Ce  procédé  5'appUquf  i  toutes  les  €quatioi9$  de  1« 
forme jrC»»)  =  Fy^"*^-^)  ;  car  soit,  par  exemple, ^^  =  Fy^i 
comme j^*^dx*  =  dy^  :=  f/^.dx*,  op  intégrera  deui  fois  » 


4i8  Calcui  imt£grA£; 

et  on  aura  x  ==  çjr^  ,  avec  deux  constantes.  D'aîH^n 
j^  :=zjyffàx  s^intègre  après  avoir  mis  jpour  dx  sa  valeur 
en  y^  :  substituant  ensuite  cette  valeur  de  àx ,  et  celle 
de  y  dans  y  =  //'dx ,  on  obtient  aussi  y  en  j**.  Il 
ne  reste  plus  qu'à  éliminer  yf  à  Taide  de  x  :=:  ^  y^ , 
et  le  résultat ,  qui  contient  quatre  constantes  arbitraires 
est  rintégrale  complète  cherchée. 

784*  Dans  les  équations  du  I^^  ordre ,  on  a  pu  nrcndre 
^our  principale  telle  variable  qu'on  a  voakr  ,  sanis  que 
f>our  cela  les  procédés  d'intégration  exigeassent  des  mo- 
difications ;  c'est  un  des  avantages  qu'ofTre  la  notation 
de  Leibnitz  (656).  Itfais  il  est  maintenant  indispensable 
d'indiquer,  dans  chaque  équation  difTérentielle ,  quelle  est 
celle  qu'on  a  prise  pour  constante ,  et  d'y  avoir  égard 
Si  chaque  transformation  que  peut  nécessiter  le  calcul. 
Par  la  suite ,  nous  supposerons  toujours  dx  constant , 
h  moins  que  nous  ne   prévenions  du  conUaire. 

Si  donc  on  veut  que  dx  soit  constant  au  lieu  de  toute 

autre  différentielle  qu'on  a  regardée  comme  telle  dans  une 

équation  donnée ,  il  faut  modifier  Péquation  à  l'aide  «le 

la    théorie  connue    (654  )•    Ainsi ,   pour  djd^  =  ad*x  9 

ou  ax^  z=iy'^  on  a  pris  pour  constant  ds-zzzy/^dx^^dy^)- 

donc  ii(i'x^  — «V^)  t=zy's**  ;   puis  posant  a/=  1 ,  on  a 

3 
yj'»  =  — aj'^,  ou  (dx^  +  dy^'j^  ==  —  adjcd^ 

eii  dx  est  constant.   Cette  équation,  mise  sous  la  forme 

a 

qyff  4-(ï+^*)*=Oî  vient  d'être  intégrée  (78a). 

Ce  n'est  pas  9u  reste  qu'on  ne  puisse  quelquefois  pré* 
férer  h  x  toute  autre  variable  principale. 

Pareillement,   ds  est   constant   dans  l'équation 

d"*^        1  X 

(djc*  -f-  dy^)  -r^ss—  cofi  —  ;  pour  que  d^soit  constant, 
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an  remarquera  que  cette  équation  équivaut  à 


d»y dx^ 


1  X 


-     —    ,  /    •  —  cos  — ; 


I  X 

qu'on  écrit  j^^=x^4.  — cos  — >  s  étant  toujours  variable 

principale;   d'où  ^^ — ^.    '^-  s*  =  --^  cos  — ^    aucune 

dérivée  n'étant  constante.  Enfin  »'  =  i ,  donne < .' 

«'  =  |/(i  +j") ,  s'sil=±yyK,  puis 

I  X  dj»  jc 

y*  =  —  cos  — '  •   ou  iv  =  —  cos  —  2 

d«  est  constant ,  et  A  et  ^  sont  les  constantes  arbitraires  | 
y  =  — sin [-  i,  d^où y  znk  '\'  bx cos  — . 

785.  Lorsqu'une  équation  du  2*.  ordre  ne  contient  pas 
jr,  elle  a  la  forme  ^  (  ^  »  ^  1  j"  )  =  o  ;  elle  se  ramène 

dy 

au   1".  ordre,   en  mettant  •^— pour  j^ ,   et  rentre  alors 

dans  les  cas  déjà  traités.  Il  est  inutile  de  remarquer 
qu'on  saura  l'intégrer  toutes  les  fois  qu'elle  sera  sépa- 
rable ,  ou  homogène ,  ou  etc. 

Lorsqu'on    sait    résoudre    l'intégrale     par    rapport    à 

y  ^  et  qu'on  a  ^  =  F* ,  on  en  tire  y  =  jQ^'djc  :=JFx.dx» 

Sif-au  contraire,  on  peut  tirer  la  valeur  de  x  tn  y' y 

telle  que  x  =  Fy  ,  on  a  j^  '=.J'y'àx  t=z  xy^  ,^~Jxày' ,  à 

l'aide  de  l'intégration  par  parties  :  donc 

y  =  xy  '^f,Fy,ày*>  On  élimine  ^nsuhe  y ,  It  l'aide  de 

Si  on  ne  peut  employer  l'une  ou  l'autre  de  ces  voies. 
On  cherchera  à  exprimer  x  txy^  à  l'aide  de  quelque  trans- 
formation ,  par  des  fonctions  X  et  Y à^wnt  3*.  variable  x; 
car  x=:X  tty'  ^  Yj  donne  y  =z/y'dx  7=s/YdX. 


420  CiLCVt  nvtiôHAfi; 

x<».  Quelle  est  la  Cdurbe  dont  le  rayon  3e  coarbnrt  S  ut 
réciproque  à  Tabscisse?  SoU  R  ss ^  on  a  (684)  i 


intégrer 


a.  .        ^  • 

•n  2  op  (  I  +/'*  )■  ir  =  fl'dy'  9  qui  est  Réparable. 
Donc     aarda:= =^,  jc' +i:  !i=    ,  , 

En  tirant  la  TaUur  At  y\  y  =ijy'àx  donne 

la  ligne  demandée  est   formée   par   une   lame  EïastifU 

qu'on  courbe.   Voy,  n*.  8ao  ,  VlII. 

Si  on  eût  vooln  que  R  fût  une  fonction  X  donnée 

1 
de   Tabscisse  X,   on  auroit  posé  (x  +  j")*   =  -^'r 

r' 

Le  même  calcul  auroit  donné     ;      '   .  =    V  %  ^ 

désignant    /  —  par  F.  On  en  lire  y  = /-y — ^. 

Telle  est  la  solution  du  problème  inverse  des  rcryons  as 
courbure. 

2«.  Soit  (i  +y*  )  +  xyyn  =  cyll  y'(  i  +j^*)  ':  on 
met  cette  équation  sous  la  forme 

da:(  I  +y-)^xy'ày  =adyV(«+y') 
qui  est  linéaire  (768,  II)  et  devient  intégrable  en  la  divi- 
apt  par  V/(i+yO'    O^  trouve  a?  = -j—-^;^.  Mais 
jr  z=zyx  '^fxAy  devient 


l 
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il  ne  reste  plus  ffi^^  diasser  de  là  j' ,  à  Taide  de  la  va-> 
leur  de  jp.  On  trouve ,  tout  calcul  fait ,  et  en  faisant , 
pour  abréger  z  =s  ^  («•  +  ^*  —  «') 

y  =-  r  —  3  loff  ■ . 

•^  ^  4?  i«  —  aj 

3*.  Soit  encore  a  (ay'*  +  ^°  )  ^''^  =  ^J^'i  ou.  .  .  . 
a  (ay*  -|-  j:")'  d^  =  a?)<''dx.  Cette  équation  est  homo- 
gène (769  ),  et  devient  séparable  en  posant  xz^y^z^  d^où 

—-  =  — ^        ^.  On  intègre  par  logarithmes  9  et  il  vient 

©r^  =y(ydj:,  lorsqu'on  met  pour^  et  da:  leurs  valeurs; 

en  z  ,  devient  j  =  fc'r  (  3a'  -f*  '^*)  +  ^«  H  faudra  enfin 

clinnnerx,  enlreces  valeurs  deixet^. 

786.  Supposons  que  Véquation  du  2^  ordre  ait  ta  forme 

J  (^'/ ,  y*  '^  y)  »=  o-i  c.-à-d.  que  x  n'y  entre  pas.  £a 

multipliant  Ay'  ss:y^dx,  par^d^  =  d^,  9n  trouve 

^  if   ' 

b  substitution  de  cette  valeur   réduira  donc  la  proposée^ 
au   1*'.  ordre  entre  y  et  y. 

Par    exemple  9    si  on  a  y^  ^=s=/(y^ty)9    o"  trouvera 
yày  z=,ày,f{y,y)^  dont  la  forme  est  assez  simple. 

Si  rîMégrak  qu'on  obtiendra  est  résoluble  par  rapport  à 

y  ^  en  sorte  que  j^  =  /y ,  on  aura  d«  =:  -^  S3  -—- ,    cl 
oa  ea  conclura  aisément  x  en  y.  Si*  on  peut  tirer  y  en 


'^2%  Calcul  intégral. 

fonction  dey' ,  ou^  =  Fy ,  dy  =zydx  donnera 

on  chassera  ensuite  j^  de  l'intégrale  k  Taide  dey=iFjf. 
Enfin,  si  ces  deux  cas  n*ont  pas  lieu,  on  chercherai  à 
exprimer  y  et  y  en  fonction  d'une  3*.  variable  jt^  et 
ydx  =  dy  deviendra  Zdx  =  Tdzj  etc.  • 

!•.  Pour  y  (jy  +  fl)  5=y  (i  +y'^j  on  change  cette 
équation  en 

4r  '  Oy '•  +  «  )  =  4r  (  «  +  jr'  0  ; 

<}'où(760      dr-^2l^  =  -f^, 
M       v/   U        ^         j  -j.y a        i  +  y^ 

donc  t;-  z=s  .    ■  -f»  • 

Il  faut  ensuite  éliminer  jr'  entre  ces  équations.  Oq  troQTC 
par  exemple ,  lorsque  c  =  o , 

x=alogÇ^\;   à'ohy  =  Ce'' 

a.*.  Véquation  abyll  =r  ^(j'*  4-  «y)  devient 

«jy'dy  =  dy  V  Cy*  +  «y*  )• 

Pour  intégrer  ,  on  fera  j^  s=  i- ,  à  cause  de  Phomogé- 

néité  ,  et  on  aura  abxdy  —  aiydjs  =  z^dy  V  (  '^*  "4-  «'  )  « 
l'équation  est  séparable,  et  faisant  ensuite  \/(«'-|-  o*)  =  f^, 
•  on  en  tire  Zjdz ,  et  on  substitue  ;  on  tronvf 


EQUATlOIia  DBS  ORDaKS  SyvÉRIEUAS.  4^3 

'Y      ht^  —  at  —  h^ 

Il  sera  aisé  d'obtenir  y  en  fonction  de  /  ^  ainsi  ^e  y*  : 

par  conséquent  aussi  x  z=.  I  -^.  On  ëliniinera  ensuite  /. 

3®.  Soit  jr*  J^  Ay  -f-  ^y  =  0,  A  eiB  élant  constans  : 
on  a  Tëquatio^  homogène  yày  +  -^ydy  -^  Byiy  =05 
faisant  y  -z^yu^  on  trouve 

djr  .--  uàu  "—  tt  du 

jT"  M"  +  ^M  +  -B^^(u  —  a)[u  —  by 

I 

^11  désignant  par  a  tib  les  racines  de  u^  -{-  Au  -|^  J3  ==:  o.; 
d'où  ddp=-^  =  -i  =  - ,   : 

y      ^y      (1^— «)("  —  ♦) 

puis        -Ji-— fldxsc      I     1  ,  «^«^Mag  sas 

'  y  "  u  —  ^     y  ii-a 

logjr  —  a»  =  log  (--^)  ,   logr  — >*=logt(-^j 

n     .  -         ut 

y  y 

enfin  retranchant,  on  obtient  pour  'ntégrale  complète 
y(^— .0)  =  —  me*"  -f"'*^'  ï  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme  y  =:  Ct^*  +  De^' ,  C  et  D  étant  des  constantes  ar-- 
bitraires. 

Si  a  et  3  sont  imaginaires ,    ou  a  =  A  —  A  V***  ^  t 
'3  ;;7  A;  -f-  ^  V — '  *  »  ^"  prouve 

MctUnt  pour  «!t*'Vv*i  sa  valeur  tirée  de  Péquation 
p^  SSoy  3^,  on  a 

y  =:  e*'  (C^  cofl  hx  +  D'  sin  M  53  C»  «*'  ços  (Ax  +/) 


'4^1  Calcul  intégral. 

fonction  dey  ,  ou jr  =  jy ,  iy  =s yda:  donnera 

on  chassera  ensuite  y  de  l'intégrale  à  Paidede^  =  JFJ/. 
Enfin,  si  ces  deux  cas  n'ont  pas  lieu,  on  cherchera  à 
exprimer  y  et jr  en  fonction  d'une  3».  varjahlc  r,  et 
ydx  =  âj  deviendra  Zdx  =  Tdzj  etc.  • 

1".  Pour  y  (jy  4-  a)  c=y  (i  +y),  on  change  cette 
équation  en 

4r'Oy'  +  «)  =  4r(i+jr^O; 
4'où(7Go     dy- JZ:^=    ^^^-  , 

donc  ■    ,  ,    . — —  =3  — , — -^  ■         -J*  # 

Il  faut  ensuite  éliraînery  entre  ces  équations.  On  trouve 
par  exemple,  lorsque  <?=  o, 

a:  =  fl  log  (^)  ;   d'où  j  =  G?** 

a»,  ^équation  abyff  =r  ^(y  -J.  ay*)  devient 
fl^dy  =  djr  y^(jr»  +  ay  »  ). 

Pour  intégrer ,  on  fera  y  s=z2L^  i  cause  de  Phomogé- 

néitë  ,  et  on  aura  abzdy  —  ahydz  =  z*dy  ^  { z*  +  a* 'S  - 
l'équation  est  séparable,  et  faisant  ensuite  \/(z*+a*)  =:  «^, 
on  en  tire  Zjdz ,  et  on  substitue  ;  on  trouva 
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iy  —  btdi       ^    • 

y      ^t^  —  ai  —  b^ 

Il  sera  ais^  d'obtenir  y  en  fonction  àe  t  ^  ainsi  que  y  : 

par  conséquent  aussi  x  s=z  /  -^.  On  éliminera  ensuite  /. 

3*.  Soit^^  -f-  Jy  '■\'  By  =s  Oj  A  elB  élant  constans  : 
on  a  Péqoatiop  homogène  ydy  -|-  AyAy  -J-  Byày  =  o  ; 
faisant  y  -^yu^  on  trouve 

Ay  •--  uàu  —--  tt  dz< 

jT  ~  W  +  ^u  +  B  ™  (u  —  tf  )  (M  —  ^)  ' 

çn  désignant  par  a  et  6  les  racines  de  u'  -|~  -^^  +  ^  ^  ^î 

tfoù      d^=^=^=, — =:± ; 

djr  —  da     4y  — d« 

puis        -^-r-«M:=E — I— ^y       "^Mag  s±= 

jr  II  —  ^^  tt-ii 

log Jf  —  fl^  =  log  (— ^)  ,   logjr  — >x=logt(j£-j 

».  _        ï?t 

»i«-i4ir= — er*  ^    11—-^=: — a^': 

enfin  retranchant,  on  obtient  pour  'ntégrale  complet; 
y  (  ^—  a)  =  —  Jii^'  +n^' ,  qu^on  peut  mettre  sous  la 
forme  y  =  Cef'*  4-  D<^'  j  C  ^i  D  étant  des  constantes  ar- 
bitraires. 

Si  a  et  3  sont  imaginaires ,    ou  a  =  ft  — -  A  ^— - 1  » 
'b  ;^k,+  h^ — ••  I ,  on  prouve 

Mettant  pour  e— *'*^^«  sa  valeur  tirée  de  Péquation 
p^  58o,  3^,  on  a 

j  =1  ^'  (C*  cos  A*  +  D'  sin  ftaiO  5=  C*  «*'  cos  (Ao:  +/) 
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pifis  y^ztzrrzz  j — ^    iR^zàx.  •  •  (4) 

Il  importe  de  remarcjuer  que  la  double  intégration  tpê 
renferme  ce  résultat,  introduit  deux  constantes  arbitraires , 
et  que  par  conséquent  l'intégrale  complète  de  la  propo- 
sée permet  d'employer  pour  lés  valeurs  de  «  et  ^  des 
fonctions  quelconques  de  x  qui  satisfassent  aux  équations 
X  et  3. 

Appliquons  ces  préceptes  à  Téquation. 


y' 


X         X*        X*  —  M, 


on  a  z^  -j =— >   d'où  au  +  fu*  +  — ""~  )  4r=e 

X         X  \  X  X  ^ 

équation  qu'on  rend  homogène  en  faisant  u  =  — >  et  qo'oii 
sépare  ensuite ,  en  posant  x  =  fis.  On  trouve 

^=-î;±i=i«i..  d'où.=-Lt/rl±i^ 

V  5(5*  — i)      '  s  Y     \s \J 

en  ne  mettant  pas  de  constante  additive.  Restituant  pour 

(^  et  5  leurs  valeurs  —  et  ux^  oa  obtient 

u 

^Juàx=.\o^^ — r— >      =/«<''=ç:. ^ 


or  o  =  X  et  jR  £= 

x*—  1 


donnent 


/'  = 
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â^oh  on  tire  /  et  ensuite  fr,  on 


^-'««{'(2+ï)}- 


^e 


même  y^  —     .,     ■    y  ^  — - — — - ,   donne 


**  "*" /  ^^  ^  5  ëqnation  à  laquelle  on  satisfait  en 

prenant  z  ff=  ^af^  ;  d'ailleurs  ^  =  i ,  donc 

789.  Soit  réquation  ^jr  +  By  +  •  .  •  Ky^'')  =  o , 
dont  les  coefEciens  sont  constans  ;  faisonsj^=:c4^,  d'où 

A  +  Bh  ^  Ch"  +  ...  Kh"  :=zo. 

donc  si  on  prend  pour  h  les  diverses  racines  ^',  M,..« 
de  cette  équation ,  en  faisant  ^  r=^#*'',  on  c^eh"'^..^ 
k  proposée  sera  satisfaite  :  la  somme  de  ces  quantités 
jouira  donc  de  la  inéme  propriété ,  t\ 

sera   donc   l'Intégrale   complète,  ef^c^^...  étant  les  n 
constantes  arbitraires. 
#      S'il  y  a  des  racines  imaginaires ,  elles  seront  par  cou- 
pies ,A  =  art*^  —  I9  €t  deux  de  nos  termes  réunis 
formeront  e^*  (rtf*'%/"»-|-c'«'^' */""•),  qu'on  réduit  ii  l'aide 

du  n*.  5âo  3*.  9  à  ^'  (m  cos  ^x  -4-  n  sin  bx)  ou  « 

fc^sîn  (4ar4-  /). 

Si  deux  racines  sont  égales ,  comme  A'  s=  A  -{-  «  donne 
r*'  (c  +  c'^')  pour  deux  de  nos  termes  ,  en  développant 
^•' ,  on  a  e^'  (c  -}-  c'  +  i:'**  +etc.) ,  ou  r*'  (m  +  nx  +— ) 
en  reroplaçaiït  <:  *{-  c'  et  6'  «  par  m  et  n.  Faisant  «  =r  o , 


\ 
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on  a  ^  (m  «4*  ^^*  Pour  trois  facioM  égal€Sf  en  aBroift 

de  même  r'^'  (m  +  njc  +  ^*)  •  •  •  ^^*^' 
~ Ainsi  pour  y  —  ay'  +  ay*  —  jyr^  +  ji^^  i=  o  ,    on  » 

^_aA+aA>  +  aA5+;k4=:o=  (i  —  &)'  (^  +  *0 
d'où  ^  =  r*  (w  +  nx)  -f-  -^  cos  »  /f-  iS  sîn  Jf . 

790.  L'ëquatidn  lAniairw  de  loiis  les   oi'dres  à  coefE» 
ciens  coqs  tans  est 

X  désignant  une  fonction  donnée  de  j;;  ^  £..•.   étant 

constans.  On  sait  toujours  en  réduire  l'intégration  à  la 
résolution  des  équations  par  le  procédé  suivant,  que  nous 
appliquerons  seulement  au  2*.   ordre 

Soit  er^'ix  te  facteur  qui  la  rend  intégrable  :  eonnM> 
Xe^^Ax  est  la  différentielle  d'une  fonction  de  jr,  telle 
que  P,  le  1".  membre  é^^âx  {Ay  +  Bf'  -f-  Cy^)  est 
aussi  celle  d'une  fonction  de  la  forme  «^*'  {cy  -f-  ^')* 
DifTérentions  donc  ce  résultat  et  comparons  terme  à  terme ^ 
nous  aurons 

—  Atf  =  ^,    — A^+a  =  /?,*=C 
d'où       ^4.jBA+Cà*=»,  a=4»  h=e. 

la  constante  inconnue  h  est  l'une  des  racines  de  la  1 ''«;,. 
de  ces  équations ,  les  deux  autres  donneùC  0  et  ^  »  ^ 
l'intégrale  du  i"^.  ordre  ^ 

Hl  iaudra  de  nouveau  opérer  sur  cette  équation ,  ou  plutôt 


llHettre  pô^  h  ^  les  dieux  racines  h'  et  A^ ,  puU  ëliminejr 
^  entre  les  deux  résultats ,  ce  (jui  '  donnera  TintégraU 
complète  (775). 

,  Pour  Féquation  du  degrë  n ,  le  même  raisonnement 
{proare  que  k  est  racine  dje  Tëquation  \^ 

et  autant  on  aura  de  racines ,  autant  on  aura  d'intégraleg 
de  Tordre  Â  —  i ,  de  la  forme 

mtre  ksqueUes  on  éliminera  un  nombre  égal  de  quan-* 
tités^("^0,  yC"^»)  •••  ce  qui  réduira  le  problême  k  un 
•rdre  4'autant  moindre ,  ou  même  fera  conhoitre  Tin-* 
légmle  complète  ,  ri  on  a  toutes  \ti  racines.  Yoyea  l# 
Calcul  int.  d'Euhtf,  II  ^  p.  4o2i.  on  a 

A     ^       tf— 5  h—C         ,       k—L 

A  A  A  A 

7.  Quelques  ProhUmes  de  Géométrie. 

79 1.  Les  questions  suivantes  feront  juger  de  Tatilité  d^ 
talcol  intégral  dans  la  résolution  des  problèmes. 

I.  Lorsque']  dans  l'équation  F  (xj  j",  c)  s=z  0  d'une 
cottdbe  9  la  constante  c  est  arbitraire ,  et  qu'on  lui  attribue 
luccessivement  toutes  les  valeurs  possibles,  on  a  un  système 
infini  de  lignes.  On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui 
coupent  celle»<i  sous  le  même  angle  ;  en  sorte  que  si  | 
par  exemple ,  la  trajectoire  est  Orthogonale ,  en  menant 
des  tangentes  au  point  dMntersectîon  de  cette  ligne  par 
la  ligne  variable,  ces  tangentes  soient  à  angles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d'obtenir  réquationy(ar,^)=o 
des  trajectoiresé  Soit  F{Y^  Xj  <:)  =  o  l'équation  de  la 
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6i.'   courba  mobile,  à  raison  du  paramètre  variable  c*  Pour 

une  valeur  de  c ,  cette  courbe  prend  une  situation  déter-^ 

minée  AM  :  menons  des  tangentes  à  cette  ligne  et  à  la 

trajectoire  DM  en  leur  point  commun  M\  Y^  tt  y'   en 

fixeront  les  inclinaisons  ,  et  l'angle  T^ilf  7  qu'elles  formeqt 

y*  —  Y' 
entre  elles  a  pour  tangente  a  =  ■     .    -_   ,  ,   d'où 

1  +  Y' y 

>(i  +  ry')ii+r'-y=o....(i) 

n  faut  ici  ren^placer  F  et  X  par  y  tx  x  ^  parce  qu'il 
s'agit  du  point  commun  aux  deux  courbes:  a  est  une 
quantité  constante  donnée.  Le  raisonnement  du  a®.  460 
démontre  que  si  on  élimine  c  ^  entre  cette  équation  et 
celle  F{y ,  x  ^  r  )  =  o  de  la  courbe  coupée ,  et  qu'on 
intègre ,  on  aura  celle  de  la  trajectoire.  Si  elle  est  ortfac»- 
gonale  ,  on  trouve  simplement  » 

i4-ry=o (2) 

Par  exemple,  si  on  demande  la  courbe  qui  coupe  h 
angle  droit  une  droite  qui  tourne  sur  l'origine. fixe ,  Yz=,cX 
donnera  F'==:c,  et  l'équation  (2)  deviendra  i-{-r^=o  r 
éliminant  c  à  l'aide  de  j^=<;^,  on  trouvé  xàxJ^yAyrso^ 
d'où  x^  ^y'^'=iA*^J!^OTkQ,  la  trajectoire  est  un  cercle  de 
rayon  arbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  être  coupée  sous  un  angle  donné , 
dont  a  est  la  tangente ,  le  même  calcul  appliqué  à  l'équa- 
tion (i)  donne  ,  pour  l'équation  différentielle  de  la  tra-^ 
{ectoire , 

On  intègre  cette  équation  homogène ,  et  on  a 

«  log  c }/{x^  4.jr» )  =  arc  T tang  =  ^jj  y 


qui  appartient  à  la  spirale  logarithmique  (474)i  ^î^si 
qu'on  peut  s'en  convaincre  en  traduisant  cette  relation 
en  coordonnées  polaires  (  385  ). 

Pour  réquatlon  X*"!^"  =  c ,  qui  appartient  aux  hyper- 
boles et  paraboles  de  tous  les  ordres ,  le  calcul  donne 
pour  la  trajectoire  ,  Téquation  homogène  ..... 
(  im;  -^  amy^y  =  anx  —  my  ;  et  si  elle  doit  être  ortho- 
gonale, myy'  =  nx  ayant  pour  intégrale  my^  —  nx^'=iA^ 
la  trajectoire  est  une  hyperbole  du  2*.  degrë  ou  une 
ellipse ,  suivant  que  Texposant  n  est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orthogonale  du  cercle  qui  a  pour  équa- 
tion ^*=  2ca;-»ar*,  est  un  autre  cercle ,  dont  Téquation 
est^»  4-  x^-^Ay.  On  le  construit  en  prenant  pour  centreT 
un   point  quelconque  de  Taxe  des  ^  9  et  pour  rayon  la 
distance  de   ce  point  à  l'origine. 

II.  Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la 
longueur  n  de  la  normale  et  l'abscisse  /  du  pied  de  cette 
droite ,  ont  entre  elles  une  relation  donnée  n  =  Ft. 
Pubque  (678)  on  a  t:=.  x^yy  et  n=^^(x -f^j^"), 
il  est  clair  qu«  le  problème  proposé  se  réduit  à  intégrer 
l'équation  y  V(i  +y)  =  F(«+jy'  )• 

Par  exemple ,  si  on  demande  que  n  et  /  soient  les 
coordonnées  d'une  parabole  ,  on  aura  n*  :=  2pi  ^  2p 
étant  le  paramètre  donné,   d'où 

Pour  intégrer  cette  équation ,  résolvons-la  par  rapport  à 
yy* ,   puis  divisons  tout  par  le  radical ,  nous  aurons  .  * 

— ; — ^ — ^ 1-  1  =0  :  or  le  i".  terme  est  visi-' 

y/{p^+:ipx—y^)  ^ 

blement  la  dérivée  de  ^{p'^'\~2px — y*),  donc  .... 
^{p^  -^-^px — ^")-f-jp  =  tf.  SI  on  carre,  on  obtient, 
en  mettait  c  au  lieu  de  la  constante  arbitraire  a  4-^> 
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j^  +  j:»  —  acap  +  <:'*-^a^ï2=6; 

la  conrbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est 
en  un  Ijeu  quelconque  de  Taxe  de;»  x,  et  dont  le  rayon 
tst  moyen  proportionnel  entre  sa  distance  à  Torigine  et 
12p.  C'est ,  au  reste ,  ce  qui  est  d'ailleurs  visible.  Mais 
outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  jqui  satisfont  an 
problème  ,  il  y  a  encore  pour  solution  une  parabole  ;  car 
tn  remontant  aux  procédés  des  n^*.  ^65  et  ^69 ,  on  tfou^ 
vera  Téquation  singulrère  j*'  =  a/ws  +  ;?'.  Il  est  facile  de 
rérifier  (  comme  on  Ta  vu  n**.  766 ,  3**.  )  que  cette  para- 
bole résulte  de  Tintersection  continuelle  de  tous  les  cercles 
successifs  compris  dans  la  solution  générale. 

III.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  perpendiculaires 
abaissées  de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes  ) 
forment  un  rectangle  constant  t=  k.  Prenons  pour  ax^ 
des  a:  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  ;  Tun  étant  à 
Torigine,  et  l'autre  distant  de.  âa  :  le  n"*.  874  donne  lo 
distances  de  ces  deux  points  ii  la  tangente  ,  qui  a  pour 
équation  F— ^  r=j^  (  X — a:),  et  on  trouve 

(2ûy+jr_ya:)(jr^yjc)=:*(i+y»)....(i) 

Cette  équation  s'intègre  en  Ja  différentiant  d^abord  ;  j^ 
est  facteur  commun  j  et  on  trouve 

I  et  ^^  =3  o.   Celle-ci  donne  jr'  s=zc  ,    qui  change  la  pro- 

posée en 

( a  flc  +y  —  ex )  (j^  i—  rjc )  =  A  (  I  4-  c')  ; 

ce  sont  les  équations   de  deux  droites  ;  et  il  est  aisé  i^ 
s'assurer    qu'elles   répondent,  en   effet  au  problème.  Li 
^  nombre  des  droites  comprises  par  ooupU  dans  cette  rdt-* 

Û009  «&i  d'ailleurs  iofim.  _  1 
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Quant  à  réquation  (a) ,  si  on  en  tire  la  valeur  de  y'^ 
kt  qu^on  la  substitue  dans  (i),  on  trouvera,  en  changeant 
X  en  X  •\-a^ 

^«(fl'  +  A:)  +  ib:'  =  Af(û'+ A). 

On  trouve  donc  une  elHpse  qui  a  pour  foyers  les  points 
fixes  donnés,  et  pour  demi—axes  \/(^4~^')  ^^  V^^-  Celte 
courbe  est  une  solution. ^ngulière  du  problème ,  et  résulte 
de  rintersection  successive  des  droites  comprises  dans 
rintégrale  complète. 

On  pourra  sVxercer  aux  questions  suivantes  :      • 

IV.  Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  donné  sur  ^ti  tangentes 
soient   égales  t 

V.  Quelle  est  la  courbe  telle  que  les  lignes  menées 
à  deux  points  fixes  d'un  point  quelconque  de  son  cours  , 
soient  également  inclinées  sur  la  tangente. 

8.  Élimination  entre  les  Équations  differentielleSé 

792.  Si  on  a  deux  équations  entre  x  ^  y  et  t  ^  iVli- 
minaiîon  de  /  conduira  à  une  relation  entre  .t;  et  y  ; 
mais  si  ces  équations  sont  différentielles ,  ce  calcul  exige 
des  procédés  nouveaux.   Soient  donc 

(3/  x+JV^)  d^  +  P  dx+  Ç  dj=r  At 
(^/,a^-f.^,J)  d^  +  P,dx+Ç,dj=r,d/; 

ce  aont  les  équations  les  plus  générales  à  trois  incon- 
nues. Eliminons  d^  «ntre  elles,  et  divisons  par  le  coef- 
ficient de  dx;  faisons^rn  autant  pourra?»  et  nos  équations 
seront  mises  sous  la  forme  plus  iimplé 

{a^^by)  Af-{^Ax=T &t 
\a'x  +  !/y)  4'+dj=^d/. 
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Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  consr* 
tans ,  et  T,  S  des  fonctions  de  t.  Multiplions  la  a*,  par 
une  indétenninée  Ar,  et  ajoutons  à  U  i'*. ,  nous  aarons 

Cela  posé  ,  il  «st  visible  que  le  2*.  terme  dx  4-  kd^- 
seroit  la  difTérentielle  du  i*'. ,  abstraction  faite  de.  ... 
{a-^-a'k)  di ,  si  on  avoit 

si  donc  on  attribue  à  k  Tune  des  valeurs  que  donne 
cette  équation,   on  aurai 

(û  +  fl'A)  («+*j)  d^+da:+Ad^=  (T+a)  àt 
•ou  (a+â'A)  ud/-|-dtf=:  (A+fAr)  d/ 

en  faisant  af-f-A[^=ii.  11  sera  aisé  d^intégrer  cette  éqpia- 
tion  linéaire  (761),  et  d^en  tirer  en  fonction  de  t  la 
valeur  de  u ,  ou  x  -|-  ky:=zjt  ;  on  mettra  tour-à-iour 
pour  k  les  deux  racines  de  notre  équation  ,  et  il  ne 
restera  plus   qu'à  éliminer  t  entre  les  deux  résultats. 

Si  les  racines  de  k  sont  imaginaires  ,  on  remplacera  les 
exponentielles  par  des  sinus  et  cosinus,  comme  n^.  yS6 
et  787  ;  et ,  si  elles  sont  égales ,  on  n^obtient ,  il  est 
▼rai ,  qu'une  seule  intégrale  entre  x  y  et  ^ ,  mais  on 
en  tire  la  valeur  de  l'une  de  ces  variables  ;.  et  substi- 
tuant dans  l'une  des  proposées ,  on  doit  intégrer  de  noa- 
veau  l'équation  résultante  à  deux  variables. 

793.  Si  on  a.  trois  équations  ,  et  quatre  variables  9^^^^ 
et  / ,  pour  éliminer  r  et  <  et  obtenir  une  relation  entre 
X  ti  y  j  on  les  mettra  sous  la  '  fo^^ 
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{ax  +  ày+ c£)dt+ixz=zTdt 
(o'x  +  by+  dz)  d/  +  c!x=  Sàt 

N0115  supposons  Ty  S  t%,ti  fonctions  de  t  seul ,  et  le^ 
autres  coe£Eciens  constans.  Pour  opérer  de  même,  mul- 
lipUoQS  la  a*,  par  k  et  la  3*.  par'/^  i  et  /  ëtant^e^x 
indétennîaées  ;  puis  ajoutant  le  tout ,  mettons  le  résultat 
sous  la  forme 

+  dx4-Adj  +  /dr=  (r+5»+il/)  d/. 

Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  cro^ 
ch^ts ,  aura  pour  diiTérentielle  djr-4-Ad^-|*/dr,  si  on 
détermine  /  et  Ar  par  les  conditions 

donc,  si  on  fait  x-^-ky '\'\z-=zu\  on  aura 

(«^.a'jir^ii^/)  iid/+du=  (T+J'A  +  A/)  dV, 

Intégrant  cette  équation  linéaire ,  il  viendra  u  en  fonc- 
tion de  f,  «u  d:-f-fcjr-|-/r=^  ;  et  comme  i  et  /  sont 
donnés  par  des  équations  du  3*.  degré*,  en  en  substituant 
les  racines  dans  cette  intégrale,  elle  donnera  trois  équations 
•ntre  x*,  jr,  /et  x,  qui  serviront  i  éliminer  t  et  t. 
7g4«  S^  ^^  ^  ^^  équations  du  a*,  ordre 

d^jr  +  (fldj  +  Mx)  cl/  +  fiy  +  ^x)  d/'=  rd/» 
d»x  +  (a'dr+ydx)d/4- Vj^  +  ^'x)d/»=5d/» 
on  fera  d^=r^d/,     dx^zydt 

et  on  aura    àp^  (^  +  ^7  +  ^  "^  ë^)  ^^=  ^<1^ 
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on  aura  donc  quatre  équations  entre  les  cinq  variables 
P^  ^9  x^  y  ^^  ^i  et  on  les  traitera  par  le  procédé  ex-^ 
pliqué  ci-dessus.  On  voit  gue  ce  genre  de  calcul  s'ap- 
plique en  général  aux  équations  du  i^'.  degré  et  de  tous 
les  ordres  ,    quel  que  soit  leur  nombre. 


CHAPITRE    m. 

INTÉGRATION     DES     ÉQUATIONS     QUI     RENFERMEKT 

TROIS     VARIABLES. 


I.  Des  Équations  différentielles  ordinaires. 

79S.  Puisque  l'équation  àzr=:pàx  -f-  ydj,  résulte  .de 
la  somme  des  dérivées  (664)  de  zc=y(jc,  y)  prises 
'relativement  \  x  tt  y  considérées  comme  variables  in^ 
dépendantes ,  on  en  conclut  que  les  fonctions  de  a:  et  y 
représentées  par  p  et  q  doivent  être  telles  qu'où  ait 
(663) 

Si  une  équation  proposée  satisfait  à  cette  condition  ,  on 
intégrera  la  différentielle  exacte  pdx  4*  çày^  par  le  pro- 
cédé du  n°.  762  ;  le  résultat  sera  la  valeur  de  s  o« 
y(x,  j').  C'est  ainsi  que  ,  d'après  l'exemple  i  de  ce  n*.  , 
on  voit  que  l'intégrale  de 

dx 
iz  5=  -; 1-  adx  +  uhr  by 

est  z=r^»-f  ax4-logc(a:4-  V^i+^}- 
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796.  Si  r équation  proposée  est 

Pàx  +  Qày  +  Ràx  =  o , 

P  Q  et  H  étant  des  fonctions  de  x  jr  et  r ,  on  pourra 
la   mettre   sous   la  forme   Az  ^=z  pAx -^  qày  ^    en   faisant 

PO 

pr=.  —  —y   q=z ~.    Pour  reconnoître  si  la   condi^ 

tk>n  (i)  est  remplie ,  H  ne  faut  pas  se  borner  à  re- 
garder jc  comme  constant  dans  p,  tijr  comme  variable  ;  il  ' 
faudra  encore  y  regarder  g  comme  une  fonction  de  «  et  ^, 
et  par  conséquent  variable  par  rapport  à  celle-ci  seu* 
lement.  On  en  dira  autant  de  f  relativement  à  «  :  pn  a 
donc  (633) 

h  cause  de  7=7-  et  ^=:-p.  Remettons  ici  pour  p  e> 
e  leurs  valeurs  en  P  Q  et  il ,  nous  aurons 

équation  qui  exprime  que  z  est  une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes  j  auxquelle  elle  est  liée  par  une 
seule  équation. 

797.  Soit  F  le  (acteur  qui  rend  l'équation 

Pâx  4-  Q^y  4"  ^^^  =  o  la  différentielle  exacte  de 

yÇx^ffZ)  z=  o.  Il  suit  des  principes  développés  (p.  a58) 
que  si  on  fait  x  constant ,  ou  dx  c=  o ,  Téqifation 
FQdy'  4*  fRàz  :==  o  doit  être  une  difTérentielle  exacte 
entre  ^  et  z  :  on  en  doit  dire  autant  pour  d^  =  o  et, 
d?  =  o  ,  d^ou  on  tire 

â,FR  _  à,FQ       A.FP  _  d.FR       d.FQ        d,FP 
4y  d«    '       dç  ijc    '      dx  ày 


•  •  < 
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\  Ay        àz  5         ^  àz  Ay 

i  dx        ày  i       '      Ay  Ax 

Or,  si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
P  Q  et  A ,  puisqu'on  les  ajoute ,  les  deuxièmes  membres 
se  détruiront ,  en  sorte  que  le  facteur  commun  F  di»^ 
paroissant,  on  retombe  sur  la  relation'  (a)  ;  donc  on 
me  peut  espérer  de  rendre  la  proposée  intégrable  à  Taide 
d'un  facteur  F^  qu'autant  que  la  condition  (a)  est  s^^ 
tisfaite.  Toute  équation  entré  deux  variables  est  intégrable , 
au  moins  par  approximation ,  tandis  qu'il  n'en  est  pa^ 
de  même  des  équations  à  trois  variables  ou  plus. 
*  798.  Si  (les  différentielles  passent  le  i*'.  degré,  Toici 
ce  qui  a  lieu.  Quelle  que  soit  Tintégrale  cherchée  ,  en 
la  différenciant ,  il  est  clair  qu'on  peut  la  mettre  soa^ 
la  forme  PAx  -|-  QAy  -f-  RAz  =  o  ;  donc  la  proposée  doit 
être  réductible  à  cet  état ,  c'est*à*dire ,  que  si  on  la  résout 
par  rapport  a  dff,  les  Ax  et  d^  ne  doivent  pas  demeurer 
engagées  sous  le  radical  :  elle  n'est  donc  intégrable  qu'au- 
tant qu'elle  est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Pour 

AAx* + JBd^'  -f  CAz^  +  DAxAy  +  EAxAz  +  FAyAz=o  ; 

en  soumettant  le  radical  compris  dans  la   valeur  d»  djr, 
et  qui  est 

v/ {  (£»-4>lf  Q  djc*4- a  (^F— aBC)  dxdx+ (f^ -4«C)4r*  } 
à  la  condition  connue  (i38)y  on  trouve 

(A'F— aDC)'— (£»— iMC)  (/^  — 4BC)=o—  (4) 
Si  cette  équation  est  satisfaite,  on  aura  à  intégrer  deux 
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ëqnations  de  la  forme  Pdx  -}-  Q4x  "H  ^^  =  <>  9  ^^^^  '^ 
proposée  est  le  produit. 

799'  Pour  intégrer  Pdx  +  Qdy  +  RAz  =  o  ,  lorsque 
la  condition  (2)  est  remplie  ,  on  regardera  comme  cons- 
tante Pane  des  variables ,  telle  que  z  ;  puis  on  inté- 
grera Pdx  +  Qdy  s=:o.  Soity*(x^^,  z,  Z-)t=zo  l'intégrale, 
Z  étant  la  constante  arbitraire  ,  qui  peut  contenir  z.  On 
difTérentiera  cette  équation  complètement,  et  on  com- 
parera à  la  proposée;  il  devra  en  résulter  pour  àZ  une 
équation  indépendante  de  x  et^,  et  fonction  de  z  et 
Z  seuls  ;  l'intégration  fera  connoStrfi  Z.  Ce  procédé 
résulte  At&  principes  mêmes  de  la  différentiation  des 
équations  (664)* 

I.  Soit  d«  (j^-|-r)  + dy  (or-j-r)  +  «l-^  (* +/)  =  o  : 
en  faisant  dz  =  o ,  on  a  Ax  {y-\'Z)  -^^  Ay  {X'\-z)^=zo  ^ 
dont  l'intégrale  (767)  est  (jr-|-z)  (j'  +  r)  =  Z.  Jlif- 
férenlions  ce  résultat  et  comparons  à  la  proposée  ,  nous 
aurons  AZ  t=.  2zAz ,  d'où  Z=:r*  -f*  ^-  I^onc  l'intégrale 
demandée  est  xr  -f-  ^r  -f-  ^'  =  ^* 

H.  Avant  de  traiter  l'équation  zdx'i'xAy^yAz=Of 
on  la  soumettra  k  la  condition  (2),  et,  comme  x-}-^4*<^ 
iCesi  pas  nt|l ,  on  voit  qu'elle  n'est  pas  intégrable.  Si  on 
«]iécutoit  le  calcul  indiqué  pour  l'intégration ,  on  trouve- 
roit  que  Z  ne  peut  être   dégagé  de  x  et  y, 

III.  Pour  dff|x  {x^a)^y(y-b)^  =fz-i:)(xdx-f-jdy;, 
-    on  en  dira  autant ,  à  moins  que  a  et  ^  ne  soient  nuls , 

alors  on  a  dz  (x* -["^'x  =  (^  —  ^)  (p^^^  'i-yAy)-  ^n  in- 
tègre en  faisant  d?  :=  o  ,  d'oij  x*  -|-^»  =  Z*  :  différen- 

tiant  et  comparant  à  la  proposée  ,  on  trouvera 

ZAz  =  (^z — c)  AZ,  d'oii  Z-rsiA  (r — c).  Ainsi  lorsque 
a  =  6:^0,  l'intégrale  de  la  proposée  est 
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IV.  Soi». 

en  faisant  dr=  o  9  on  aura  à  intégrer 

é 

-|-  " — ,    ■    ■ —  =  0  ;  d  où 


ou 


a;'  +  -^^-^  +  ^^       y^  -hy^  +  ^ 

en   vertu   de   la   formule   du   n'.   3S9.    Cette  expresûon 

revient  à  Z=    —^ ■ — ^ Dmerentiant     cl 

zz'  4"  ^^  +^-^  —  ^y 

comparant  à  la  proposée,  <on  arrive  à- 

2àz  (x+y  +  z)\xy-+'xz+jrz) 

*—  Oiu  :=  '   '  '  , ; "  ■  « 

{2Z*+xz+jrz-^xj)* 

àZ  adr  i'jc-f-y  4-*) 

ou ^r-==       : =^— ! — y 

Z*  xy  +  OTÂ  ■:i-^« 

Or,  .r  et  ^  ne   doivent  pas  rester  dans  cette   équation^ 
et  il  faut  les  en  chasser  à  l'aide  de  la  valeur  dé  Z.  On 

a  — 3—  =: 7 — =^ ,  ce  qui  donne 

i>  xy-\-xz — yz  * 

—  9    d  ou  Z  = 


ainsi  Tintégrale  cherchée  est  xy'-|-jcr+^'f=  (*+J^-h•'^}- 
8oo.  Si' la  condition  (2)  n'est  pas  satisfaite,  et  qu'on 
suive  le  procédé  qn^on  vient  d^indiquer  ,  alors  AZ  ne  peot 
plus  ^ire  exprimé  en  ^  etZ  seuls.  F  étant  le  facteur  qui 
l'end   intégrable  Pix -\-  Çdj, /et    u -^  Z    Tintégralç    de 
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FPdx  -{-^Ody  f  en  comparant  la  diCfërentielle  de  u+Z=o 
avec  FPàx  4-  FQdy  4-  FRdz  =  o  ,  mi  trouve 

équation  ou  xjr  et  z  entrent;  et  il  e$t  clair  que  u-^Zzrto 
satisfera  à  la  proposée  toutes  les  fois  que  cette  condi- 
tion sera  remplie.  Or,  on  a  vu  (B64)  que  dans  la  dif- 
férentiâtion  des  équations ,  on  suppose  tacitement  que 
les  variables  x  t\  y  sont'  dépendantes ,  en  vertu  d^une 
relation,  arbitraire  il  est  vrai  ,  qui  les  lie  Tune  .à 
Pautre.  Dans  le  cas  actuel ,  on  ne  peut  intégrer  sans 
rétablir  cette  dépendance.  Soit  9  une  fonction  quelconque 
et  posons  Z^±z^z\  en  Tintrôdvisant  dans  les  équations 
ci-dessus ,   on  voit   que   le   système  des  deux   équations 

« 

du 
ii  +  (pr  =  o,    j-+^r  =  F/l, 

ûz 

satisfait  à  la  proposée  ,   quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme 
de  la  fonction   9. 

Autrefois  ,  les  équations  qui  ne  satisfont  point  à  la 
condition  d'intégrabilité  ^  ctoient  appelées  Absurdes  ,  et 
on  établissoit  en  principe  qu^ elles  ne  signifîoient  rieo, 
et  qu^un  problème  susceptible  de  solution  ne  pouvoit 
jamais  conduire  k  ces  sortes  de  relation  ,  qu'on  pré.-- 
tendoit  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
cette  opinion  est  fausse,  en  donnant  la  tliéorie  précé- 
dente. 

On  voit  donc  que  si  on  cherrJie  une  surface  courbt 
qui  remplisse  certaines  conditions,  lesquelles,  traduites 
en  analY^e ,  conduisent  à  nne  équation  différentielle  entre 
les  coordonnées  x  y  tl  z  ^  les  points  de  l'espace  qui 
Mtisfont  au  problème  sont ,    dans  le  caa  présent  j  non 
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pas  tous  les  points  d^une  surface,  mab  tous  ceux  d^uné 
courbe  à  double  courbure  (GoS),  parce  tjue  Fëquation 
ne  peut  exister  qu'en  se  partageant  d'elle-même  en-  deux  , 
ainsi  que  cela  s'est  souvent  rencontré  dans  ce  Traite.  Bien 
plus ,  comme  9  est  arbitraire ,  ce  n'est  pas  une  seule 
courbe  qui  r<^pond  au  problème  ,  mais  une  infinité  de 
courbes,  qui  sont  liées  par  une  loi  commune. 
Ainsi  pour  zàx  -f-  xdy  -f-  jràz  =  o  ,  on  trouvera  •  •  •  • 


I 


F= — ,  /l=rj^,^-f  clogx=B;  d'où 


K 


^  4"  ^  ^og  X  +  4^^  =  o ,     log  X  +  p'z  =  — 

X 

pour  les  équations  dont  le  système  satisfait  à  la  proposée , 
quelle  que  soit  la  fonction  ^. 

Dans  l'exemple  111  du  n*.  799  ,  on  a 

Rz=x  (x  —  d)^jr  (j  —  b),  F  =  ^ — ;    donc 

^  z  —  c 

2.  Des  Equations  différentielles  partielles  du  premier  ordre ^ 

801.  Soit  l'équation  dx=:^dx  -{-  ^d^ ,  P  ^^  1  ^^^^  ^^ 
différentielles  partielles  de  r ,  par  rapport  k  x  ti  y  res- 
pectivement. Nous  avons  donné  les  moyens  de  remonter 
de  cette  équation  à  son  intégraler  =y^x,  j^).  Proposons- 
nous  maintenant  de  trouver  l'équation  z  z=:zf{x^y)^  par 
la  seule  connoissance  de  l'un  des  coefliciens  p  et  ^ ,  ou 
d'une  rebtion  entre  eux. 

Soit  d'abord  donné  p  =:  V^  F  pouvant  comprendre  les 
variables  a; ,  j-^  r.  Si  on  regarde  y  comme  constant  dans 
l'équation  dz  =  pdx  -|-  qdy ,  on  aura  dr  =  Fdx.  L'in-- 
tégration  de  cette  équation  où  r  et  a:  varient  leuUt  se 
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fera  par  les  préceptes  donnés  ;  mais  il  est  visible  que  la 
constante  additive  peut  contenir  y  d'une  manière  quel- 
conque. C'est  pourquoi  on  devra  remplacer  dans  l'in- 
tëgrale  cette  constante  par  ^,  p  désignant  vne  fonction 
absolument  arbitraire.  L'introduction  de  cette  fonction 
résttlte  du  calcul  qui  sert  à  les  faire  disparoi tre  par  la  dif— 
férentiatjon  (665)  ;  elle  contient  d'ailleurs  autant  de  cons- 
tantes quelconques  qu'on  désire. 
.  On  *voit   donc  qu'en  général  dans  Téquation   donnée 

Az 
p:=V^i\  faut  remplacer  p  par  -=—  ;    intégrer,^  étant  cons- 

Unt,  puis  remplacer. la  constante  par  ^. 
!•.  p^=zZx*  a  pour  intégrale  x  =  x*  +  ^T- 

a*.  Celle  de;^  =  _f_  est  r  =  ^(x'  +  jO  +  ^ 
y  Pour  p  \/(a»  — j»  —  oc»)  =  a  ,  on  a 

cssaarcfsin  =  -y- )  4-  ©y 

4**-  Pour  pxz=zaZf  on  intègre  xâzzsiazdx  ,  et  on  a 
z=x*.^ 

5".  Enfin  pour  p  {j^  -{-«•)  =^*  -4-  ^  »  on  trouve 
réquation  Az  (j*»  +  jc*)  =  (j»-f-r*)  Ax  :  le  facteur 
qui  b  rend  intégrable  est  (^«-J-r*)*^  (j*  +  ^*)""*i 
(763,  IV)  ;  et  on  obtient 

arc  (ung=i.)  —arr  (uog=y)  =  ^y 


V 


ou  (35y)       arc  (tang  =^^^7)  = 

z  —  x  -.         y^9y  +  * 

ou  ■     =  «y,  00  eenn  z  sss  ■ 
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802.  Prenons  maintenant  Féquation 

la  plus  gëncrale  du  i*'*  ordre  et  du  i".  degré,  PQR 
étant  des  fonctions  données  de  x  ^  et  z.  Eliminons  p  de 
6z  =  pàx  -{-  Ç^Jj  nous  aurons 

Pdz  —  Rdx  =  ç  iPdy—Qdxi    ...   (1) 

équation  à  laquelle  il  s^agit  de  satisfaire  de  la  manière  Ta 
plus  générale ,  ç  restant  indéterminé.  Soient  «  et  /8  deux 
constantes  9  7  et  ç  deux  fonctions  connues  ,  qui  peuvent 
contenir  xy  et  z  ,  telles  que  «  =  «,  /  =  /^  satisfassent 
aux  équations 

PAz  —  Ràx  =  o ,  Ptfy  —  Qàx  r=  o  ...  (a) 

puis  formons  Téquâtion  t  r=  9/,  ^  désignant  une  fonctios 
quelconque.  Cela  posé  ,  comme  on  suppose  que  «  =  « 
et  f  z=:  fi  satisfont  aux  équations. (2),  si  on  tire  de  celles-ci 
les  valeurs  de  dx  et  d^ ,  et  qu^on  les  subsiltue  dans  les 
différentielles  complètes  des  premières ,  on  aura  ces  ré- 
sultats identiquement  nuls. 

mais  la  difTérentielle  de  t  =  9/  est 

^dx+^dj+^dz==9'^./A.dx+Adj.+  ^dr5 
dx       ^  dy  ^^  dz  ^  '   \dx        ^  dy    -^    ^    di:       > 

en  substituant  pour  -r-  et  -î-^  leurs  valeurs    que  donnent 

*  dx        dx 

le.c  équations  procédentes^réunissant  les  termes  semblables, 

« 

et  représentant  par  ^  un  coefficient  qui  est  fonction  de 
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f^g  et  par  conséquent  arbitraire  ,  on  trouve • 

Paz  —  Râx  =  ^  (,Pày  —  Qdx),  En  comparant  Téqua- 
tion  (2)  à  celle-ci  ,  on  reconnoit  que  t  =  Ç/  satisfaisant 
à  la  proposée  Pp  4~  Q^  =  jR,  en  est  l'intégrale. 

Si  on  fait  Çf  =  const.  on  aura  v  =  const.  qui  satis- 
fera aussi  à  la  question.  On  voit  donc  que  t  =  «  et  /  =  /8 
sont  des  intégrales  particulières. 

I.  Ainsi  çxjr  —  px*  =  y*  donne  P=  —  a?',  Qnzxy^ 
R:=zy*z  les  équations  (2)  deviennent 

x^àz  +  ^'dx  =  o ,      x^ày  -{-  xyAx  =  o 
celle-ci  sMntègce  et  donne  x^  =  /6  ;  mettant  dans  la  i'*. 

pour  jr  sa  valeur  —  ,  onadr-| T-dx=o,  d'où  .... 

X  x'* 

^  —  ^--r  =  «  ;   enfin  remettant  xjr  pour  fi  ^  on  trouve 
ox^ 

«  =  r  —  "^  =:gL^g  =  xy=:zfi'^  et  Tintégrale  cherchée 

est  32 X  =  j'  +  3x(f  (xj). 

H.  Pour  px^  ^y  =  n  y/{x*  +/"),  on  a 

xds:  =  »dxy^(j:*  +J^)j  ^^J  =jdx 
on  tire  de  celle-ci  —  =  ^:  et  chassant  r  de  Tâotre,  elle 

X 

devient  dr  =  11  \/(i  -f-/8»)  dx;  d'où 

z^.n^(i-}-i3^)x  =  «:  on  remet  pour  ^8  sa  valeur  et 

on  trouve  t  s=  r  —  m/  (x*  +  J^') ,  /  =  —  ;  donc  Tin- 

tégrale  cherchée  est  ^  =  n  ^(x*  +J^*)  +  V(,l-)- 

8o3.  Lorsqu'il  arrive  que  chacune  des  équations  (2)  ne 
contient  que  les  variables  dont  elles  renferment  les  di^ 
férentielles^  le  calcul  se  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple.  En  voici  des  exemples. 
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III.  Soit  px  -f-  <jy  r=  HZ  ;  on  trouve  jrdff  rs=  njeàx  %i 
xAy  z=jràx  ;  les  intégrales  étant  z  s=  ax^ ,  ^  =  >ftr  ,  b 
condition  «  =  f iB  donne  pour  l^intégrale  de   la  proposée 

z=iX^ç(—\  Si  Ton  observe  que  p  est  homogène  et 

que  réquatlon  proposée  n^est  autre  chose  que  le  thëorénif 
des  fonctions  homogènes  (763,  IV),  on  en  retrouvera 
ici  une  démonstration  pour  le  cas  de  deux  variables. 

IV.  Soit  encore  p«*+  W*  =  r'  ;  on  a  a)*dr  —  x*<Lr  =  0, 

_  ,  ,,  ,    1  I  I  I 

«♦dy  —  y'djc  =  o  ;  d  ou =  «, =^  fii 

^       ^  z         X  y  3c 

X  *■"■  z  /  X  """~  v\ 

dotic  =  ^  (       ■         ]  est  rinlégrale  demandée. 

^xz  \    xy    J 

V.  Pour  q  =  ;yX4-  ^»  Xtx.  F*  étant  des  fonctions  de  x 
seul ,  on  obtient  Xdr  4-  VAx  =  o ,  et  Xày  4-  àx  =  o.  £t 

On  pourra  s^exercer  encore  sur  les  exemples  du  p**,  665. 

8o4>  On  parvient  souvent  à  faciliter  les  intégratioiis  en 
substituant  pour  ^  ou  ^  sa  valeur ,  tirée  de  la  rtUiion 
donnée  ,  dans  les  équations  suivantes  que  donne  la  i'*- 
par  ^intégration  par  parties  : 

dr  =  i^Lr -{- ^d^  •  •  •  •> (i) 

z=px  +J\çdy  —  xdp) (a) 

z=zqy  '+J(pdx'^yiq) (3) 

r  =  px   +fy  —fixàp  +yàq)  . .  (4) 

Ilous  en  mettons  ici  quelques  exemples  pour  rs^ontter 
4'esprit  de  cette  méthode. 

VI.  Soit  q7=p  V,   Fêtant  une  fonction  donnée  de 
X  et  jr  :  la  i'«.  équation  donne  z  s=:/p  (ix  +  Tdy).  Soit 
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jPle  facteur  qui  rend  intégrable  cLr  -(-  ^ày^  en  sorte  que 
yf  (dx-f-  ^d/)=:.S,  S  étant  connu  en  a;  et  j'  ;  on  aura 

z  =  /-^~r  9  expression  qui  ne  peut  être  intégrée  à  moins 

que  ~  ne  soit  une  fonction  de  5,  telle  que  ç^S.  On  a 
donc ,  f  désignant  une  fonction  arbitraire , 

VII.  Si  p  est  une  fonction  dennée  de  ^,  telle  que 
p  =siQj  \a  relation  (4j  devient 

d'où  il  suit  que  xQ'  +  Jy  facteur  de  d^,  doit  être  fonc-* 
tion  de  jf  sans  jr  ni  ^  ;  on  a  donc 

la  fonction  ç  est  arbitraire.  L'intégrale  résultera  de  réli- 
mination  de  ç  entre  ves  équations  y  Ursque  cette  fonc- 
tion aura  été  déterminée  (8ia). 

VIII.  Soit  réquation  proposée  f  (^,  a?}.=  F(^,^)  ; 
faisons  f  (jc ,  /?)  =  I,  d'où  F  (jj  ^  y)  t=z  é  i  résolvons  par 
rapport  k  p  ti  ç^  nous  aurons  pour  p  ti  q  les  fonctions 

Intégrons  4  ^  ^^  Z^X  comme  si  I  étoit  constant ,  et  soient 
l  et  «  les  intégrales:  en  différentiant  par  rapport  à  xy  et  ê^ 
on  aura  (633) 

44r  =  d{  — ^d^,    ;tdjr  =  di»  — -^  dl 

donc...  dr  =  d{  +  d,  — dé.  i^^jLÛ; 

ce  dernier  terme  devant  être  nue  ditTértntlelle  exacte ,  il 


\ 
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faut  qu'il  soit  une  fonction  de  ^  ;  donc 

gj =9»»     r  +  9*=ç  +  ^ 

on  éliminera  ê  après  avoir  détermine  la  fonction  arbitraire 
(Pj  diaprés  la  nature  du  problème  auquel  la  proposée  ré- 
pond. 

Ainsi  pour  à^ptj  t:^  x^y*  ^  ,on  a 

;,  =  -  =  4,    f=— =  a:,    «=3^,,   '  =  -3^5 

donc    j^  =  — 4.<f'l,     3«f  +  (pl  :t=  _  +  j3|. 

3*.  D£!5  Eçuations  différentielles  pattielles  du  second  ordre, 

805.  Dans  ces  équations  ,  outre  les  coefficiens  p  et  ç 
du  I''.  ordr*". ,  il  en  entre  trois  autres  (663)  que  nous 
désignerons  ainsi 

d»r  __        d»z  d'r    d»«  _ 

do;*  '  àxif       àydx  '  3)r»  '  '  ^   J 

ou      dp  ==  rdx  -f-  ^4x»     *^^  =  ^*^^  +  ^^y  •  •  •  (-^ 
d"<p  =  dpdx  +  àgdy  =  rdjc*  -|-  stsàxdy  -|-  'dj'* 

11  s'agit  d'intégrer  les  équations  de  la  forme  ...... 

/(«ir»  *»  Py  y»  ''»  *'  0  =  ®- 

806.  Remarquons  d'abord  qu'on  doit  considérer^* comme 
constant  dans  les  équations  qui  ont  la  forme 

-,:=.P-  +  Q,    o.r=Pp+Q 
Pti  Q  étant  fonctions  de  ir^  et  r  seuls;  qu'ainsi  on  a  une 
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équation  aux  difTéreniielles  ordinaires,  du  2«.  ordre ,  entre 
deux  variables  x  et  z.  Par  exemple ,  si  z  n'entre  pas  dans 

Pet  O,    -^  =»  donne    ~  =  i^  +  Ç  :  la   fonction 
ux  Q* 

(1^  +  Q)  dx  est  linéaire  entre  les  variables  p  et  x^ 
y  est  constaAt  :  rint.égrale  est  donc  (761),  (en  faisant  pour 
abrcgeryPdx  =11) 

en  mettant  py^  ou  une  fonction  arbilfalre  d^y,  au  lieu 
de  consunte.  Il  faut  intégrer  de  nouveau  par  rapport  ï 
X ,  et  ajouur  i^e.  seconde.  fi)n<;lîon  aiintfaîce.4j'  :  en  sorte 
qu'il  y  en  ait  deux ,  comme  il  y  a  deux  constantes  dans 
les  intégrales  ordinaires  du  a^.  ordrr. 

l^rsqu#  Ps^  A  on  a  /?.— /Ç^^J;  +  ^Ji 
et  z  ^JMJQ^^  +  ^«r  +  ^ 

•  ■ 

!••  Bout  ar  =  J^^i  ^^  ^  d'abgril 

d^ 3£y^ 

puis  «a^=3:«'^^-a|4>^-|=4> 

a\    Soit  ayrsE^Cn— 0,XP  +  ^-  chrome  on  a 
JP  =  ?~/.  j^.  Q  ç=  —  X  une  i«.  ijpHi^gf ali^n  donne 

d;r  — tf       ,    ^.^,  ^ 


9  •  « 


dx         («— i)y 

ax        ,   «^         ,    , 

2,'.  Pour  «r  s=  (»  —  i)  /»  on  trouve 
a.  »9 
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4*'>  U  est  clair  que  ceci  s^appllque  aussi  1^  réquation 

^  =  P^+Q^-^*  =  P^  +  Q 

807.  L'intégrale  de  5  t=  Mj  ou  j-r-  c=ilf,  rentre  dans 

la  théorie  des  cubatures  et  des  planificadons  (ySS)  ^    31 

étant  une   fonction  de  x  et  ^ ,  on  trouve 

z  =ifdxJMdy  +  9  X  +  ty-  C'est  ainsi  que  pour.      .     , 
s:=iax  '\-'  hjr^  on  obtient 

808.  Soit  *  =  JM>  +  iV,  ou  j^GsM.-^  +  iV, 
Af  et  iV  étant  des  fonctions  données  de  x  et  ^.  Puisque 
— -  =  ^t=,,  ona— =  iïf^  +  i>r:orpetjrsom 

ici  seules  variables  ;  x  est  constant ,  et  on  retombe  sur 
une  équation  linéaire  (7G1);  d'où,  en  faisant  u=/Mdyj 
pour  abréger ,  on  tire 

intégrant  ensuite  par  rapport  à  j;,  on  a 

g  =/^"  dx/e-"  NAy  +  /tf"q)'a:  rd«  +  '^. 
Par  exemple,  pour  sxy  :=:  bpx -{- ity ^  on  a  d'abord 

puis  â:  =  — -4— 2— +  j^.  (par  +  *^, 
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609.  Prenons  Fëquation  linéaire 

llr  +  &+ÎV=r,  ou  JI-— +  5_---f  r^— =  ^. 

» 
RST et  V  sont  des  fonctions  données  de  xy  t  p  ti  q. 

Éliminons  r  tX  t  entre  les  équations  B  qui  servent  de 
^définition  à  ces  fonctions,  et  substituons-en  ici  les  valeurs  y 
nous  aurons 

ild;^dj+  rdydâî—  VàxAy=s{R^—SixAy+  Tàx^}  , 

t 

et  supposons  que  «e  et  /S  étant  des  constantes ,  on  sache 
trouver  deux  fonctions  «-=;;«  et  ^r=/8,  qui  rendent  nuls 
chacun  des  deux  membres  de  cette  équation ,  ou  qui 
donnent  • 

RApày  4.  Tàqàx  =ï=  VàxAy 
R  iy  —  SAxAy  +  Tdx»  =  o. 

Il  s^agit  de  prouver  qu^ici ,  comme  n^.  80a,  v^^g  satis- 
fera à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  fonction  ^.  Pour  le 
démontrer ,  ramenons  d'abord  ces  équations  au  i**".  ordre  ^ 
en  faisant 

dj^=:adx,  d'où    RQdp+Tdfs=2FQdx....(^i^ 

Ra*   — .5û +r  =  o..,.(a) 

équations  qu^on  suppose  satisfaites  par  t  =  «  et  fs=sfi; 
en  sorte  que  O  étant  déterminé  par  les  deux  racines  de 
.l'équation  (a),  en  fonction  de  xy».*^  en  substituant  l'ane 
dans  les  relations  (i),  elles  doivent  être  vérifiées  par  ir=ii, 

/  =  /«•  ^ 

Formons  donc  les  différentielles  complètes  dir  =:  o, 

dp=  o,  contenant  ix  ày  Az  Ap  et  d^;  puis,  mettons 

pAx  -f*  ^Ay  pour  Az^  SlAx  pour  Ay  ,  et  enfin  pour  d^  sa 

valeur  tirée  de  (f  ),  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  ,  les 

uns  multipliés  par  Ax  tt  les  autres  par  Ap,  Or,  la  proposée 
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Rr  -^  Ss  -^  Tt  ^=  V  ne  pouvant  dÂermîner  qii^uhè  des 
quantités  rst  en  fonction  thés  autres  tl  Ae  xy  zjp  et  ^ , 
Ax  et  ip  restent  indëpeiidans ,  et  par  conséquent  ctiacune 
de  nos  équations  dv=:o,dpc=o,se  partagera  en  deux 
autres,  'en  égalant  k  zéro  séparément  les  coefRcicns  de  àx 
tiAp^  après  la  suostituûon  des  valeurs  de  dz  4^"  et  Af^  On 
a  ainsi 

dj       .    d#    ,    ,  .  da        Fû  d» 

d* Ra   d«  dp      J{a    df 

Cela  posé ,  Téquatîon  v  s=  9^  étant  difTérentiée  com- 

plètement ,  ou  dir  ==  f 'p*d^,  si  on  snostitue  pour 

d«r  dx  d«  dp    ,  -  .  »       1 

rr-  ^~  -~  •—  leurs  valeurs,  tu-ees  de  nos  quatre  eeua- 

abc  Qp  dx  dp  *  ^ 

lions  ,  et  pAx  -f<  qdy  pour  dr ,  en  réunissant  leis  te^diei 
seiAblables,  on  trouye 

Radp-^  ÎWy  —  Fo-dxîbs^  X  (d^  — Odjc)^ 
•  en  désignant  |>ar  o  une  foitc^iion  indéterminée,  puisqu'elle 
«fenfenne  9^p.  Or  il  est  clair  que  «  =:=  «,  et  p  es  /8  satis- 
faisant aux  équations  (i)^  é  =  ^  fi  sat«s&it  à  celle-ci, 
ou  à  La  préposée.  . 

On  se  trouve  donc  conduit  à  traiter  les  équations  (1)  ; 
mais  il  faut  i^marquef'  qu'outre  ces  deux  reklions ,  on 
a  de  =s  pAx  -|-  <jày  \  ce  qai  ne  fait  que  trois  éqoatioto 
entre  les  cinq  variabifes  x  y  z  p  et  y.  Ainsi  réUtni- 
«lation  ne  pouvant  conchiire  qu'à  une  équadon  entre  làroîs 
variables,  il  pourroit  arriver  que  celle-ci  ne  remplît  ^^ 
la  condition  nécessaire  (796),  pour  qu'elle  pût  provenir 
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d^une  seule  ëqoation  primitive.  On  seroit  alors  conduit 
it  une  intégration  inexécutable ,  sans  que  pour  cela  on  fi^t 
en  droit  de  conclure  qu'elle  n'est  pas  ^possible ,  et  que 
Téquation  diflerei^tiell^  proposée  ne  rijsiiUe  pas  d'une  seule 
primitive. 

-?  =  ?^';  Ï^T=  — JN  •y=  Tr^»-  ï-'éguaHon  (^)  dçr 
vpl^apt  ^*q*  r'^.y  les  relations  (x)  sont 

xijr  '=syàx    et  xip''*^jrég  =  o  f 

la  i**.  donne  x  ^s=ay  ^  et  mettant  — r  pour  y  dans  h 
a«. ,  on  a  nd^i  s^  d^  j  d'où  n^  =  ç  -f-  o'.  Rcmettanl 
donc  —  pour  a ,  et  posant  a'  7=  ça^   en  vertu  de  la 

copdition   w  =^  f  »  il   npnt  ^^  =  ^  +  y  f^  (j^. 

ToUe  est  l'équ^tîoii  du  i*.'.  ordre  qu'il  f'a^  d'intégrer* 
-    Bf  ettons  daps  dt  =z  pdx  -4-  yd^  pour  p  $|  valeur  tirée 

dé  cette  dernière  équation ,  nous   auroqs « 

xàt^-'yix^7s^(^xdy'^mjrix);  difiqoe  membre  étant 
égarement  égalé  à  zévo  (  80a }  ^  on  troave 

xAy"  "^yix  s=  o  et  xdz  s=:ydx,^» 

Mais  la  i'*.  donne  xyss.c^  et  introduisant  pour  y  se 
valeur  —  dans  la  a*.,  elle  devient  àz  = .  •  (   —    j. 

X  y    -  f^  ^  \  4;  j 

L'intégrale  du  a*,  membre  peut  être  misf  sous  1^  forme 
^^(-r-jf  9  désignant  une  aujlre  fonction  arbitraire; 
c'est  ce  dont  on  s'assure  aisément  par  la  différentiation. 
tàant  zcsxf(  —  j  +  ^  '  ptib  remettant  xy  pour  Cf  et 
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à  cause  ie.  i/  :^  ^Cj  -^  dësiguant  une  seconde  fonction 
arbitraire ,  on  a  enfin 


=  x^\^J  +  ^  (^/)- 


8ii.'  La  complication  de  ces  calculs  eitipêche  très-sou-r 
Vent  qu^ils  ne  réussissent  ;  mais  dans  le  cas  où  les  coef-^ 
ficiens  A  5  et  7*  sont  constans ,  et  V  fonction  de  x  et  y  ; 
il  deviennent  trcs-simplfis  ;  car  alors  réquatipu  (a)  donne 
pour  Q  deux  valeurs  numériques  ,  telles  que  m  et  n  : 
et  les  relations  (i)  auxquelles  v  =  #  et  p  sn /S  doivenl 
satisfaire ,  s^intègreilt  et  donnent 

!«••  •         *    ■     .'  '    • 

^  =  mx  +^a  et  Rmp  -4-  T^  =  mfVAx 
y=znx  '\-  e  et  Rnp  '\-  Tq  r=.  nJVAx. 

Prenons  le  pi^emier  système  d^équatîons  :  on  devra  sub»* 
ûtiier  dans  V^  pdury  sa  valeur  ^mx  -f*-  «  9  û  f'^  est  fonc- 
tion de  y  :  puis  fVÀflc  ne  dépendra  .plus  que  des  qua— 
dratures.  LMntégraticm  faite ,  on  ajoutera  une  constante 
^^  et  on  remetusa  pour;  «  sa  valeur,  ^-«nur.'  On  aura 
donc  les  équations  cherchées  «  =:  «,  p  ==  ^,  en  sorte  que 
de  »  =  9'p,  ou  iS  =  (p'a  =  (p'  (^  —  mx)  :  .on  tire 

Rmp  -j-  Jy  =  mfFAx  +  9'  ( J  —  mx). 

La  second  système  d^équations  donne 

Rnp  +  Ty  =  nJVdx  +  4'  (j  —  nx)  ; 

mais  il  suffit  de  traiter  Tun  des  deux  ,  parce  que  Tautre 
?[:oitduil  au  même  résnliat,  airfsi  qiiHl  sera  facile  de  s'en 
convaincre  :  on  choisit  celui  qui  se  prête  le  miçux  au  calcul. 
11  s*agit  maintenant  d^intégrer  de  i^ouveau  :  pour  cela 
reprenons  notre  premier  résultat ,  et  ttrons-«n  la  valeur 
de  p  pour  la  mettre  dans  diji^pàx-^-qd/:  en  réunissant 
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les  termes  semblables ,  et  remarquant  que  par  la  nature 
des  deux  racines  m  et  ti  de  Q,  on  a  Jimnz=z  Tj  on  trouve 

jRdr  —  àxJVAx  —  do?  ^'  (y  —  mx)  =  Rq  {ày  —  nàx )  ; 

en  regardant  la  constante  m  comme  comprise  dans  ^^. 
Or  9  pour  intégrer  cette  équation  (  802  )  9  on  égalera 
à  zéro  chaque  membre  séparément  ;  d'où 

y  -=.nx  +  c ,  Rz  — J^xJVix  — fax  q)'  (/  —  ttix)  =  h. 

11  convient  avant  tout  de  faire  quelques  remarques  ; 

i^  On  devra  mettre  nx  •\-  c  pour  ^9  et  intégrer  par 
rapport  à  x;  puis  on  remettra  y — nx  pour  c  dans  le 
résultat. 

A*.  Les  deux  intégrales  ycLç/^x  nécessitent  une  dis-*- 

li action  importante ,  puisqu'on  a  d'abord  mis  mx  -\-  a 

pour  y  dans  V,  et  y  —  mx  pour  a  dans  le  résultat  ^  tandis 

qu'on  doit  faire  ysznx^c  dans  àxJVàx ^  et  restituer 

y  —  nx  pour  c. 

3*.  Jàx,(^'{y  —  ma?)  devient /dx  ^'|a?  (« — m)  +tf}  , 

ou  9    ouplatôt.9  |(/i — m)  a?-f-cj,  en  comprenant 

Ift  constante  ra-^^m  dans  ^  :  ainsi  9  on  a  9  (^— mx). 

4*.  Enfin  la  constante  h  est  une  fonction  quelconque  4 
de  C9  ou  b^z-^^y  —  nx).  Donc 

Rz  =ydx/Fdx  +  ç  (j^  —  mx)  -f-  4  (^  —  nx). 

k 
Par  exemple  9  pour  r^-^  s  —  :^tu=:  —  ^ona 


n**  +  û  =  2  9  d'où  m  =  i97i  =  -*det 

^  =  x  +  «,j*  =  ft'  —  ax.  Donc 

/?kdx 
yFdx  ^  l^—^^zizk  Ing  (x  +  ••)  =  A:  log^ 

fàxJVàx  t=:Jkàx  \oçy  :=is/kix  log  (  a'  —  a  «  ). 
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Cette  îtîtégfsile  sMbtîent   abément  (  j3o  )  ;  «lie  dletieiif 
*r^kx  —  ky  log  \/y  j  en  remettant  a  «  «f-  y^ponr  m'-  Aios 

Pour  r  =  ^'/  ou  -j-^  t=  *»  -=—  ,    qui    est    re'quâtion 

des  cordes  vibrantes  (  Foy,   ma  Mécanique ,    n^.    ^Sa)t 

on  a  H  =  I  ,  î';=  —  *> ,  5  ~  o  =  F,   d'où  rf  =  AS 

7»='^^=  —  /i,    y  z=  bx  -^  a^     y  s:i  m'  —  ^Xf    enûa 

JAxJVàx  =  o.  -Donc 

Notts  renvoyons  pour  de  plus  amples  dëtaîb  sur  cette 
matière,  aux  Mémoires  et  au  Traité  de  Monge  :  au 
Calcul  intégral  d^Euler ,  aux  collections  académiques  qoi 
renferment  les  écrits  de  Lagrange  ,  Laplace  ,  ^LegeiHlre/ 
d*Alembert ,  .  .  .  enfin  au  Mémoire  de  Btot  sur  les  sur- 
faces vibrantes  ,  Savons  étrangers  ,  an  VIII ,  où  cet 
habile  ^géomètre  donne  un  moyen  d'intégrer  -par  senei 
les  équations  différentielles  partielles. 

4-  ^^  Fendions  arbitraires. 

8 12.  On  dira  pour  les  fonctions  arbitraires  p4'"^ 
équations  différentielles  partielles,  ce  qu'on  a  dit  (74^) 
des  constantes  introduites  dans  les  intégrations  ordinaires. 
Tant,  qu'on  ne  veut  qu'intégrer,  c.'-à-d. ,  compost' 
une  expression  qui ,  soumise  aux  règles  du  calcul  dme- 
renlièl  \  satisfasse  à  la  proposée  ,  les  fonctions  f  4*  -  ' 
sont  en  effet  quelconques.  Mais  si  les  résultats  doive"* 
être  appliqués  à  des  questions  de  géométrie,  de  méca- 
nique ,  etc.,  ces  fonctions  cessent  d'être  «arbitraires.  U" 
exemple  suffira  pour  rinteUigence  de  cet  exposa 


;        "^  FOHCTSOlfS  4IIBIT1IÀUIES.  ^J 

On  «  vu  (  6o7v665  )  qae  l'équ^oadas  smdaaes  cj^lin^ 
driqites  est 

y  —  3z  =  ^  (j:  —  eue) ,  on  ap  -{-  hq  i=z  i. 

ia  i'^  étant  IHntégiak  de  :1a  a^.  ^  «t  la  forme  de  la 
fopaiou  iq»  déptndafil  de  la  courbe  directrice.  Or, -si  on 
veut  <que  la  base  du  cylindre  'Sur  le  flan  xf  sok  €on« 
ffme,  «n  sorte  que  dans  son  équation  y  :=fx^  la  fonne 
de  la  fonction  f  soit  donnée ,  il  faudra  que  celle  de  ^ 
soit  telle,  qile  cette  base  soit  comprise  ^amii  les  .points 
de  l'espace  que  désigne  Téquation  ^  -—  &r  as?  ^  (jK^ae)* 
Si  donc  on  y  fait  r  =  o ,  les  équations  y 'ss,^  x ^  y  =yi 
seront  identiques.  Donc  les  fonctions  ^  et  y*  ont  mâme 
forme ,  c.-à-d. ,  que  si  on  change  dans  y  =  Jx ,  y  en 
y  —  bz  et  X  en  X  —  az  ^  l'équation  qu'on  obtiendra  sera 

•celle  du  cylindre  particulier  dont  il  s'agit, « 

y  —  bz  =:/  (x  —  az). 

Généralement ,  soient  M*  =  x> ,  iV  =  o  les  (équa- 
tions de  la  directrice  en  xy  tiz  :  on  fera  x  —  or  c=:  i/,  et 
éliminant  x  y  et  z  entre  ces  trois  équations ,  on  en  tirera 
leurs  valeurs ,  et  par  suite  celle  de  çu  •=  y  —  ^r ,  en 
fonction  de  u ,  c.-^à-d. ,  qu'on  aura  b  manière  dont 
f  u  est  composé  en  «.  Il  ne  restera  plus  qu'à  mettre 
-ae-^ûz  pour  u  ,  dans  y — bz  =  ^Uy  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  surface   cylindrique   dont  il  s'agit. 

6i3.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on 
doit  déterminer  les  fonctions  arbitraires ,  afin  d'appli- 
quer nos  calculs  généraux  aux  cas  particuliers  qu'on  peut 
jse  proposer.  Soit  en  .général  K  =:  f  U  une  intégrale 
contenant  une  fonction  arbitraire  9 ,  JiT  et  U  étant  des 
fonctions  données  dt  x  y  et  r  :  la  condition  prescrite 
étant  que  l'équation  devienne  F  (^x  ^  y  ^  z)^^o  ^  lorsque 
/[Xyy^z)^o*  Cette  condition  revient  -en  géométrie  à 
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vent  très-dëtoarnés.    U  appartenoit  an  célèbre  Jj^gt. 

de  ramener  toutes  les  solntions  à  une  niétl|ode  ui^iqix^  ^ 

à  une  marche  uniforme.  Voici  en  quoi  ell^  consî^tç. 

Etant  donnée  smt   fonction  Z  de  plusieurs  varîabl 

X)  y on  peut  se  proposer  de  la  faire  jouir 

diverses   propriéiés    .(  telle    que  d'être  un  tneximum    oix 

toute  autre),  soîl  en  assignant  à  ce9  variables  dfis  mtlettrM 

numén'çues  ,   soit  en  établissant  àes  relations    entre    ces 

variables  et  les  liant  pmr  des  équations.  Soit ,  par  exeiii|ile  9 

ZtznF  (ar,  y^  y'ij^^ )  »  ï«s  quantités  y  ^  y^  ..•.. 

,    ,       ,      Ay     àW 
désignant  les  coefficiens  différentiels  -^  y  -=— ^ ce 

qui  suppose  que  jc  et  j^  sont  liés  par  une  dépendance 
mutuelle ,  tellr  qiie  yr=.ii^x.  Si  cette  éqnalion  est  donnée  , 
on  fto  AédnUy^  y  ^  ^  •  •  •  ^^  fonction  de  jp  ,  et ,  suJbsti*- 
tuant ,   Z  devient  :=fx.  Parmi  toutes  les  valeucs  qu'on 
peut  attribuer  à  a; ,    on  peut  déterminer  par  les  règles 
connues  du  calcul .  difCér^ntiel  ctlks  qui  rendent  Ja:  on 
maximum   ou    un^ minimum.  Mais  si  Téquation  y:=zçje 
n^est  point  donnée  ,  alors  en  prenant  successivement  pour 
9x  différentes  formes,  la  fonction  Zz=Jx  prendra  elle- 
même  différentes  expressions  en  x,  et  on  peut  se  pro« 
poser  d^assigner  k  ^x  une  forme  telle  que  Z  soit  plus 
grande  ou  pins  petite  que  pourtpute  autre  forme  deçor^ 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  numérique  de  x.    Cette 
dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  varia- 
tions. Il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'il  se  borne  à  la  théorie 
des  maxima  et  minima;  maiâ  nous  nous  contenterons 
de   traiter  cette  matière ,   parce  qu'elle  suffit  pour  Tin*- 
telligence  complète  de  ce  calcul.  JS'oublioos  pas  toute- 
fois que  dans  ce  qui  va  être  dit ,  les  variables  x  et  y  9^ 
sont  pas  indépendantes;  mais  seulement  que   l'équatioii 
.y=.(^x  qui  les  lie  entre  elles  est  Âqçniuijuie  ^  et  ^u'ofa 
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ne  ta  $up|)ose  donnée  que  pont  faciliter  la  résolution  du 
problème. 

816.    Mettons  x+i  pour  a:,   et^-f-i   pour ^  dans 
Z  =  F  (x,  ^,  j',  j^ . .  •  Ot  ^  deviendra 

i  et  k  sont  deux  fonctions  de  x^  dont  Tune  est  arbi- 
traire ;   Tautre  en  dépend  en  vertu  de  P équation 

y  =  ^x  ;  1%  i^..*  sont  pris  ici  dans  la  mcme  significa- 
tion que  y<f  y^ *••  D'après  le  théorème  de  ïaylor  (663) 
<|âi  a  lieu,  que  les  quantités  x^y^  /|  h  soient  dépen- 
dantes où  indépendantes,   on  a 

L      «      \.àZ      ,    dZ      ,    dZ   .  ,,,  dZ  1 

^'=^+  {'•  di"  +*•  ^  +*' F ■^*  •  dP^-^""''} "^^ ''" 
De  «orlè  ^tiW  peat  regarder  x^  y^  y^  y^.«.»  comme 
autant  de  variables  indépendantes,  en  tant  qu'il  ne  s'agit 
'que  dt  trouver  ce  développement. 

Cela  posé ,  la  nature  de  la  question  exige  que  l'équation 
y&=^a;  ait  été  déterminée  de  manière  que,  quelle  que 
6oit  k  valeur  de  x^  ^n  ail'tonjoun  ^1  >  2,  ou  ^,  <^  Z|: 
-0n  Taisenaant  ceopu  dam*  la  tbéorie  des  maxinm  et 
kmmimm  ordînaîres  (€77)9  on  voit  qu'il  faut  que  les  tennet 
4u  prenrier  ordre  aoîent  nuls,  et  qu'on  ait 

.  dZ   .  ,    dZ   .  ,     dZ  .   ,„  dZ 
,-.-g-.+/r.^+*'._  +  A"._  +  e.c.  =  o. 

'L'une    des  deux    quantités  Ar  ou  1,   étant   une  fonction 

arbitraire  de  x ,   on   peut  supposer  .  •  •  •  • • 

4  =  fl4"^  (^ — ^)  +  i^  (^ — X)*-f-etc.,  X,  a,  ^,  c. ., 
étant  quelconques  :  or  comme  cette  équation  et  ses  difTé-r 
rentielles  doivent  avoir  lieu,  quel  que  soit:r,  elles  devront 
subsister  lorsque  j:=X,  ce  qui  donne  ilr=a,  kz=zh^ 
k9=:zc,f,,  donc  notre  équation  ne  peut  ^tre  satisfaite | 
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vu  rindppendance  de  a,  3,  £,.••.•  à  moins  qae  chaqaé 
terme  ne  soit  nul.  Ainsi  elle  se  partage  en  autant  d^autres 
qu'elle  renferme  de  termes  ^  et  on  a 

dz       dz       dz       dz    ..  àz 

— :0, -:: — =0, -; — rSziO, -; — n  =0,  •  •  é  •  *  .  " 


'  Jr         '<ly         'dj^         ' djrC 


"j 


(lï)  étant  l'ordre  le  plus  élevé  de  y  dans  Z.  Ces  diverses 
équations  devront  s'accorder  toutes  entre  elles,  et  subsister 
en  même  teras ,  quel  que  soit  x.  Si  cet  accord  a  Heu  9  il  y 
aura  maximum  ou  minimum ,  et  la  relation  qui  en  ré-^ 
sultera  entre  ^  et  x  sera  l'équation  cherchée  y  =^  çx  ,  qui 
aura  la  propriété  de  rendre  Z  plus  grand  ou  plus  petit 
que  ne  pourroit  faire  toute  autre  relation  entre  x  cl  y^  On 
distinguera  le  maximum  du  minimum,  suivant  les  théo- 
ries ordinaires  ,  diaprés  le  signe  des  termes  du  tT.  ordre. 

Mais  si  toutes  ces  équations  donnent  des  relations  dii^ 
férentes  entre  x  et.j^,  le  problème  sera  impossible  dans 
l'état  de  généralité  qu'on  lui  a  donné  :  et  s'il  arrive  que 
quelques*unes  seulement  de  ces  équations  s'accordent  entre 
elles ,  alors  la  fonction  Z  aura  des  maxima  et  minima 
relatifs  à  quelques-unes  des  quantités  x^ y^y'^y^^m.m* 
sans  en  avoir  d'absolus  et  de  communs  à  toutes  ces  quan- 
tités. Les  équations  qui  s'accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui. établissent  les  maxima  et  minima  relatifs. 
Et  si  on  ne  veut  rendre  X  un  maximum  ou  un  minimum 
que  par  rapport  à  l'une  des  quantités  x^ y^ y\y^^ ,  ,  m. 
comme  alors  il  ne  faudra  satisfaire  qu'à  une  équation  ^ 
)c  problème  sera  toujours  possible. 

817.  11  suit  des  considérations  précédentes  que 
I®.  Les  quantités   a:   et  ^  sont   dépendantes  Tune    de 
l'autre ,  et  que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme 
si  elles    étoient    indépendantes,   puisque    ce   n'est  qu'un 
procédé  de  calcul  pour  parvenir  au  résultat. 
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'  1*»  Ces  variations  ne  sont  pas  infiniment  petites;  et  si 
on  emploie  le  caicnl  différentiel  pour  les  obtenir,  ce 
n'est  que  comme  un  moyen  expédiiif  d'avoir  le  second 
terme  du  développement  ,  le  sei^l  qui  soit  ici  néceâ^ 
saire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à  des  exemples. 

I.  Prenons  sur  Taxe  des  x  d'une  courbe  deux  abscisses 
m  et  71 ,  et  menons  des  parallèles  indéfinies  à  l'axe  des  x  : 
soit  yz=z^x  l'équation  de  cette  courbe  ;  si  par  un  point 
quelconque  on  mène  une  tangente ,  elle  coupera  nos  pa— 
rallèles  en  des  points  qui  ont  (6^8)  pour  ordonnées... 
y^y  (w» — x)  ^^  y -{•  y  (»—«).  Si  la  forme  de  ^ 
est  donnée  ,  tout  est  ici  connu  ;  mais  si  elle  ne  l'est  point  ', 
on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro- 
priété d'avoir ,  pour  chaque  point  de  tange nce ,  le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre 
courbe.  On  a   ici 

Z={y+(^m  —  x)y}{jr+(^n  —  x)y} 

.       .         AZ      dZ  dZ       .,  ,        .  ,     - 

en  cherchant  -a —  >   -^—  et  -r--  ,   il  sera  très  -  aise   de 

dx       Qjr  ay 

reconnoître  que  les  r^ultats  égalés  k  zéro  donnent  des 
équations  incompatibles  entre  elles  ,  tant,  que  m  est  dif- 
férent de  n  (abstraction  faite  dej^=  o ,  qai  donne  l'axe 
des  x)  ;    ainsi  Z  n'est   pas  susceptible   de  remplir    les 

conditions  de  la  question.  Mab  si  in=n ,  on  a , 

^:=:(jr-J-  (m— x) y')*  ;  d'où  on  tire  trois  équations  aux- 
quelles on  satis&ità  la  fois  en  faisant^ -{-(m — x) y  z=zOy 
ou  jix  -J-  (m— X,  Ajzszo,  En  intégrant  on  àjz=:C  (m — ^x], 
équation  d'une  droite  :  cette  relation  rend  vbiblement  Z 
un  minimum \  car  Z  est  alors* nul,  et  cette  fonction  est 
positive  dans  toute  «utre  hypothèse* 


^^4  tLxSkCxt  iiiTà&ium. 

li.  QimHis  int  la  courW  pouc  InqucU»^  a».'diacuii:  de 
«es  pomtSy  le -carré  de  la  sous  -  nonnale  aiigniiinlé  au 
l^abscKse ,  soH  mn  minimum  F  On  a  Zr^  (ijtyf  ^sty^ 
d'oà  on  tire  trois  équations  qui  s?accoiideut  on.  faisant 
jy-f-x=o,  et  par  suite  a?"* -|- y' =  r*.  Donc  tous  les 
cercles  dévrrûs  de  Torigine  comme,  centre  ,  satisfont  seuls 
à  la  questioq. 

di8.  La   théorie  que  nous  venons  dVxposer  n^est  pas 
d^une  grande  .étendue,  mais  ellt  sert  de  développement 
préliminaire  ,  utife  pour  rintelligence  du  problème  beau- 
coup plus  intéressant  qui  nous  reste  à.  résou4re.  11  s^agit 
d'appliquer  tou&  hs  raisonnemens  précédens  à  une  fonc* 
tion  de  la  forme  J'Z  :  le  signe  J'  indique   que  la  iîonc— 
tion  Z  est  difTéientielle ,  et  qu'après  Tavoir  intégrée  entre 
des   limites  designées  j  on  veut  la  fôfire  jouir   des   pro- 
priétés  précédentes.  La  difficulté   qui  se  rencoi^tre   ici  y 
vient  donc  de  ce  qu'il  faut  résoudre   \e.  problème  sans 
faire  l'intégration  ;  car  on  voit  asser  qu'il   est ,   en  gé— 
aérai ,  impossible  de  ^exécuter. 

Au  lieu  de  représenter  par  i  et  A;  les  accroissemens  des 
variâtbtes  ,  nous  emploierons  le  signe  ^  ;  -de  sorfe  que  ^je  ^ 

fy^ seront  des  fonctions  quelconques  de  x,  j^, .  •  •  •  •  . 

qm  désigneront  ks  accroissemens  àe  ces  variables,  i^reîl* 
lement  âx  devenant  d  (  xr^-fsc  )  ciPôttra  d«  ^x  ;  <|»jb 
crohra  de  d'^jt,  etc.  Observons  que  les  variations  indi— 
qtiées  par  le  aîgÂe  ^  sont  finies  ,  et  tout-a-fait  indépen- 
dantes de  celtes  qtte  désigne  la  caractéristique  d  :  les 
opérations  auxqàéHes  ces  sîgnfes  se  rapport^kit  étaiit  pa- 
ireillement  indépendantes  ,  Tordre^  dons  lequel  on  les 
exécutera  doit  être  indifTérent  pour  le  résultat.  De  sorte 
que  t^.éx  et  d.ix  sont  deux  choses  identiques  ,  aussi 
bien  que  d"^*  et  i*.àfijc  ; . . .  •  et  qaeJi^U  et  ifU, 

SpitdoncZ  une  fonction  i%  x^  j^^  /^  dx,   èy^    d^  ^ 
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ti^Xf  iy^  i^g^ il   s^agît  d'éublir  des  îrelations  entré 

x^y  et  r  de  manière  que /Z  soit  un  maximum  ou  un 
minimum  entre  des  limitée  désignées.  Afin  de  rendre  les 
calcuk  plus  symétriques  ,  nous  ne  supposerons  aucune  dif-* 
férentielle  constante  :  d^ailleurs  nous  n'introduisons  ici  que 
trois  vaiiablesî  parce  qu'il  sera  aise  de  généraliser  les 
résultats ,  et  que  ce  cas  suffit  pour  entendre  la  théorie. 
Pour  abréger,  remplaçons  àx ^  d*«...  ày,  d^, ..«etc. 
par  «I ,  dCyf-,  •  •  •  y^  9  ft/f  •  •  *  ^^' }  ^^  wne  que 

CeU  posé,  A  Xi  y  tx  z  reçoivent  des  accroîssemens 
arbitraires  et  finu  fx  ^  iy,  /r,  dx  ou  x,  deviendra... 
d  (x+i'x)=iix'^i'ix:=:zXf'^i'Xf  :  de  même  Xf,  crohra 
de  i'Xff ,  et  ainsi  des  autres  ;  de  sorte  qu'en  développant 
Z„  par  le  théorème  de  Taylor  et  intégrant ,  /Z  deviendra- 

niZ  àÉ  iÈ  àZ  AZ 

àZ  àZ  iZ  àZ  )      /* 

et  on  observe  que  la  condition  dn  maximum  et  du  niint-* 
mum  exige  que  Fintégrale  des  termes  du  premier  ordre' 
soit  nuMe  entre  1^  limites  désignées*,  et  cela  fuels  que 
soient  t'x ,  i'y  et  /x  ;  ainsi  qu'on  Ta  vu  précédemment* 
Prenons  la  différentielle  de  Z,  en  regardant  x,  «;,  «;/• . . 
y^  y, ,  yf,  ; .  •  • .  etc.  Comme  autant  de  variables  indépen-^ 
dantes ,  nous  aufons 

iZ=Màx'^Ndx,+PiXf,'-{-tic.'^mdy'\^ndyf^pdy,,'^etc, 

Mj  jy, .  •  .m^  Il f  •  •  •  fày  f  ) •  •  •  étant  les  coefficiens  des  dif^ 

férences  partielles  de  Z  par  ranK>rt  à  Xf  Xf^...  y^y,..». 

A.  3o 
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X.  Z/,,*.  traités  comme  autant  de.  variables.  Si  on  eàt 
pratiqué  cette  différentiation  absolumoiit  de  la  même  ma— 
DÎère  en  employant  le  signe  i",  on  auroit  eu 

/2:=  A/J^o: -f- iV^.  dx  4- P; .  d'or  +  Ç^.  d'x + etc.  ^ 

4-m  Jy  4-  ni.dy  -{-pi'.dy  +  yj'.d^j  -f-etc.  >*....  (>f  J. 
4-^^^^  -f-  K^  .clz  +  îr^.d^z4-;^;^.d^^-f-etc.  * 

• 

Or,  cette  quantité  est  précisément  celle  qui  efct  sous  le 
signe  f  dans  les*  termes  du  premier  ordre  de  sytre  déve^ 
loppement  :  en  sorte  que  la  condition  du  maximum  oa  du 
minimum  demandée ,  est  <}ue  /JJ8r  =  o  ,   entre  les  limites 
désignées  f  quelles   que  soient  les  variations  ^x^  Jy,  /«-. 
Observons  quUci  ^  comme  précédemment  ^  le  calcul  dif- 
férentiel n'est    employé    que  comme   un   moyen    facile 
d'obtenir  Passenibiage  des  termes  qu'il  faut  égaler  k  zéro  ; 
de  sorte  que  les  variations  sont  encore  ici  finies  et  quel-» 
conques.  D'ailleurs  dans  chaque  cas  particulier  ^  on  ob- 
tiendra  ai^ment  la  H^leur  i'Zj   c'est-i^ndire  les  quantités 
Mj  iV, . . . .  m  f  72, ... .    qui  composent  l'équation  (^j^  y 
dont  le  nombre  de   tertnes  est  limité  :  il  suffira  de  diffé- 
.rentier  Z  en  employant  le  sigile  i  ^  et  regardant  x^jr^  r, 
dx^  dy,.  dr^.'.é ..    comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes. '' 

Nous  avons-  dit   qu'on  pou  voit  mettre  d.^o:  au  lien 
dé  i'dx  ;  ainsi  la  première  ligne  de  l'équation  équivaut  à 

AUx  +  M.i'x  +  Pd»<^x4-  Çd^ .  fx  +  etc. 

ilf,  iV,.«. .. .  contiennent  des  différentielles,  de  sorte  que 
le  défaut  d'homogénéité  n'est  ici  qu'apparent.  Il  s'agit 
maintenant  d'intcgfer  :  or,  la  suite  du  calcul  fera  voir 
qu'ail  est  nécessaire  de  dégager  du  signe  y,  autant  que 
possible  ,  les  termes  qui  contiennent  d/:  Pour  y  parvenir 
on  emploie  la  formule  àe  l'intégration  par  parties,  p.  335  : 
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de  sorte  qn^on  obtient 

JNA.ix=N  t  x—JiN.fx 
JTà,lx=  Pilix  —  AP.^x+fà^P.S^x 

jqàKix:=QAix—AQA.ix+à\q,^x—j&^q.ix. 

En  réunissant  ces  résultats  ,  on  a  cette  suite  dont  «la  Ui 
est  facile  à  saisir 

+(p-.dÇ+d7{-...)d.;*+;Ç-dB+...  A\iX'\'[R'„.)d>,fx. 
LMntégrale  de  (^)y  ou  fAZz=.Oy  devient  donc 

(J?)...y^M-diy+d'P-../,J:r+m-drt+d/;..0/j+V^.+...y-r}==o 

i(iV-dP+d*Ç....)/^-H(«-d/»+d'y...)Jîy  \  M»+..Ocr^ 
4-P-dÇ+d^/{...,dJjt+(^-d^4.d*r...,d7j'+>-d;ç+...)dj!» 
-(.  (Ç— dii+ . .  .)d.^ + «le.. . + j%:=o 

JT  étant  la  instante  arbitraire.  Nous  avons  coupé  notr« 
équati'^n  en  deux  ^  parce  que  les  ternies  qui  restent  souf 
le  signe  y  np  pouvant  être  intégrés  à  moins  qu'on  ne 
donne  à  ix  ^  iy  ^  iz  des  valeurs  particulières ,  ce  qui 
est  contre  T  hypothèse ,  JiZ  ne  peut  devenir  =  o ,  à 
moins  que  ces  termes  ne  soient  nuls  à  part  ;  et  flacme 
si  la  nature  de  ta  question  nViablit  entre  èxyjy  et  «r, 
•ucune  relation,  Tindépcndance  de  ces  variation^  j^^îg^ 
que  réquaiioo  (fi)  se  partage  en  trois  autres  :    . 

b  =  M—  d^4- d'P—  à'Q  +  dm  —  etc.  \ 

Os=m  — df»  «f  d*;^— d'^ -I- éV — e^te.  \ (D)* 

o  sEae  ^  —  d»  -J-  d'r  —  d';c  +  **V  "~  ^'^-  5 

8ig.  Avant  d^aller  plus  loin  ,  il  convient  d^expliquer 
Tosage  de  ces  diverses  formules. 

I.  hts  éque lions  D  sont  différeBtielIcs,  entre  x  y 
et  jT  :  elles  ne  peuvent  d*ailleurs  expritair  des 
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distinctes  |  puisqu'elles  détermineroient  des  valeurs  namé- 
riques  pour  les  variables  :  dans  ce  cas ,  la  question  seroit 
absurde.  Ainsi  les  relations  D  ,  sont  les  équations  cher- 
cbées.  Si  la  question  proposée  se  rapporte  à  la  géomé- 
trie, ces  équations  différentielles  sont  celles  de  la  courbe 
ou  de'la  surface  qui  jouit  de  k  propriété  demandée. 

II.  Comme  Tintégration  est  effectuée  et  doit  être  prise 
entre  les  limites  désignées ,  les  termes  qui  restent  et  com- 
posent r équation  (C)  se  rapportent  à  ces  limites  :  cette 
équation  {C)  est  devenue  de  la  forme  Hl  -f-  £  =  o,  X  étant 
une  fonction  de  x,  y^  Zj  ix^  i'y^  ^r,.  • .  Marquons  d'un 
et  de  deux  accens  les  valeurs  numériques  de  ces  variables 
à  la  première  et  à  la  seconde  limite.  Comme  Tintégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limites  ,  il  faut  marquer  les 
divers  termes  de  Lj  qui  composent  T équation  (C)  ,  d'a- 
bord d'un,  puis  de  deux  accens  ;  retrancher  le  i*'.  résultat 
du  second,  et  égaler  à  zéro  (74^)  :  de  sorte  que  Téquation 
L^  —  X'  =  o  ne  renferme  plus  de  variables  ,  puisque 
â;,  t'Xj  .  .  .  ont  pris  les  valeurs  x\  fx'^  .  .  .  x^^  t^x"» 
assignées  par  les  limites  de  l'intégration.  On  ne  doit  pas 
oublier  que ,  dans  toute  la  suite  ,  les  accens  se  rapportent 
aux  limites  de  l'intégrale  et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 
Il  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

.  I*.  Si  les  limites  sont  données  et  Jixes  (*) ,  c'est-à-dire 
si  les  valeurs  extrêmes  de  jc  ,  jr  et  jb:  sont  constantes , 
comme  ^«',   d.J^or',  etc.  ^x^,  d.J^jc*,  etc. ,  sont  nub, 


(*)  Ce  CM  revient ,  en  géométrie  ,  à  celui  où  bn, cherche  mie  coathê 
^pii,  oatre  quVlie  doit  jouir  de  U  propriété  de  maximum  ou  mi^ 
itimum  demandé ,  doit  encore  paMer  par  deux  points  donné».  I  et 
équationt  (D)  sont  celles  de  la  courbe  cherchée  ^  on  en  détenninft 
Ici  comuintea  par  Ui  condition  tfoit  octto  conilit  pWM  par  les  dcus 
poiius  dent  il  s'agit. 
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km  les  ternies  de  L'  et  L^  sont  nuls ,  et  IVquation  (C) 
est  satisfaite  d* elle-même.  Alors  on  détermine  les  cims-^- 
tantes  que  Tintégration  introduit  dans  les  équations  (D) 
par  les  conditions  que  comportent  les  limites. 

2^.  Si  Us  Umitws  sont  arbitraires  et  indépendantes  , 
alors  chacun  des  coefBciens  de  i'xf  ^x^.  .  .  dans  Téqua*- 
tion  (C)  est  nul  en  particulier. 

3*.  S*iù  existe  des  équations  de  conditions  pour  les 
limites  {*) ,  c'est-à-dire  si  la  natare  de  la  question  lie 
entre  elles  par  des  équations  quefques-unes  des  quanti: es 
af  ^y^^  z*,  x*,^^,  ir*,  on  se  servira  des*  différentielles 
de  ces  équations  pour  obtenir  plusieurs  des  variations 
isc^^  ly  ^  i'gf^  i'sc^^  etc.' ,  en.  fonction  des  autres  ;  en 
substituant  dans  £^«— X^=:  o ,  ces  variations  se  trouveront 
séduites  au  plus  petit  nombre  possible  r  ces  dernières  étant 
absolument  in^peadantes ,  Féquation*  se  partagera  en  plu* 
sieurs  antres  ^  en  égalant  leurs  coefficiens  à- zéro. 

Au  tieu  de  cette  marche  on  peut-  prendre  la  suivante  qui 
est  infiniment  plus  élégante.  Soient  v  =  a,  (»=a,  .  .  • 
les  «quations  de  conditions  données ,  on  multipliera  leurs 
variations  èuytv ^  .  .  .  par  des  indéterminées  A,  A%  .  •  .  ; 
ce  qui  donnera  A/ti-|-  a'^*'  +  •  •  *  Ajoutant  cette  somme 
à  X^  -—  X%  on  aura  / 

Xf  .- X' +  A^w' +  A'>i' +  .  .  .£=0.. 

On  traitera  toutes  les  variations  /x',  /x^^  . .  .  comme* 
indépendantes ,  et  égalant  leurs  coefficiens  à  zéro ,  on 
'éliminera  entre  cc3  équations  les  indéterminées  a,  a^,.  .. 
On  parviendra  par  ce^calcul  au  même  résultat  que  par  la 

i 

(*)  G>la  u^nîGe,  en  géom^tiie.,  que  lâ  courbe  cherchée  doit  être 
«vminée  à^  de» .  point»'  qui  ne  lonc  plus  fixes ,  maû  qui  doivent  âir* 
situés  iiir  deux  couibes  ou  deux  tur&ccs  doniuîes.: 
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inëthode  précëdente  ;  car  on  n^a  fait  qiie  ides  opÀ^irioni 
permises  ,  et  on  obtient  ainsi  le  lo^me  nombre  d%*quations 
finales.  Ce  calcul  revient  à  la  méthode  d'éUminaiioa  don- 
née dans  Taigèbre  (ii3). 

Il  faut  ob&erver  qu'on  ne  doit  pas  conclure  de  v  r=Oy 
qu^aux  limites  on  ait  di/  r=  o ,  .  .  .  ;  ces  conditions  sont 
indépendantes  ,  et  peuvent  fort  bien  ne  pas  co-exîs|er.  Si 
toutefois  la  chose  avoit  lieu  ainsi  {^) ,  il  faudroit  regarder 
du  :=  o  , . . .  comme  de  i^ouvelles  équations  de  conditions, 
et  outre  le  xi'u^  il  faudroit  aussi  comprendre  a' /du,  .  . . 

4*^.  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  Vant  des  limites 
est  fixe  et  la  seconde  assujétie  à  certafines  conditions  on 
mémo  tout-à-fait  arbitraire.  (**)  ,  parce  qu'il  rentre  dans 
les  trois  cas  précédens.  * 

III.  11  pourroit  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  question 
assujétit  les  variations  ^x^  ^y  et  ^z  à  de  certaines  condi- 
tions données  par  des  équations  i=o ,  î  =o , . . ,  (***)  ;  «t 
^ela  indépendamment  de«  limites;  comme,  par  exemple, 
lorsque  la  courbe  cherchée  doit  être .  tracée  sur  une  sur- 
face courbe  donnée.  Alors  IVqnation  {B)  ne  se  partageroit 
plus  .en  trois ,  et  les  équations  (Jï)  u'auroient  plus  lieu.  Il 
feudroit  d'abord  réduire ,  comme  ci-dessus ,  les  variations 
au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  (JB)  à  Taide 
des  équations  de  condition ,  et  égaler  à  zéro  Les  coefficiens 
des  variations  restantes.   Ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 

»     ■  ■!  ■  .  ■■  ■  I  ■  ri>         ...      ■        I.  — 

(*)  2>''il  Réagit  d^une  question  de  géométrie ,  la  comiie  cfaerdice 
doit,  dans  ce  cas,  avoir  à  sii  limite  un  contact  d''nn  certain  ordre 
avec  la  courbe  ou  Ja  surf  ice  dont  réquation  est  v  =  o. 

(**)  Alors  la  courbe  cherchée  a  une  de  ses  extrémités  assujétie  • 
passer  par,  im  point  fixe  ,  tandis  que  Tautre  doit  âtrc  quelconque ,  ou 
située  «ur  une  couri>e  ou  une  sur&çe  donnée. 

{*■**)  La  cciurbe  demandée  doit  ,  dans  oe  cas ,  ètie  décrite  ftf 
une  surface  donnée* 
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ajouter  ^  (B)  les  termes  Kft  -f-  A'^l  +  «le*  ;  regarder  en- 
suite fx,  iy^  i"z  comme  indépendantes,  et  éliminer  les 
indéterminées  A,  A',  /.  . 

Nous  ferons  obsenrer  que  dans  les  cas  particuliers ,  il  est 
souveqt  plus  court  et  préférable  de  faire  sur  la  fonction 
donnée  Z  tous  les  calculs  *qui  ont  conduit  aux  équations 
(JB)  et  (jC) ,  an  Heu  de  comparer  chaque  cas  particulier 
aux  formules  générales  précédemment  données. 

2.  Applications. 

Sao.  Tek  sont  les  principef  généraux  du  calcul  des 
variations  :  appliquons-les  à  de»  exemples ,  afin  de  faire 
mieux  saisir  les  détails  précédemment  exposés. 

L  Quelle  est  la  courbe  CMK  dont  la  longueur  MK  com^    ^ 
prise  entre  deux  rayons  'pecteurs  AM  et  AK ,  est  la  plus 

petite  posdble  F  La  formule  (707)  donne 

s  =y*  ^(j^dl*  -f-  dr*)  ss  minimum  ;  on  tire  de  la  varîalîon 

„  --       r^Ak  rdé'  àr 

En  mettant  pour  As  sa  valeur ,  et  en  éliminant  d^  entre 
ces  équations,  on  reconnolt  qti^elles  s^accordent,  en  sorte 
quMl  suffit  d'Intégrer  la  i''*.  Mais  la  perpendiculaire  abais- 
sée  de  Toriglne  A  sur  une  tangente  quelconque 

TM  est  =  AM  x  sin  ^JlfTs  rsin  /3,  qui  équivaut  ii  .  . 
r  tanff  $  r'dj  r'^Aê 

-77 — r—- ^^ — -^  OU  '    -    I    ■      j  V  5=  T-^  S   et  comme 

V(i  +  tang';8)         ^ (r»dé'  -f-  d/-)         ^5 
cette  perpendiculaire  est  ici  constante  ,  la  ligne  cherchée 
est  droite.  Les  limites  M  tt  K  étant  indéterminées ,  elle» 
n'ont  pa6  exigé  remploi  dés  équations  (Q. 
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II.  TrowêT  la  plus  courte  ligne  entre  deux  poùtts^  don^ 
jnés,  ou  deux  courbes  données» 

La  longueur  s  de  la  ligne  est/Z  =/^(d«»+  dy  +  ^")» 
(696)  ;  il  s'agît  de  rendre  cette  quantité  un  minimunt  enlce 
les  limites  désignées.  On -«a  déduit  aisément 

45         -      as      '         as 

et  comparant  avec  la  formule  {A')  on  trouve 

dx  c^  dJr 

flf=o,  m=o.  HS=o,  JV=^,  ns=2^,  ,==  ^  .- 

« 

les  autres  codficiensjP,^^  tr^  •  •  «sont  nul».  Les  équations  (Dy 
deviennent  donc  ici  dr— j=:o,,d|^  j=o,df -r- j=or 

d'où  on  conclut  dx  &=  aàs  ,  dy*  =  bas  et-  dir  =  rds.  £n 
carrant  ces  trois  équations  ^  et  ajoutant ,  on  obtient  .  .  .. 
a'  ^  ^>  -}.  ^*  r=:  I  ;  ainsi  ces  équations  sont  compatibles 
entre  elles ,  lorsqu'on  détermine  l'une  des  constantes  a^  b. 
et  c  par  cette  condition.  Par  U  divisiont,  on  trouve  .  ^ 

Ax        a  ^  Ax        a  ' 

bx  =1  ay  -^  a'  ^  ex  :s:.  ax  •{-  1/ , 

ce  qui  apprend  que  les  projections  de  la*  ligne  chercha 
sont  des  droites  ;  ainsi  cette  ligne  est  elle  ^  même  une 
droite. 

•  - 

Pour  en  déterminer  la  position ,  il  faudroit  connoîtr» 
les  cinq  constantes  a^  b^  c^  a'  txb'.  S'il  s'agit  de  trouvée 
€a.  la  plus  courte  distance  entre  deux  points  fixes  A  et  C 
donnés,  [x'y'z^)^  (x^X^  x^)y  il  est  clair  que  ta/lx''  i'yf..^ 
scrnl  nuls  et  que  l'équation  (C)  a  lieu  d'elle-même.  Ki^ 
assujétissant  nos  deux  équations  à  étrci  satîs&ites  lfiKqa!o«i 


I 

I 
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y  substitue  ces  coot  données  respectives  pour  x^ytiz^ 
on  obtiendra  quatre  équations  entre  les  constantes;  ce  qui 
résout  le  problème,  puûqu^on  a  cinq  équations»  en  y 
comprenant  «'  -4-  ^^  -|*  ^*  =  <• 

Supposons  que  la  seconde  limite  soit  un  point  fixe  C 

dans  le  plan  xy* ,  et  la  première  une  courbe  jiB  situéct 

aussi  dans* ce  plan;  Téquation  bx=say  +  i/  suffit  alors. 

Soit  y  TTzJx^  réquation  de  AB  ;  on  tire  iy  =  A  iaf  ; 

df  d'K 

réquation  (C)  devient  i=r  —  .J^x-f-  j-./y;  et  comme 

la  seconde   limite  C  est  fixe  ,  il  suffit  de  combiner  en- 

semble  les  équations  iy  zsiAi'acf  ^   et  ... 

dx' .  /x'  +  dy  .  /^  —  o.  En  éliminant  ly  on  obtient 
dx'  +  AAy  =  o.  On  auroit  pu  aussi  multiplier  Téquation 
de  condition  Jy  —  Alx'  =  o  par  Tindéterminëe  a  ,  et 
«jouter  ^  L\  ce  qui  eût  donné 

dx'  dr' 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autret 
àx*  .  dy' 

Eliminant  A ,  on  obtient  de  même  dx'  +  Ady  s=  o. 
Mais  puisque  le  point  j4  {sB^y)  9  est  sur  notre  droite  AC^ 
on  a  aussi  hda/=sAA^';   d'où  a:r=  —  6Aj    et 

d  V  1  .     , 

r^  =—  —  ;  ce  qui  fait  voit  que  la  droite  AC  est  nor- 
male (678)  â  la  courbe  proposée  AB.  La  constante  «f 
se  détermine  par  la  considération  de  la  seconde  limite. 

U  scrok  facile  d'appliquer  le  raisonnement  précédent 
•ux  trois  dimensions ,  on  parvimdroil  à  la  même  consé* 
fuence  :  on  peut  donc  conclure  qu'en  général  la  plua 
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Ca-    «r,Mia^  =  o,  et  on  en  déduit 

-  ix  dr  ^ 

Comme  on  a  /«^  =  o^  ^«''^  =  o»  51  »«ffi^  de  rendre  L* 
nul,  en  ayant  égard  à  la  première  limite  qui  est  ue« 
courbe  yffl  dont  a/  =7^  est  Téquation  donnée.  On  en 
déduit  ix'  —  Jt'z^z=  o  'y.  multipliant  pas  A^  ajoutant  à  X% 
on  trouve  les  deux  équations 

do/  ,  dz"  . 


f 
En  éliminant  A,  on  obtient d^''  +  Mx^=:  o.  II  est  ▼isible- 
maintenant  que  h  cycloide  devra  couper  à  angle  droit  la 
courbe  donnée  AB  ;  la  constante  k  sera  déterminée    en 
comparant  Téquation.  de  la  çydoïde  à.  la  précédente.  On 
trouveroit  dans  les  trois  dimensions  la  même  consëqaence^ 
C3.    de  sorte  que  la.  courbe  de  plus  rite  descente  d.^une  coorbe 
quelconque  CD  à  une  autre  ARj  est  une  eycloïde  A'C^ 
normale  à  ces  deux  dernières.  La-  même  chose  auroit  aussi 
lieu   pour  deux,  susfaces  courbes ,.  ainsi-,  qu'on*  peut  sVa 
convaincre. 

Si  la  courbe  devoit  être  tracée-  sur  nne  aarfaoe  don* 
i^ée  par  son-  équation  u  =:  o ,  l'équation  (i^  ne  se  par- 
tageroit  en  trois  autres  qu'après  avoir  ajouté  a/u,  ce 
qui  donneroit  au  lieu  .des  équations  (i)^  trob  éqpa  lions 
entre  lesquelles  éliminant  a  ,  on.  aucoit.les  équations  de  la 
courbe  cherchée.  Si  on  a  voit  pour  limites  deux  points 
fixes ,.  les  constantes  seroient  déterminées  par  la  condi-- 
tion  que  la  courbe  passât  par  ces  deux  poinU  :  lorsqu'on 
a  pour  limites  deux  courbes ,  celle  qu'on  cherche  doit 
les  couper  à  angle  droit  comme  'ci-dessus.  Ainsi  le  restft 
du  problème  est  le  même  dam  les  deux  cas.. 
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IV.  ÇuêUe  est  la  courbe  CM  dont  la  îongutur  s  soit    ^^^ 
e ,  qui  ^kosse  en  Ç»  et  en  M ,  e /  qui  intercepte  entn 

^es  ordonnées  terminales  BC  PM  et  l'axe  Ax^  l'aire  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  F  II  'est  clair  que  Jyàx 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum ,  Tare  s  étant 
constant  :  il  faut  donc  combiner  la  Tariation  de  J^dx 
i^vec  celle  àe/\/  (dx*  -f-  4x*  )  "*  const.  =  o ,  suiTant  ce 
qu'on  a  vu  819 ,  III 1  afin  de  pouvoir  partager  Tëquatioa  > 
B  en  deux  autres.  On  trouve  pour  la  variation  corn-- 
plète 

J  [yi^àx+ixfy+ X-.^£ =^1=0^ 

d'où    Af=a,2Vt=jr4.;i  —  ^ma=ç  dx,  n=A-j^, 

dx  dy 

Soit  qu'on  intigre  Tune  on  l'autre  de  ces  équations^ 
on  parvient  au  même  résultat,  ce  qui  prouve  qu'ellii 
sont  identiques ,  et  oa  ne  doit  pas  éliminer  A  entre  elles. 
JLa  i**.  donne 

La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle;  suivant  qu'il  tourne 
sa  convexité  ou  sa  concavité  à  l'axe  des  Xj  l'aire  est 
un  minimum  ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les 
constantes  e  cf  ti  x  par  la  condition  que  le  cercle  passe 
par  les  points  C  et  ilf ,  et  que  l'arc  CM  ait  la  loi^ 
gueur  exigée.  Tel  est  le  plus  simple  des  problèmes  S^Isa-^ 
périméties. 

V.  Quelle  est  la  amrbe  AM,  pour  laquelle  Taire  BCMP    5i« 
^it  donnée ,  Parc  CM  étant  le  plus  court  possible  f  Oa  a 
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iciy\/(djc*  +  ^')  c=  minimum  ,  avec  Id  condition.   •  • 
j^jp  — -  const.  c=  o.  £b  imitant  le  raisonnement  ci— dessus  ^ 
'    on  obtient 

Ax    ^  dy 

éqnations  visiblement  les   métnes  qae   celles  qne    noos 
venons  de  trouver  :  le  cercle  est  donc  encore  la    courbe 
demandée» 
aJ^       VI.  Entre  deux  rayons  vecteurs  AM,  AK  et  tare  MK|^ 
Vaire  donnée  MAK  est  renfermée  :  on  demande    fu^i/e 
doit  être  la  courbe  MX  la  plus  courte  possible  ?  On  doit 
avoir  s  =yV^  (djc'+  d^*)  =r  minimum^  avec  la  xon* 
dition  (681)  ^J'\  {xAy  ^^yàx)  sss  const  :  ce  qui  donné 
la  variation 

dx.^dx+dy.^dv        ^,      ^    .       ^i        ■      ..  .t 

, — ' — =^+iA(d/.^«+x.Wy--dx.#y--^.#dx===o, 

ëotIC  ixdf-d^£-.lAj^±=:0,  lXdjt^^-^4  iX*^=:0. 

Ces  équations  s'accordent  visiblement ,  en  sorte  qu'il  suflSt 
d'intégrer  la  t'^.  ,  A  étant  une  constante  arbitraire  ;  il 
vient 

Yy4^ct^~  t^rï\yy^c)Ayi^àxi/  |t  — (Ay  +  c)«J, 

On  fera  '>,y  +  csst  j*^  et  rimégration  sera  facile  (71  a,  IV): 
on  trouvera  (a  x  +  *  )*  +  (  ^ï  +  c  )*  ±=  i ,  ou  si  on 
reut ,  (  aî  -|-  A  )'  +"  ( J  +  r  )*  c=  i*.  La  courbe  ^ber* 
cftée  est  donc  un  cercle ,  assuj^ti  à  passer  par  les  points 
M  et  /^  ,  et  à  former  Faire  MAK  de  grandeur  don-* 
née.  En  sorte  que  toute  Autre  courlre  ,  pàssaht  par  deux 
^oltits  'M  t\  K  dt  cette  circonféreûct ,  e»  fimbant  là 
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m^me  aîre,  auroit  l'arc  intercepté  dans  Tangle  MAK 
plus  long  que  Tare  du  cercle  ^  et  cela  quels  que  soient 
les  points*  M  et  K,  On  verra  de  même  que  le  cercle 
répond  aus»i  au  problème  inverse  :  de  toutes  les 
courbes ,  d'égaîe  longueur  entre  deux  points  donnés , 
quelle  est  celle  dont  Vaire  MAK  est  un  maximum  ou  un 
minimum  p 

T^II.  Parmi  toutes  les  courbes  planes  terminées  par  deux  5i« 
ordonnées  BC  PM  ,  et  qui  engendrent  dans  leurs  rés^o* 
lutions  des  corps  dont  Vaire  est  la  même  ^  on  den&nde 
quelle  est  celle  qui  produit  le  plus  grand  volume  ?  On  a 
y  iry^dx  =  maximum ,  ety  2  m  y  y/Qix^  4"  ^*  )  =  const. 
D*où  il  est  facile  de  tirer 

I 

Ces  équations  s'soconleiit  entre  elles ,  et  la  i'*.  donne 

^ fc— y^^y  ,,> 

Si  la  constante  «  =::  o ,  on  t/oûvè  ûjù ±z    ,:.  — r  $ 

d'où  (x  —  b'Y  +J^*  =  4*'  ;  équation  d'un  cercle  dont 
le  centre  est  en  un  lieu  quelconque  de  Taxe  des  x ,  et 
qui  doit  passer  par  les  deux  points  donnés*  Toutefois 
ce  cercle  ne  répondroit  au  problème  qu'autant  que  l'aire 
engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  CM  se  trouveroit 
avoir  l'étendue  exigée  :  en  effet,  l'équation  intégrale 
ne  renferme  que  deux  constantes ,  qu'on  a  déterminées 
par  la  condition  que  la  ligne  passe  par  les  points  >  C 
et  Af.  I^  solution  générale  du  problême  est  donnée  par 
l'équation  (i). 
VIII.  De  toutes  les  courbes  planes  j  d* égale  longueur 
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éntr^  deux  points  donnés  ;  quelle  est  celle  ^^  doHS  sm 
révolution  ,  engendre  un  ^polume  ou  une  aire  maxinnim  ? 
Dans  le  i".  cas  ^  on  a  y  »  j-'Ar  c^  maximum  (  697  )  « 
ti  fy/  (  àx^  -)-  dy^  )  :^=i  consi.  En  raisonnant  comme  ci«- 
dessus,  on  trouvé 

»  y*  +  -T-  =  c ,  d'où  Ax  s=  ■  ,  r    ^  "^         r- 

La  courbe  dont  il  s'agit  'ici  jouit  de  la  propriété  que 
son  rayon  de  courbure  Jl  est  =  ■  >  ainsi  qu^on 
peut  aisément  s'en  convaincre  (684f6*.  )  ;  en  eflet ,  on  a 

Cette  courbe  est  V Elastique ,  le  rayon  de  courbure  étant 
en  raison  inversé  de  l'ordonnée.  Outre  c  et  x,  on  a 
une  3'.  constante  ;  on  les  détermine  par  la  condition 
que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés  ,  et  ait 
la   longueur  exigée. 

Dans  le  ii*.  cas  ,  y  a  »  j^  ,\/  (  ir'  +•  4^*  )  doit  être  un 
maximum  C^S^)  j  «^  d  outrey^/  (dx'  +  Ay^  )  =  const. 
On  en  tire 

â  -nvàx  +  xAx  «  V   I  c^ 

"■   "^     /  '     ■ — ^ty  d'où  d± ïi^ --f-— /  I   ■■   ■ — y. 

La  courbe  demandée  est  la  Chaînette  (p.  349)9  dont 
l'axe  est  horisontal  :  il  y  a  maximum  ou  minimum  ^ 
suivant  qu'elle  présente  à  l'axe  des  x  sa  concavité  ou 
sa  convexité. 

IX.  Quelle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s ,  entré 
deux  points  JixeSf  pour  laquelle  /yis  est  un  maximum  | 
Où  trouvera  aisément 


(y  4- a)5-=^.  don  dxrs'  *^  t> 

X)a   obtient  la  teCme   tourbe   que    cMessos»    Comme 

SL —  est  Tordonnée  verticale  da  centre  de  {;ravité  d^ua 

are  de  coar1>e  dont  ^  est  la  loYigneur  (  Voy.  ma  tHé^ 
taniqae ,  n*.  64  )  9  on  voit  qae  le  centre  de  gravité 
d'un  arc  qaclcon<(ue  de  la  chaînette  est  plus  bas  que 
celui  d'un  antre  arc  tcinniïië  aux  mêmes  points. 

X.  En  raisonnant  de  même  pour  Jjr^àx  =  minimvm 
tï  Jyàx  ±=  conrt.  9  oti  trouve  j^*  -}*  .X  '^^  ^  *  ^°  plutôt 

fy^àx 
y  =  c  :  oA  a  une  droite  parallèle  aux  x.  Comme  "^^^—i- 

tsl  Tordomiëe  verticale  du  tentre  de  gravité  de  toute 
aire  plane  (Mécanique,  n*.  66),  celui  "d'un  rectangle 
vertical  dotft  un  côté  est  horisontal  est  le  plus  bas  pos- 
sible. En  sorte  que  toute  masse  d^eau  dont  la  surface 
supérieure  est  horisontale,  a  son  centre  de  gravité  1# 
plus  profondément  situé. 

Consultez  Tonvrage  d*£uler ,  intitulé ,  Mefhodus  inye» 
fûmJi  Umms  earyas  nmxmù  màUmw»  propnHaiêgatAntêst 
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64e  —655.-*  droulaiiea,  6S0  ■  Biiûer  en  partiec  ^Ica;  un  angle 
655.  —  éqnatieQ»  ,  639  ^  664»  ou  un  arc,  i6Q,.a«.  -  186 -« 
imégr^tioB  dei  éjuationa  dii-  908^01.-936  à  aSc^— 376. 
firentieUes ,  757.  V*  Equation»        —  une  ligne  droite ,  ai 3 


Int^gratioB.  Dtrjaeura     commcinrabiea     des 

DiflKrantieUea  pMtieUea,  664*—  équationa,  5i9.   —  du>  second 

801  —  8o5.  V,   Imitation,  »     degré, /-aa,  5*.  ->  5i5— 519. 

Equation»  DÎTiuble.  f  of  aa  Mulùple» 

Bifiërcntiaiiott  aane  le  tignay*  y  Biviaion,  5.  —  nombrei  entiers  , 


764.  19--*  91.  — -  fractions ,  3o    -  3^ 

TwnfTwions,  398.  4^  "  dédmalea,  47*  "  nom^ 

Discontigurs ,  discontinues,  (  Ibnc-  bres  complexes ,  58.  —  a)gçbri«* 

tions^  courbes)  814*  que  ,  98. 

Discussion ,  439  -^  4^^  \  ^^*  Droite.  Voyn  Tisne. 

Distance  entre  deux  droite» ,  974  DupUcadon  du  cube ,  4^^ 

— 677«.— eiMpe  deun  points | 

JBcMBLUide  tnnsveraaiai, 9i6*.  a'.  Agrf ,  t37  —  54t 9  III.  «^ 

plastique,  (conibe)   789  »i«—  54?  —  5o9.  —  3«.  dsgré ,   53(?' 

—  890 ,  Vni.  541  ,  JV.  —  4'.  dMi^ ,  538  — 
fliminaiion^  t*'.  desé,  III..—  54i ,  V.  -  à  9  ou  3  iennes,595»' 

degré  qudconqne ,  5o6  —  54'  r  composition  dés'  équations  , 

.    VC  -^  dans  Isa  équations  ditfé-  4§i  i  ^c* — résolution  générale , 

rentielles,  799.  5io  —  5i9««»5i6 — 59i— 54i« 

lUipse,  386.388-39(v.395-h(6o,  I.  —  679. 

I V ,  —  tangenrfs ,  4^4  --678.—  Bipation  au  carré  dèa  diUiénnoes  | 

diamètres  conjugués,  497—^98  .  017  ^-54 1  1 1l* 

—  439.  discussion  dfes  équations  Equations  à  plusieurs  inconnues  ^ 


44^  —4^  ""  459—- .•ira ^ ilfi*  !•».  degré ,  ui .  —  dcpé  qi»el« 
—  rsctiiioitiott,  759.'  conque,  5o6— 54i  1  Vl.  •*  in- 
Zmîers,  (nonfafcs)  i^  détemttaées,  i*'.  degré,  ii€*^ 
Epic^  doàe ,  47>  •  546.  —  9e.  dttpé  ,  549* 
Equâiions,  9.  —  i  nue  seide  in-  Equation  d^une  ligBe  plîme ,  366» 
^l'.depé»  104*544  -dMilD,  36f  —  6o4*-di» 


466 


Tabie  alphabétique 


s  actions  coniques ,  du  cercle,  de 

Tellipse  , f^,  ces  mots.  — 

d"'une  courbe  ,  4^>o*  —  d'une 
courbe  à  double  courbure,  on 
d'une  li^e  dans  Prapace,  6o3« 
d^une  droite  ,  6o4  —  6io. 

Equation  d^ine  sar^ce,  Sgg.  — ^ 
de  la  sphère ,  6oi ,  —  de  ses  pro- 
jections, d'un  plan,  606  —  oio. 
—  d^in  crlindre  ,  6o4  -~-6o7 — 
665  —  8  Ta.  —  d\ui  cAnc ,  608 
665  —  81 3.  —  d'une  surface  de 
révolution ,  609  —  665.  —  d'une 
courbe  à  double  courbure  en  gé- 
néral ,  6rt3  —  694  —  800. 

Equations  polaires ,  385  —  3^  -^ 

^399.-^02. 

Equations  identiques ,  49'  "^  494 

Equations  de  condition,  f^.  Con- 
dition. 

Equations'  différentielles,  638.  — 
à  trois  vari'ibhs  ,644  ••  79^  — 

•  7^'  —  intéj^ratjon  ,  767  ,  par 
séries ,  77^  —  leur  consiruction , 

•  773 — 779.  *•  lorsqu'elles  passent 


le  !«'. degré,  77t.  —  ^quat^m* 
horaof^ènes ,  759  —  763 ,  fV. — 
8o3.  IIL  —  équations  Nnéaire». 

•  F'.  '  inéaires. 

Equations  diflërentielles  partielles  , 
665.  — intégration,  I«^  ordre  ^ 
801 ,  etc.  —  «*.  ordre ,  8o5. 

Equations  linéaires,  f^.  Linéaires^ 

Equations  simultanées  {  intégrah- 
tion  ,  790.    • 

EquidifTércnces  ,  71  -*-  83. 

Equilatère  ,  (  M'perbole  )  4oo« 

Escompte  ,  81  ^  147. 

Excenti'icité ,  SgS» 

Explicite,  (fonction  )  note  499* 

Exponentielles,  note  499    ^7^  ""• 

•  571 ,  I.  —  6^.  — •  ieors  diffi^ 
-    reniielles ,  6/:|7  «—.656.  —  leurs 

intégrales  ,  796. 

Exposiint ,  I  Tk.  y^ôf^z  Puissance. 

Expression  la  plus  simple  des  frac- 
tions^ 55    -103—544  —  673. 

Extrartion   des    entiers    contenus 

•  dans  les  fractions  ^  3<0.  -^  des  ra- 
cines. Vo^ez  Racines. 

Extrêmes,  72. 


F. 


Facteurs  ,  3  —  11. —  décomposi- 
tion d^un  nombre  en  facteurs 
premiers,  27.  —  (acteurs  com- 
muns entre  plusieurs  quantités , 
35  —  I  o3  —  673  —  1 02. 

^cUûrsdu  i^'.  degré  d(*s  ^{ua- 
cions  et  des  polynômes  ,  491  ~^ 

>  67^.  -^  du  »«.  degrt» ,  49^i  5°. 
.  —  5i5  —  519  —  5^7  ,    etc. 

.    —facteurs  égaux,  510—^679, 

.m. 

)F*iicu*un  propra  à  rendre  intégroble, 

763  —  770.  t 

Figures  ,  (  nombre  )  4^86.  -7 

Fonctions ,  notes  499  *•■  ^^7*  — 
dérivées ,  5o  i  •—  63  7 .  —  algébri* 
ques,  9/f. — Jour  difTérentielIe  , 
699.  -  -  leur  im*»gpale,  712,  etc. 

•  —transcendantes,  exponentielles, 
etc.  Voyez  ces  lufws. 

Ponctions  irrationnelles,  iniégra- 

*  ks,  7^a  —  716-^700. 


Fonctions  ari)itniirM  ;  dîsparoî»- 
sent  par  les  difFérentirll«'s  parw 
tielles,  (i65. — leur  rétablissement 
dans  l'intégration,  801.  —  leur 
détermination,  81a. 

Formule  algébrique  ,  fo6  ,  ITT.  — 
dta  binooie,  4«o  --645  —  665. 
— de  Ta\lor,  6.^4*  "  cas  ou  eU<e 
.  est  ^n  défaut ,  657  692.  — — 
ses  limites ,  661 .  — -  usage  pour 
intégrer  pir  séries,  '•45  -^  775. 

—  do  Maclaurin ,  666.  —  dç 
BemouHv,  -44- 

Fovcr  de  la  parabole  ,  3()3.  ~  de 
l'ellipse,  397.  -  de  rbvperbole, 
4oi.  —  propriétés,  4<^  —  4** 
— /|i5. 

Fractions,. fractionnaires,  îM)     3r. 

—  lléd' lotion  au  niémr  dénomi- 
nateur ,  .'>'»,.  —  à'  la  nlu»  simple 
expres<ittM[» ,  35.  -*  opérations  , 
3q.— ^7  à  4oji.^  décimales,  y^ 


SES  MATifeRBS.. 
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«e  mol.  —  aliquotes,  57.  — 
fractions  de  fractions ,  4^.  — 
•pproumatives  d''an  quotient, 
49*  -—  d'une  radne.  V*  Appro- 
ximation. 
Frafctions  atgëbriqoes,  loi. — Leur 
difTérentielle,  633  —  Lieur  ior 
tégraie,  713  —  713  —  730,  etc. 


—Rationnelles  décomposées ,  ^^ 
' —  7i5  —  intégrées,  713. 

Fractions  continues,  544*— Béye- 
Ibppement  d^une  fonction  de  x, 
770.  —  périodiques ,  547  —  555,- 

Fractions  décimales,  périodiques» 
Voyez  ces  mots. 


G. 


GÉNéRiTBi€£s,  génération  dcs 
courbes,  4^*  —  I)es  sur&ces, 
606. 

Géodésie ,  problèmes,  365. 


Géométrie ,   lignes  ,..  t54*  -^  tuf- 

fiices ,  349*  —  volumes ,  3o3. 
Grades.  Voyez  Degrés. 


H. 


Hezagokb  régulier,  336. 
Homogènes,   formules,    33$.    «• 
équations  différentielles,  759  — 

763,  IV— 8o3,  m. 

Hjperbole,  386— 388— 390— 400 
—  4^  —  4^^'  —  asymptotes , 
4i6  à  4^0  —  4^^*  —  diamètres 
conjugués  ,  4^  1  — 4^4.*  '~^^'^'*~ 
sion  des  équations  44^  —  4^^  — 
454  —  4^  —  aire,  748  ,  U-  — 
75o.  —  Rectification  9  753. 


Hyperboles  quelconques,  leurs  tan- 
gentes ,  678,  m.  Voyez  Âiress 
Kcctilicatiun ,  etc. 

Hyperljolirpies.  .  V»  Logarithme  , 
Spirale* 

Hy petbolpSde  de  révolution ,  609 — 

^^k,  m.  ^ 

Hjpoihénij&e,  194  —  3*7  —  a53. 


I. 


IbERTiQUE  (équation)  491  —494 

—  558. 
imaginaire ,   1 38  —  1 39.  —  racines 

imaginaires,  4')4 — ^0^     ^*9* — 

arcs-  et  logarithmes  imaginaires, 

580-673,11. 
ïmp.'ir  (nombre),  18—36. 
Iniplirite  (fonction),  note  499* 
InconmiensurHbios,  63 — 70—103, 

30.  —  i56   -  4^5  —49^)   -  673, 

IV.  racines.    Voyez  œ  mot.  — 

intéprdic ,  "  1 3  —  "  i  C  «^  730.. 
Inclinaison.  Voyez  Angle. 
Indéterminé  (  problème  )  ,   1 10  ~- 

II!. —  !«'.  de^é,   ii5 — 116. 

3^.  degré,  549» 
feoliui ,    110 — ii.'î--'C57 — 667 

— ^3.*«daiia  le»  soluiiuns  sin^ 


gulîcres ,  76$. 
Infinitésimale  (  méthode  )  7o3  -« 

749  —  755. 

Inflexion ,  693. 

Inscrire^;  un  oerde  d&af  un  trivigU 
ou  réciproqueni. ,  306— *  187— 
3 18. — un  triangle  dans  un  autre, 
336.-'—"  des  polj'gones  au  cercle  3 
356  à  339. 

Intégration,  des  fonctions  simples', 
71 1  —713.  — par  panies,  71a  , 
V.  des  fractions  rationnelles  , 
7i3.  —  des  fonctions  irration- 
ncUes  »  716.  —  des  difl*érentielles 
binoiMcs,  Tio. — des  fonctions  ex- 
poaentiellcs  ,  726.  —  lo£;aritlmii- 
qucs  ,  73o.  —  circulaires ,  735, 
—par  iéj-ies ,  74^— «des  équationt 


'^B 


TÀBtBL  MLTBkwtnqv^ 


k  deux  vanaKlM,  i^.  ordre,  T^y- 
—  ordres  lupérieort ,   781  —  •• 
trois  variables,.  791.  — 'DiSUrea^ 
ùdXa  partielles,     i«'.    ordre,, 
801.  ^-a«.  ordre,  809, 

Jnt^grales  particulières  ,  765-— 767* 

Iniérèt,  80-145. 

Interpolation,  454» 

Intersection»  des  oerdes,   191—- 
58o  — des  lignes,  57a — 61 3  — 

684,  in.— des  snrfitceSy6o3— 6a4« 
IhTerse  (méthode  invene  des  sé- 
ries) ,  Syi — ^i* 


»> 


IsTerM  (pioUème  inmene) 
tangentes,  757.— des 
IV.  —  des  ra jons  de 
76^—785 ,  i^»-^ de»  normales ^ 

791 ,  n. 

Iirationncis.    rof .  IncomiiMM^ 

raldes. 
Irréductibles  (iractiona) ,  56 —  ^ 

—545.— Cas  irréductible,   5% 

—557. 
Isosoèle  r triangle)  i^— ooi.. 
IsopériiiKtras , .  676 , .  X— 8ao«. 


Lio»B  dmte ,  i54«  -^dans  Vm^ 

pace,  604 — 610. 
Lignes  pfoportionneBfes  ,  !iiOé  -— 

trigonoDiétriques ,  347* 
Idcnes  droites  (équations ) ,  36S~ 

S87 — 444 — 449— 455-46«— 

459—604  '610. 

Lignes  courbas.  F'cgr-  Gourbea^  — 
de  cotttact,^.  701  —766 , 3«. 

Limites  (métbooes  des)  i67..-— ap^ 
plications  géométrique»,  i')8— 
a46— a5o— >a6o — a86t— 289:— 
aQ3  »3o6-«.^3o8  k  3i4*  —  «ax 
tangentes,  /^o5.—aLvaitdreê,  vo- 
lumes-, etc..  F'ojr,  oes  mots.. 

Limites  du  développement  en  sé- 
rie ,  661 .     des  intégrales ,  74^* 
(équg^oos)  f„  ordre. 


76i-**763,  i*.^— 766— 70^— ' 
788.  «—  de  tous  les  ordica ,  78^ 
— 790.— ^BifiércBOelles  partiel-» 
les ,  80^—^09. 

LogaritImMS ,  éion&  et- propriété». 
aiithmétSque» ,  85.  —  afgâiri- 
ques ,  i49»  --^Tables ,  89-— lâo  ^ 
40* -.556— 578.  — Séiiea,  576 
—  648—666—745.  —  difl*- 
rantiation ,  648 '-~  655*  —  imo>-> 
gration,75d.. 

Logarithme»,  imaginaires^  58o  — 
C>73.f— ]i>-perilioËques,  népéiîeaai, 
naturels  '^  075  —  74^  »  '^ 

Loprithouque^  468 -"678  9   'Si^ 
roy.  Spirale. 

Logogrjphe ,  note  476*- 

Lozange,  a3i.. 


M. 


ttiîLHsii  4fi  nikhna  d*une  aeidè  rt^ 
riahle ,  676. — dés  courbes ,  676, 
XÏV.  —  69a.  — de  deux  variâ- 
mes, 677. — dtt  intégrale»»,  f^o^. 
Vaiiations- 

Membres  d^nno  équatkui ,.  9. 

Mesures  noiivalles ,  53.  —  ancien^ 
nés ,  54*  -^  Rapports  de'oea-nie-r- 
sures ,  55... 

Mesurer  une  ligne ,  i56.  ^«ua 
angle,  168— «me  hauteur,  117. 
^.-une  ail  e ,  a  ^  i .  —Mme  distonee 
ina  rci^si  He ,    3 1 7—365. 

Métjbod^d^s  liioites..  Foy;*  liWÂM»- 


-^  d%s  tawantei*  Voy»  xangeo^ 

tes.,  etc. 
Minima.   V'ip»  Maxima. 
Module  de»  lOKprithme» ,.  i5a  -^ 

648. 
Moyens  d^une  proportion    (  leac 

p'roduir  égal  a  celui  de»,  cxtrè^ 

me»)  ^7» 
M03  en»  proporQpnnel,  numérique^ 

71—8^  —84  -^  géométrique  „ 

aaa — 924. 
Multiple»  ;    définitîoD^,  18'— >  dea^ 

uombi'es  a,  4'*  8,   5,    10,  S» 

et  9»,a?.  a4-«*<ie  7  et  d^U:^ 


9m  kJmtnx$m 


pti 


\  . 


•^  a5.«^TVoiifitr  li  pli»  f^m 
comble  diviiib*c  par  iin  nonibre 
Anne ,  34-  ^  DécompcMÎtioii 
4^iin  nombre  en  ^etam  nre- 
nicrt ,  «7»  -^Fojr-  Sinas.tt  Co- 
nmi»  d'ara  multiplet 

il«luplcf  (point!  ) ,  (386. 

MnltifJlifiind»,  BViltipKntiwir»  S. 


calcul  pour  Mi  nooàbrcs  emièn,^ 
Il  —  i4  —  i5  —  i<). »^  Culmii 
pour  les  fraeûOQs,  S^^^-SS    ^O» 

—  pour  W  Qonbres  oonipleut.* 
57. 
MaltipUcatm  «If^VHVe  ^  9^ 


K- 


K^aûf  y  5.  -^  radnes 
r^of.  Badnet.  «»  Si 
tift.  ^or.  Signet. 
If^péncnt»  A^o^es 
Henf ',  propriéié  de  ce 

nonont  cntien  9 1«  ■** 
poirt  et  proBÛect  »  18 


Nombret    fracdamMM.     FVr^ 

FiattîoM. 
Nonibcet  figiuét,  ij88. 
liormalt   det   tectiOBt  ceniqwty. 

4o5.'^ei  eomtet  ^nekonqueti, 
,m4,        678*791,  IL 

llvnérateur,  ^^inttiaM , 
Wwmértiioa  {t^Mèmet. 

—  10a  y  1^ 


1»^ 


o. 


OBitQVARGut  f  réidhiiicn  te 
trUngUi),  364  —  594. 

OUiquet,  171 -—170  —  906. 

Onze ,  prûpriteé  de  ee  nombre  »  ^. 

Oidonnéety  366.  ^Gu  où  eQet 
tont  néptivet,  355.  —  V^* 
Coordonnai  et  Trantfemuition. 

Ordre    (  prcmMr  }    inUgratiôn. 


Voy»  èe  HMt— 757**79i-« 

801. 
Ovdrei  tupérieurt  ;  diffêrentiatioD  ^ 

-^638.  intégration,  78i-*8a54 

—809. 
Origine,  555»  V<ir*  Coordonnée*. 
Qiciiiatioiit»  ^$-^686. 


P. 


PAitt(noBibret)  i8-«^d4i  i^"** 

Farabole,  586^388  &  S91  —480, 
m.  — tangente  i\\\  --678.  — 
diamètrtt  ^  4^  —"436.  —  dit* 
cuMÎOB,  448  — 458— >459.— 
wM  f  74^*  *^*TCC0lmtKin  y  ^vMu 
—  développée,  684»  !• 

Farabolet  de  toot  let  ordrat.— laiH 
gentet  y  678 ,  HI.  —  aiWy  748» 
— rectification ,  753. 

Faraboloide  de  rérébitioB^  60g— 
754. 

FanUèla  (drottta),  181— 184-^ 
aoo—  ïo4  —  570  ^  ( plant )  , 
»67iî69-6io.  - 

tmlMIopaiiiiii»,  23i--a4D»  IV*. 


— aon  idfe,.  i5o*  —  droontcril 

i  reUipte,4Sd-Àniyp«rlx>le> 

434. 
Paralléliptpide ,  !i84*3o4 — ton 

▼olume,  3o6. 
Paramètre .  5o5  —  5g8  —  4ot  ~* 

436^460  ^  llw  ^  VariackMi  dA 

paramètre   dHme  «oorbe  quel- 

«moue  »  766  »  8^  — >  791  y  It 

et  m. 
Particnlakret  (intégcaha)    76$  -« 

767.  •»aolntion«  ,  76S  —  767.. 
Pentagone  rétndicry  a38« 
PemancDctt  iet  li^iafcd^windyM^ 

tion,  5aa.. 

Ïèmiuiationt,  4?^- 
erpendiculnrtftft  I7&>^7&-— 179 


igo 


TAbIÈ  All^trABfitfQUE 


•    i84—  S76 ,  tïl:  —Cas où  deux 

«Iroitcfl    sont   petpendiculaires  , 

570.  -a-  Plan»  ^rpeadicnlaii^, 

'    aya— 273— 614.  — ^ci»^endi- 

V.'  culaires  aux  phns  ,'  466  —  6l4* 

Pian,    154.  —  Equation,   6b2 — 

6io,  etc.  -—Intersections  planes , 

6a4.  —  I^vei*  utt  plan ,  ^42 ,  3». 

—  a65. 

Plan  tancent ,  093  —  694* 

Planification ,  698  — 702—709—- 

754     .....:    î 

Plus  ,  positif,  2.  —  propriété  des 
signes ,   33o.   VoYn  oi^es. 

Poids  Bouyeaux ,  53.  ->-  andeiB , 

.   54.  —  leurs  KftppcH^  V  55. 

Points  multiples.»  .conjugiués  f  d^n- 
tersection ,  :d'<MciiI^tioni,  ^ingu* 
lier^,  etc.  F^ûz  co>juots. 

Polaires.  F'ojr.  Coôr^npéc^k 

Polyèdres  ,  282.  —  semblables  , 
iûa^,  —  angles  polyèdres ,  276.. 
Voyez  Angle. 

Polygones ,  ^'k^.^^  r^ulier? ,  232. 

"  *"— ^  inscrits  et  circonsci'its'  ay  cer- 
cle y  233-^234.  '  j 

Polj  çonométrie ,  229  —  365  ,  VI. 

Positif,  plus,  2.  ^07^. Signes,  55o. 

Position  (rè^e  de  fausse)  i48. 

Pbsition  d^un  point  sur  un  plan , 
33o— "SSS.  —  d*unc  ligne,  366: 
• —  dans  Tespace ,  599  —  6o3  — 
606  —  610. 

Premiers  (nombres^  ,  18 — 26—28.' 

Preuves  des  calculs  numé;:ifiues , 
22 — 23. 

Prisme ,  282.  •—  son  yolunie ,  307. 


OffCli 


ProfeWmes  «'algèbre,  9« de  ro4 

k  107 — 114 — 120— i4o— 145- 
—  de  géométrie  ,•  179  —  180  — 
x83— 186  à  189—  193  —  ao6 

"  ' —  208  —  2i3  —  217  —  22^  — 
227  —  233  à  238  —  264. —•a»' 
les  aires  ,  334.  —  *"*"  ^  voftt- 
mes ,  343.  i— de  trigonométrie  , 
365.  -  d  algèbre  appliquée  à  la 
géométrie,  3i6  —  076 — 4^  — 

461  — 4^5*  —  *°r  1«  P^'**  ^  ^ 
.   l^é  droite ,  610.  —  de  calcul 

intégral,  748  —  701. 

Problème  inverse.     Vof\ 
blême. 

Produit ,  3 .—  Il  —  i3.  —  Note , 

23..^oxco,  ?,  673— diffé- 

rens ,   combinaisons ,  478-  — 1« 

.  plus  fçrond-des  deux  parties  d'^nn 

nombre  v  676 ,  Vi. 

Porportions ,  71  —  i45.  «^  traiift- 
formations  qu''eiles  peuvent  sa- 
bir, 72—  i4i» 

PooportîonneUes-,  (lignes),  aïo  -^ 
275. 

Propriétés  dns  nombres ,  2.4— loa. 

PuiKSi'mces  des  nombres  \  1 2  -  60 
^86—88.50.-480—53^  — 
672.—  atgéoriqucs ,  1 23 —  01, 
^q\  —  Nulles  ,  négatives  ,  frac- 
tionnaim  ,  i3i.  —  Leurs  dift*é- 
rentiellcs  ,  6jo.  —  Leurs  inté-- 
grales  ,  712  ,   II. 

Puissance  de  Plnperbole,  4^9* 

P}'r^idûux  .(  Qombres  )  ,  4^" 

FJ'ramide  ,    276.  '—  son    volume  j 

_    509.    .    - 


Q 


QuADRATUiEs,  682  "^748.  —  du 

cercle ,  260  — .  748  ,  UI. 
Quadratrice ,  47^' 
Quadrilatère  sa  mesure ,  365',  VI. 


Quodnbtère   inscrit    «u    cerde 

240.  .:  . 
Quantité ,    i. 
Quotient ,  5^—  17  —  19. 


R. 


RAanu,  i4.  .—  Extraction  des 
racines  carrées  numériques ,  1 02 , 
3<». —  par  les  fracli<^ns  côitiimies, 
547*  —  fiAcbifls  cubiques»  68  -• 


490  •—  de  tous  lès  degrés ,  88  , 

6^.  -r  i5i ,   2«.   489  —  525 

^r  les  fractions  conûnues ,  556« 
Raeioet  algébriques.  —  a«.  degré  ^ 


DKS  MATIÈBES. 


'49» 


-    195— 134 '-* 554-  «"  ^'  àef;ré ,  Rebroaisemeiit ,  699. 

1 56— 535. — de  tous  les  degrés ,  Rectangle  (triangle)  ,  iq4  —  '97 

ia5  —  485.  —  des  fonctions  rt-  — a  17. — Résolution,  S55  — 5qa. 

dicales ,  55^ .  Rectangle  (  paralléloghinmie  ) ,  «3 1 . 

Racines  des  équations,  a«.  degré ,^  Rectification^  de  la  cin-onférence. 

1 37  —  54 1 , 1 11 .—  5oa  —  547  —  f^arez  Rapport.  —  des  courbes 

3«.  degré ,  536  —  54i ,  IV.  —  qudt  onques ,  681  —  706  —  75a. 

4«.  degré,  538—  54i  ,  V.  —  à  Récuirentes  (séries)  ,  36i  —  56i. 


a  ou  3  ternies ,  .5^5.  —  Pro- 
priétés ,  491  -^  49^  —  5oo.  — 
limites,  495.  —  Radnes  égales , 
5io  -67a,  UI.  — Racines  com- 
mensurables  (entières  on  frac- 
«  tionnaircs)  ,  âi^.'— Racines  in- 
commensurables ,  5i6  —  541  — 
554 — 672  ,  IV.  .  -  Racines  ima- 
ginaires ,  494  y  49^"^^  ■  "^594 

— 5a5,etc.  notcy  341*'  Racines 
négatives ,  597  ,  «xo. 


Réduetitm  des  fractions  au  même 
dénominatenr ,  5a  —  34-  —  ^  ^ 
plu*  simple  expression  ,  35  — 
1  o3  —  6^5. — d  un  angle  à  l^o- 
rison,  365,  11.'^  598,  IL 

Réduction  algébrique ,  94* 

Réduite,  536.-- 5SB. 

Réelle,  (quMHÎié}  ia8— For« 
Racines. 

Règles  du  calcul  numérique^  8  ^- 
Q-,i4— ;ao. 


,  Racines   (  somme    des   puissances     'Règle  de  trois ,  75.  — -  de  société  , 


des  )  539  —  ^a. 

RadiciiuK  leur  calcul ,  ia8.  -^  leur 
.  diflerentielle.,    656.  —  leur  in- 
/      tégraJe. 

Raison,  rapport,  70.  —  japport 
de  deux  angles  ;  168.  <-  de  deux 
secteurs,  169  «^  de  la  circon- 
firenre  au  diamètre  ^  046  — 5ao 
-- 5h5  —  58  L -».  743. 

Raison  (moj^enne  et .  c;ctrème  )  , 
a27 — 3a9»rV.    ,.         / 

Bamphoïde ,  ^a. 

Rationnels  (  nombres  )  ,  63. 

Rayon  d'un  cercle  ,   161  —  346- 
.Ra Yoa  vecteur ,  385 — ^y-^^i  — 
4<^9 — 4  •  5     679.   Voyez  Coor- 
données polaires* 

Rayon  de  courbure  ,  653— 684 •— 
méthode  iiiT«ne ,  78^  ^785 ,  1  ^ . 


79— 107 ,  V .  —  dlntérêt,  80— 
145../—  d^escompte  ,  Si  —  *47» 

-  d'alliage,  i  i4,ïV.  -  Conjoinus, 
.  Ba^— ^de  fausse  position  ,  i48.^- 

des  signes  en  algèbre ,  96-^  de 
Descnrtes.  ^  5aa. 

Résolution  des  équations,  f^.  Equa- 
tions ,  Racines.  —  des  triangles 
rectilignes  ,  36^.  «*-  spbériques, 
59a. 

Reste  de  la  soustraction ,  4  '^d'*  " 
de  la  division,  18  —  a5.  — 
note ,  a3  —  98. 

Retour  des  siutes  ou  séries ,  571 

—  6-1.    . 

Révolution  rsarfeoes  de)  ,  391  — 
609^615—665-697—^- 
70-. 

RhSombe ,  a3i. 


Secai*  TB  ,181— aa4 —  aa5  —370. 

trigonomctrique ,  374  9  etc.  r  . 

âiniis. 
Secteur  ,  serment  de  cercle  ,   169. 

<— aire ,  a6i ,— de  sphère  ,  aire  , 

ap3*  —  volume,  3 1 3. 
Sections  conitnies,  3>>6  — 390.— 

langea tc'S  ,  ^o3  —  ^O-'a.  —  Dis- 
''    çatmon  de  Téquatioa  du  a«. 


degré,  439,  etc.  —  aires,  748.— 
rcctlficatioo  ,   753. 

Section  sous-contraire ,  6a5. 

Segment.  V.  Secteur.  —  s^^ent 
capable  d'un  angle  donné ,  ao8 , 
IV. 

SemMahles.  —  triiln^les  ,  ai4*  ~* 
|X>lygooes ,  24  (  •  ^—  corps  ,  394* 


4»i 


Tabu  AUnAMÈnqXTE 


Séparer  le*  T»i»b]«f  liant  loi  équi- 

tîons  k  intégrer,  757. 
Sept^  propriété  de  ce  aonil»re,  a5. 
Séries  réewmmn  f  36i— 5Si. 
Séffici  dy  hÎAonc  ,  484-4<^-^ 

—  666. — eomiBc»  des  noÎMaiioeft 
àtâ  nombres,  4^^—539—672. 

—  des  soinbKs  figurés ,  4^7.  — 
des  exponentielles,  $7 1 , 1—  574*^ 
—647—660.—  dcslogwitliDMs, 
676—648  — 606.  — des  CD- 
tfti^cntfls,  667. —  des  sinus  et 
oosiaus ,  571 ,  n»—  579 —  65o 

—  666.  — •  des^  arcs  en  fMHocknr 
àvk  sinus ,  de  U  ttngeme,  ete.i 
671 ,  ir.  ^  58o— 666—  74S« 

Série  (méthode  inverse)  ,  671  — 

Série  asoendame  où  descendante 
(développemem  générsl  des  fonc- 
tions ^  543,  6». ^644 -^59 
663—666-668.  ^  noie  685 

Sénés  (int^uon  pw)  745  — 
774  —  -r-S. 

Signes  d^addition  ,.  a.  —  de  sona- 
tnction ,  4*  ^  ^  moldplioa- 
lâon^  3.  —  de  division ,  5.  — 
d'égaUté ,  «.  -i^d'iaégaJiié ,  «.  — 
des  racines  et  df^  puiasanees ,  is. 
»—  de  Tinfini ,     ,0,00,  —  t  î4» 

—  ii5  -  4<)a  1  a«. 

Si£ne«  négatifs ,  Iriir  usage  dam 
les  prooldroes  d^'aigefare,  io8»  — 
df  géom^trû» ,  33o. 

Signes  (  variationaou  permanen- 
ces), S'ka.  —  Règle  de  i>«s- 
cartes,  Sa'i. 


T 


ses,  355-589. 
Sinusoïde  ,    (courbr  dca- 

f  ocirté,  (  vègle  de  )  70  —  107»^^- 
Solution  négatii!«  alaftiîyc,  i«8. 

^^  aéoBuhfiqmtj  coo- 
Solution  aingnliiiaeott  particoliiRW 

765^767. 
Somme,  a-»8.  —des  |MBan>ie« 
<les  sacines  d^une  équatioB^  4^ 

—  539  —  67».  —  des  tcna» 
d^une  profjresnon  on  d^mie  équt- 
diflémice,    i4a-:»  i44  —  565 

—  569. 

Sommet  d^un  aaét ,  t^.  —  4H« 
tfian^,  1941  —  d'^ucB  eôiie^ 
988.  -^  d*une  teoiÎMi  conque  , 
388. 


Ao3.  -  des 

é78.~4nétbode  inverae  dèa 
noitnalea,  75^.  y.  Inverse. 
Seus-oontraire ,  (  section  coniqur } 


Souattaction ,  4*  ^  ^  dniers  «0. 

^-  des  tractions  y   37.    —  des 

décimales ,  4^*-  —  ^^  norahrcs 

complexes,  56.    —  des  potf  no- 

mes,  95. 
Sous-taufçente  déa  sections  coot- 

qurs,  40^  — ~  àm  courbe»  ,  67S 

—  68o, 
Spbtre  ^  aire ,  «90  .-*  754.  —  v«i> 

hune, 3^3  —  346  —  754.  — 

son  équaHon,  601. 
Sphérique,  (  trigonométrie  )   asjg- 

ment ,  etc.  )  r^.  ers  mou. 


Simultanées ,   (  équations  SiÊêttm-     Spirales ,  à" A  rrhimède ,  4"^  ""^^o- 

tieUr8)79*i.  '         '*         '        '■ 

Sin^iliers,  (  pointa  )  692  —  676  , 

ilV.   —  086.    —  singulières, 

(  solutions)  r65  —  767. 
Sinus  ^  347.  —  die  la  somme  ou  de 

la  différence   de  deux  arcs   ou 

anglf>s,  356.  •—  dies  arcs  mul- 

tiplr.,357  —  585  —  586.  - 

difTéreutielle ,  65o  —  655^— in- 

t^rale,  733.  —  séries,  Stô-*- 

585  -  586  —  65o.  —  Tables  , 

36i  —  58a  —  583. 
Simw   des    an^Ees    des    triangles 


—  761 — -53.  —  loptritbmiqne, 

473  —  680    684.  in.  -  753. 

^  b^-pcr  oliqoe ,  4/4  ""  68o»— 

parabolique ,  475. 
Substitution ,  m  ,11. 
Suite.    /^.  Série. 
Supplément  d^m  angle  00  d*anr 

arr^  17a  —  35i. 
Supplémentaire  ,      (  pyramide  ) 

Surfiice  dans  Tespaoe  ,  599 — 69^ 

irliiiflimk 


y.  Aire,  Révolution. 
Cône ,  Sphire ,.  elc 


DtS  MATliRBS* 


«95 


—  3o3—  3i5.«-* 
inétritfiMv ,  539. 

SyathèM.  3i6. 

S jBtème  det  poédi  et 


^  981 --3oo        —74^1  nt.  '^  éely/gnâantê , 
knucàam  »y-        (  *n  cbanger  '  5a  —  577. 

Sjstème  coopQonné,  333  -^  366  -^ 
5c|0^69!».— pohive,  38S— 670. 
53        FTCootdwaéeê.  *^ 


T. 


Table  de  PttWore  ,  t3.  —  de 
IcM^arithmês  ^  09  —  i5o,  4*.  — 
5&  —  577.  -  de  slnui ,  ooti- 
nnt ,  etc.  36i  —  58^  —  583. 

Tan^cni,  (  plan  )  9c^  —  654. 

Tan^pnte  aux  Mcuona  coniques, 
4o3  — -  422-  —  ^  nne  courbe 
«luelconque  ,  fon  équation ,  678 

—  706. 

Tangente  ao  «rde  ^  188  —  ao8  , 
11.  —  a«5  —  aa7.  —  Son  équa- 
tion, 379  -  38i. 

Tangente  ti-tgonométiique  »   347* 

—  de  b  aomme  et  de  la  dtnë- 
renoe  de  deux  arc*  ou  angles, 
35<).  —  d^arcs  multiples ,  35g  — 
aénes,  58o.  —  difiKrentielle , 
65i. — intégrale,  74i* 

Taneente  ,     (  méthode    înTexse  } 

757. 
Terme ,   (  châtier  un  terme  d^une 

équation  )  5o2. 
Terme  général  du  binôme,  4^1  • 

—  d^une  série,  56i  —  566  — 
644. 

Terme  sommatoire  ,  4^  ""  ^* 
566  -644—646. 

Tétraèdre,  ap4  — 309— 345  — 
3lI.  ^  T&raèdre  supplémen- 
taire, 58. 

Théoiéme  de  GAtes^  53i.— >  de 


Taylor,  644  —  663  —  775.  — 
cas  oi'i  il  est  fiiutif ,  657  — ^ 
—674  —  6ott.  —  ses  limites  y 
661 .  —  de  micLiurin ,  666  — • 
775.  —  de  Bcrtoully,  744* 

Traces  d''un  plan,  602  —  oo6. 

Trajectoires ,  791 . 

Transcendante ,  (  fonction  )  note 
^ûf^  y.  Exponentielle,  Loga* 
lîthme.  Sinus,  Cosinus,  etc* 
Arcs,  . . .  ,  différentiation, 647- 

—  intégration,  706 — 75o— 753. 
TrsnsformatioQs    des    équations , 

5oi .  —  de  coordonnées,  y.  œ 

moc 
Transporter  rorigine ,   58a— 691» 
Transposition,  io5. 
Trapèze ,  oSi .  -«  son  aire  ,  259. 
Triangles,    194*   semblables,  si 4* 

—  leur  aire,  a56  -  558  —  365, 
V. — résolution,  365—503. 

Triangulaires,  (nombres    4^* 
Trigonométrie ,   rectiligne ,   547* 

—  sphérîque ,  587. 
Trisection  de  Tangle ,  ao8  ,  m^ 

463. 
Trois  {  propriétés  de  ce  nombi«, 

Tronc  de  pyramide  et  de  eôae» 
989—511. 


u. 


XJmTii  I. 


ViLirM.  f^exBacînes,  Equn 
tions. 

Tariiible  principale  ou  indépen- 
dante ,  o35  —  653.  —  dans  les 
îatégratioiis ,  710  —  784* 


l^rîation    du     naramitre   d^mit 
courbe ,  7^6 ,  3».  —  791 ,  Il  et 

m. 

Variations  de  signai  dans  ]m  éfo»» 
ôons .  5a9. 


4^4       Table  alphabétique  pes  matières. 


Yii^gnlé,  son  ungepour  les  frac- 
tions d^imales,  ^o, 

Tolume  du  parailélipipide ,  3o6, 
—  du  prisme,  ?S<  7.  .  du  cy- 
lin^re,  oo8.  -r-  de  la  pyramide, 
3oQ  —  345.  —  du  cône ,  3io^ 
y56.  —  des  troncs  de  pyramide 


z. 


Zdiis  spbériqile  ,  !U)3— -  3i3. 
Zéro  divisé  par   zéro,  lin  divisé 


et  de  cône ,  3i  i .  —  de  la  apbèfv , 
du  secixur  et  du  sèment  «plié- 
riqiies  ,  3i3  34t>  —  764  — 
755.  —  des  corps  semblahle», 
3i5.  —  des  sor&ces  gouiIks, 
6ç)7  —  701  —  708  —  754  — 
75Ô. 


par  zéro,  iio—  m-»  xi5 
673» 


Fin  de  la  Table  des  Matières. 


*••.« 


•s       >'    ■      -v> 


Errata  du  Tome  second. 


Pige    1 1 ,  ligne    9  ;    645  ,  Usez  ,  655. 


90» 

l59   y 
186, 

»39i 


dernière  $    (  54i,T)  ,  Usez  ,  ( 54i,YI}, 
àamkrt)    x*,  Usez  j  xK 
6;    670 j  /lies,  671. 
ao  ;    6g6 ,  Usez ,  665. 
dcnièrej    681  et  68a ,  £fes,  684,6*. 


ru 


Ofmt  fm^ 


494       Table  alphàsétique  pes  matières. 

Yii^ulé,  000  luagepOnr  les  frac- 
tions décimales,  4^* 

'Volume  du  parallélipipède ,  3o6, 
—  du  prûme,  ^f]»  ,  du  cy- 
lindre ,  oo8.  -7-  de lapyramide , 
3oo  —  345.  —  du  cône ,  3io — 
756.  —  des  troncs  de  pyramide 


et  de  cdne ,  3i  1 .  —  de  la  apligjiL  f 
du  secteur  et  du  sepnent  splié- 
riques  )  3i5  —  34^  ""■  7^  — 
755.  —  des  corps  semblables , 
01 5.  —  des  surfiices  cxmrfaes  j 
697  —  701  —  708  —  754  — 
755. 


z. 


ZÔNB  spbMqUe  ,  393*-  3 1 5. 
Zéro  dÎYJsé  par   zéro,  lin  divisé 


gar  zéro,  iio*-  ixi^»  xi5 
75» 


Fin  de  la  Table  des  Madères. 


Errata  du  Tome  second. 


Pige    II,  ligne  9;    6(5  ,  i"»" ,  655. 

39.  dermir«i    C54i,V.)  ,  t*»,  (54i,VI> 

90,  itnatn;    *•,  E$tty  xK 

i59,  «i   Spjo;  ''*«».  67'* 

186,  90;    696,  iùe»>   665. 

,39,  dcnulrcj    681  «6to,£«»,  684,6-. 


\ 


